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�àñ÷åò ãëîáàëüíûõ ýëåêòðè÷åñêèõ ïîëåéâ çåìíîé àòìîñ�åðå∗Â.Â. Äåíèñåíêî, Å. Â. ÏîìîçîâÈíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ÑÎ �ÀÍ, Êðàñíîÿðñê, �îññèÿe-mail: denisen�im.krasn.ruÏîñòðîåí ìíîãîñåòî÷íûé àëãîðèòì äëÿ ðåøåíèÿ ãëîáàëüíîé çàäà÷è ýëåêòðî-ïðîâîäíîñòè àòìîñ�åðû. �åøåíà çàäà÷à î ïðîíèêíîâåíèè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ èçèîíîñ�åðû äî ïîâåðõíîñòè Çåìëè â ñïîêîéíûõ ãåîìàãíèòíûõ óñëîâèÿõ. Ïîêàçàíî,÷òî ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå âáëèçè ïîâåðõíîñòè Çåìëè ìîæíî ñòðîèòü êàê ðåøåíèå îä-íîìåðíîé ïî âûñîòå çàäà÷è, íî ÷òîáû ïîëó÷èòü ïîëÿ è òîêè â âåðõíåé àòìîñ�åðå,íåîáõîäèìî ðåøàòü òðåõìåðíóþ çàäà÷ó.Êëþ÷åâûå ñëîâà: àòìîñ�åðà, ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå, ýëëèïòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, ïà-ðàëëåëüíûå âû÷èñëåíèÿ.ÂâåäåíèåÏðè èçó÷åíèè àòìîñ�åðíûõ ýëåêòðè÷åñêèõ ïîëåé îñíîâíîå âíèìàíèå îáû÷íî óäåëÿåò-ñÿ ãðîçîâûì ÿâëåíèÿì. �ëîáàëüíûì ðåçóëüòàòîì ãðîç ÿâëÿåòñÿ ïîääåðæàíèå ðàçíîñòèïîòåíöèàëîâ ìåæäó ïîâåðõíîñòüþ Çåìëè è èîíîñ�åðîé îêîëî 300 êÂ. Ïîñêîëüêó àò-ìîñ�åðà ÿâëÿåòñÿ ïðîâîäíèêîì, ýòà ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ îáåñïå÷èâàåò ïðèìåðíî ïî-ñòîÿííûé ýëåêòðè÷åñêèé òîê èç èîíîñ�åðû íà çåìëþ. Ñîîòâåòñòâóþùåå ýëåêòðè÷åñêîåïîëå âáëèçè ïîâåðõíîñòè Çåìëè â ñðåäíåì ñîñòàâëÿåò 130Â/ì. Âìåñòå ñ òåì íà �îíåñðåäíåé êàðòèíû ïðîèñõîäÿò èçìåíåíèÿ ãëîáàëüíîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ êàê çà ñ÷åòãåíåðàòîðîâ, ðàñïîëîæåííûõ âûøå àòìîñ�åðû, òàê è çà ñ÷åò ïîäçåìíûõ èñòî÷íèêîâòîêà.Ëîãè÷íî âîçíèêàåò âîïðîñ îá èñïîëüçîâàíèè ýëåêòðè÷åñêèõ ïîëåé ïîäçåìíîãî ïðî-èñõîæäåíèÿ äëÿ àíàëèçà ïðîèñõîäÿùèõ ïîä çåìëåé ïðîöåññîâ è, â ÷àñòíîñòè, êàê ïðåä-âåñòíèêîâ çåìëåòðÿñåíèé. Äëÿ ñîçäàíèÿ ãëîáàëüíîé ñèñòåìû ìîíèòîðèíãà àêòóàëüíàïåðñïåêòèâà èçìåðåíèÿ ýòèõ ïðîöåññîâ ñ ïîìîùüþ êîñìè÷åñêèõ àïïàðàòîâ. Ïðè ýòîìíåîáõîäèìû çíàíèÿ ïðîöåññîâ ïðîíèêíîâåíèÿ ïîëåé îò çåìëè ÷åðåç àòìîñ�åðó äî èîíî-ñ�åðû. Äàííîìó âîïðîñó ïîñâÿùåíû ìíîãî÷èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ, îáçîð êîòîðûõ äà-åòñÿ, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [1, 2℄. Íåêîòîðûå íîâûå ðåçóëüòàòû â äàííîì íàïðàâëåíèèïðèâåäåíû â [3℄.Èíòåðåñåí è îáðàòíûé ý��åêò � ïðîíèêíîâåíèå èîíîñ�åðíûõ ýëåêòðè÷åñêèõ ïîëåé÷åðåç àòìîñ�åðó äî çåìëè.Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ýòèõ ÿâëåíèé íåîáõîäèìà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü àòìîñ�åðíîãîãëîáàëüíîãî ïðîâîäíèêà, ñîçäàíèþ êîòîðîé è ïîñâÿùåíà íàñòîÿùàÿ ðàáîòà.
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�àñ÷åò ãëîáàëüíûõ ýëåêòðè÷åñêèõ ïîëåé â çåìíîé àòìîñ�åðå 35Óðàâíåíèå ýëåêòðîïðîâîäíîñòè àòìîñ�åðû ÿâëÿåòñÿ ýëëèïòè÷åñêèì óðàâíåíèåì ñîñêàëÿðíûì êîý��èöèåíòîì, çíà÷åíèå êîòîðîãî èçìåíÿåòñÿ ñ âûñîòîé â ìèëëèîíû ðàç.Íåîáõîäèìî ðåøàòü ðàçëè÷íûå ñìåøàííûå êðàåâûå çàäà÷è â òðåõìåðíûõ îáëàñòÿõ ñ ãî-ðèçîíòàëüíûìè ðàçìåðàìè, íà äâà-òðè ïîðÿäêà ïðåâûøàþùèìè âåðòèêàëüíûé ðàçìåð.1. Îñíîâíûå óðàâíåíèÿÑòàöèîíàðíûå ýëåêòðè÷åñêèå ïîëÿ óäîâëåòâîðÿþò çàêîíàì Ôàðàäåÿ, ñîõðàíåíèÿ çàðÿäàè Îìà:
∇× E = 0, (1)
∇j = 0, (2)
j = σE, (3)ãäå E � íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, j � ïëîòíîñòü òîêà, σ � ïðîâîäèìîñòü.Â àòìîñ�åðå íèæå 70 êì ïðîâîäèìîñòü èçîòðîïíà, ïîýòîìó σ � ñêàëÿð.Óðàâíåíèå (1) ïîçâîëÿåò ââåñòè ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåíöèàë V òàêîé, ÷òî

E = −∇V. (4)Òîãäà ñèñòåìà (1)�(3) ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ
−∇(σ∇V ) = 0, (5)èëè, åñëè ïðîâîäèìîñòü σ îäíîðîäíà, � ê óðàâíåíèþ Ëàïëàñà.2. Ïðîâîäèìîñòü è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿÒèïè÷íîå âûñîòíîå ðàñïðåäåëåíèå ïðîâîäèìîñòè â àòìîñ�åðå Çåìëè ïðèâåäåíî â [4℄ èïîêàçàíî íà ðèñ. 1. Îò ïîâåðõíîñòè Çåìëè ââåðõ äî 85 êì ïðîâîäèìîñòü âîçðàñòàåò íàâîñåìü ïîðÿäêîâ.

�èñ. 1. Âûñîòíîå ðàñïðåäåëåíèå ïðîâîäèìîñòè â àòìîñ�åðå [4℄; ñïðàâà ïîêàçàíî ðàçáèåíèå ïîâûñîòå íà 16 ñëîåâ



36 Â.Â. Äåíèñåíêî, Å.Â. ÏîìîçîâÂûøå, â èîíîñ�åðå, ïðîâîäèìîñòü ñòàíîâèòñÿ òåíçîðîì è åãî äèàãîíàëüíûå êîìïî-íåíòû óâåëè÷èâàþòñÿ åùå íà íåñêîëüêî ïîðÿäêîâ. Â îñíîâíîì ïðîâîäÿùåì ñëîå èîíî-ñ�åðû ïðîâîäèìîñòü â íàïðàâëåíèè âåêòîðà ìàãíèòíîé èíäóêöèè B â ñîòíè è òûñÿ÷èðàç ïðåâûøàåò îñòàëüíûå êîìïîíåíòû òåíçîðà ïðîâîäèìîñòè. Ïîýòîìó ïðè ìîäåëè-ðîâàíèè êðóïíîìàñøòàáíûõ èîíîñ�åðíûõ ýëåêòðè÷åñêèõ ïîëåé ïðèíÿòî èñïîëüçîâàòüäâóìåðíûå ìîäåëè, â êîòîðûõ ìàãíèòíûå ñèëîâûå ëèíèè ÿâëÿþòñÿ ýêâèïîòåíöèàëüíû-ìè. Òàêîãî ðîäà ìîäåëü îïèñàíà â ðàáîòå [5℄.Îáà óêàçàííûõ óïðîùåíèÿ íå ñïðàâåäëèâû â ñëîå, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîäíûììåæäó àòìîñ�åðîé è èîíîñ�åðîé è îáû÷íî íàõîäèòñÿ íà âûñîòàõ 70�90 êì. Çäåñü ñ ðî-ñòîì âûñîòû ïðîâîäèìîñòü ïåðåñòàåò áûòü èçîòðîïíîé, êàê â àòìîñ�åðå, íî â íàïðàâ-ëåíèè B åùå íå ñòàíîâèòñÿ ìíîãî áîëüøå îñòàëüíûõ êîìïîíåíò òåíçîðà ïðîâîäèìîñòè,êàê â îñíîâíûõ ñëîÿõ èîíîñ�åðû. Åñëè èñêëþ÷èòü èç ðàññìîòðåíèÿ ýêâàòîðèàëüíóþîáëàñòü, ãäå ãåîìàãíèòíîå ïîëå ïî÷òè ãîðèçîíòàëüíî, êàæäàÿ ìàãíèòíàÿ ñèëîâàÿ ëèíèÿïðè ïðîõîæäåíèè ðàññìàòðèâàåìîãî ñëîÿ, èìåþùåãî âûñîòó îêîëî 20 êì, ñìåùàåòñÿ ïîãîðèçîíòàëè íå áîëåå ÷åì íà íåñêîëüêî äåñÿòêîâ êèëîìåòðîâ. Ïîýòîìó, åñëè ýêñòðàïî-ëèðîâàòü ýêâèïîòåíöèàëüíîñòü ìàãíèòíûõ ñèëîâûõ ëèíèé â ýòîò ñëîé, ðàñïðåäåëåíèåèîíîñ�åðíîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà, ïîëó÷åííîå íà âûñîòå 90 êì, ïðè ïåðåõîäåíà âûñîòó 70 êì ïåðåðàñïðåäåëèòñÿ ïî ãîðèçîíòàëè íà ýòè äåñÿòêè êèëîìåòðîâ. Òàêîåñìåùåíèå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îöåíêó ïîãðåøíîñòè, âíîñèìîé òåì, ÷òî â íàøåéìîäåëè íèæíÿÿ èîíîñ�åðà çàìåíåíà ïîâåðõíîñòüþ, íà êîòîðîé ïðîâîäèìîñòü ñêà÷êîììåíÿåòñÿ îò èçîòðîïíîé àòìîñ�åðíîé äî ñóùåñòâåííî àíèçîòðîïíîé èîíîñ�åðíîé. Åñòå-ñòâåííî, äàííàÿ ìîäåëü ïðèìåíÿåòñÿ òîëüêî äëÿ ïîëåé ñ ãîðèçîíòàëüíûì ìàñøòàáîì íåìåíåå ñîòíè êèëîìåòðîâ. Ïðîâåäåííûå òåñòîâûå ðàñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî âûáîð òàêîé ïî-âåðõíîñòè íà âûñîòàõ 80�90 êì íåçíà÷èòåëüíî ìåíÿåò ïîëó÷àþùååñÿ àòìîñ�åðíîå ýëåê-òðè÷åñêîå ïîëå. Êîððåêòíûé ó÷åò ýòîãî ïåðåõîäíîãî ñëîÿ ìîæåò áûòü ñäåëàí â ðàìêàõòðåõìåðíîé ìîäåëè ýëåêòðîïðîâîäíîñòè ñ ãèðîòðîïíûì òåíçîðîì ïðîâîäèìîñòè. Ñî-îòâåòñòâóþùàÿ ìîäåëü ïðîâîäèìîñòè ïðèâåäåíà â [5℄, ýíåðãåòè÷åñêèé ìåòîä ðåøåíèÿòàêîé çàäà÷è, èìåþùåé íåñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð, ïðåäëîæåí â [6℄. Â ýòîé, áîëååàäåêâàòíîé, ìîäåëè öåëåñîîáðàçíî îòäåëèòü àòìîñ�åðó, äîáàâèâ óñëîâèÿ ñøèâêè íàíîâîé ãðàíèöå. Â èòîãå äëÿ àòìîñ�åðû ïîëó÷èòñÿ ìîäåëü, ïðèìåíÿåìàÿ â íàñòîÿùåéðàáîòå. Â ñèëó èçîòðîïèè ïðîâîäèìîñòè ìåòîäû ðåøåíèÿ äëÿ ñîáñòâåííî àòìîñ�åðûñóùåñòâåííî óïðîùàþòñÿ.Â ðàáîòå òàêæå èñïîëüçóåòñÿ îáû÷íîå ïðåäïîëîæåíèå î ìàëîñòè âëèÿíèÿ àòìîñ�åð-íîé ïðîâîäèìîñòè íà ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåêòðè÷åñêèõ ïîëåé â èîíîñ�åðå, ñäåëàííûå â ñè-ëó ìàëîñòè àòìîñ�åðíîé ïðîâîäèìîñòè ïî ñðàâíåíèþ ñ èîíîñ�åðíîé. Ïîýòîìó â ïðåä-ëàãàåìîé ìîäåëè ýëåêòðîïðîâîäíîñòè àòìîñ�åðû íà åå âåðõíåé ãðàíèöå ïîëàãàåòñÿ çà-äàííûì ðàñïðåäåëåíèå ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà V :
V |r=Rup

= V0(θ, ϕ), (6)ãäå r, θ, ϕ � ñ�åðè÷åñêèå êîîðäèíàòû, Rup � ðàäèóñ ñ�åðû, êîòîðàÿ èñïîëüçóåòñÿ âêà÷åñòâå âåðõíåé ãðàíèöû àòìîñ�åðû.Íèæíåé ãðàíèöåé àòìîñ�åðû ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòü Çåìëè. Ïîñêîëüêó ïðîâîäèìî-ñòè ìîðñêîé âîäû è âëàæíîé ïî÷âû íàìíîãî ïðåâûøàþò ïðîâîäèìîñòü ïðèçåìíîãîâîçäóõà, Çåìëþ ïîëàãàåì ýêâèïîòåíöèàëüíîé:
V |r=RE

= 0, (7)



�àñ÷åò ãëîáàëüíûõ ýëåêòðè÷åñêèõ ïîëåé â çåìíîé àòìîñ�åðå 37ãäå RE � ðàäèóñ Çåìëè. Ýòî óñëîâèå çàïèñàíî â ïðåäïîëîæåíèè ñ�åðè÷íîñòè Çåìëè.Åñëè ó÷èòûâàòü ðåëüå� ñ çàäàííîé ñ ïîìîùüþ �óíêöèè h(θ, ϕ) âûñîòîé ïîâåðõíîñòèíàä óðîâíåì ìîðÿ, òî óñëîâèå Äèðèõëå (7) ïðèíèìàåò âèä
V |r=RE+h(θ,ϕ) = 0. (8)Åñëè ðàññìàòðèâàòü ïëîõîïðîâîäÿùèå ó÷àñòêè ñóøè, òàêèå êàê ñêàëüíûå ìàññèâû,òî íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷àñòÿõ ïîâåðõíîñòè Çåìëè íîðìàëüíàÿ êîìïîíåíòà ïëîòíîñòèòîêà èç àòìîñ�åðû äîëæíà îáðàùàòüñÿ â íóëü, ÷òî â ñèëó èçîòðîïèè ïðîâîäèìîñòè âîç-äóõà ýêâèâàëåíòíî íóëåâîé íîðìàëüíîé êîìïîíåíòå ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, ò. å. óñëîâèþ
∂V

∂n

∣

∣

∣

∣

r=RE+h(θ,ϕ)

= 0. (9)Â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà ïðîâîäèìîñòü ïîä çåìëåé ñðàâíèìà ñ ïðîâîäèìîñòüþ âîçäóõà,íåîáõîäèìî ðåøàòü åäèíóþ çàäà÷ó ýëåêòðîïðîâîäíîñòè, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü çàïèñàíàêàê ïàðà çàäà÷ � äëÿ àòìîñ�åðû è äëÿ ñàìîé Çåìëè, ñ óñëîâèÿìè íåïðåðûâíîñòè ïî-òåíöèàëà è íîðìàëüíîé êîìïîíåíòû ïëîòíîñòè òîêà íà ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ êðàåâàÿ çàäà÷à (5)�(7), õîòÿ ñîçäàííûé àëãî-ðèòì è åãî ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ ïîçâîëÿþò ðåøàòü çàäà÷è â ñëîå, íå ÿâëÿþùåìñÿñ�åðè÷åñêèì, à òàêæå íåêîòîðûå ñìåøàííûå êðàåâûå çàäà÷è ñ óñëîâèÿìè (8), (9) íàðàçíûõ ó÷àñòêàõ ãðàíèöû.3. Ýíåðãåòè÷åñêèé ìåòîäÄëÿ çàäà÷è Äèðèõëå (5)�(7) ïðè åñòåñòâåííûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà âåëè÷èíó ïðîâîäèìîñòè
0 < σ1 ≤ σ ≤ σ2 < ∞, (10)ãäå σ1, σ2 � êîíñòàíòû, ñïðàâåäëèâ ïðèíöèï ìèíèìóìà �óíêöèîíàëà ýíåðãèè [7℄, âñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðûì îáîáùåííîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî âðåçóëüòàòå ìèíèìèçàöèè �óíêöèîíàëà ýíåðãèè

W (V ) =

∫

σ(gradV )2 dΩ (11)íà ìíîæåñòâå �óíêöèé V , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (6), (7). Èíòåãðàë ðàâåí äæîó-ëåâîé äèññèïàöèè, ò. å. âûäåëåíèþ òåïëîâîé ýíåðãèè, ñîïðîâîæäàþùåìó ïðîõîæäåíèåýëåêòðè÷åñêîãî òîêà ïî ïðîâîäíèêó. Ýòèì îáúÿñíÿåòñÿ íàçâàíèå �óíêöèîíàëà ýíåðãå-òè÷åñêèì. Ëèíåéíàÿ ÷àñòü â �óíêöèîíàëå îòñóòñòâóåò, ïîñêîëüêó ðåøàåòñÿ îäíîðîäíàÿçàäà÷à. Êâàäðàòè÷íàÿ ÷àñòü W (V ) ñîîòâåòñòâóåò ýíåðãåòè÷åñêîìó ñêàëÿðíîìó ïðîèç-âåäåíèþ
[V, U ] =

∫

σ gradV gradU dΩ. (12)Ýòà ñèììåòðè÷íàÿ áèëèíåéíàÿ �îðìà íà ðàññìàòðèâàåìîì ìíîæåñòâå �óíêöèé ïîëî-æèòåëüíî îïðåäåëåíà. Ìèíèìóì �óíêöèîíàëà ýíåðãèè ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåí è äàåòîáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (5)�(7), êîòîðîå ïðè äîïîëíèòåëüíîì ïðåäïîëîæåíèè ãëàä-êîñòè ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì.Ýíåðãåòè÷åñêàÿ íîðìà ýêâèâàëåíòíà íîðìå ïðîñòðàíñòâà W (1)
2 (Ω), ïîýòîìó îáîáùåí-íîå ðåøåíèå ìîæíî àïïðîêñèìèðîâàòü êóñî÷íî-ëèíåéíûìè �óíêöèÿìè.



38 Â.Â. Äåíèñåíêî, Å.Â. Ïîìîçîâ4. Âàðèàöèîííî-ðàçíîñòíàÿ ñõåìàÄëÿ èñïîëüçîâàíèÿ êóñî÷íî-ëèíåéíûõ �óíêöèé íåîáõîäèìî ïðåäâàðèòåëüíî ðàçáèòüîáëàñòü íà òåòðàýäðû. Ñ÷èòàåì, ÷òî òàêîå ðàçáèåíèå âûïîëíåíî ñ ñîáëþäåíèåì ñòàí-äàðòíûõ îãðàíè÷åíèé äëÿ íåðåãóëÿðíîé ñåòêè, êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò ýêâèâàëåíòíîñòü
L2 íîðìû êóñî÷íî-ëèíåéíîé �óíêöèè è åâêëèäîâîé íîðìû íàáîðà åå óçëîâûõ çíà-÷åíèé Vm:

c1h
3
∑

V 2
m ≤

∫

V 2 dΩ ≤ c2h
3
∑

V 2
m. (13)Ïðè àïïðîêñèìàöèè ýíåðãåòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà êóñî÷íî-ëèíåéíûìè �óíêöèÿìèïîëó÷àåòñÿ âàðèàöèîííî-ðàçíîñòíàÿ ñõåìà. Óðàâíåíèÿ äëÿ çíà÷åíèé èñêîìîé �óíê-öèè V â óçëàõ ñåòêè ïîëó÷àþòñÿ êàê óñëîâèÿ ìèíèìóìà �óíêöèîíàëà ýíåðãèè è ïðåä-ñòàâëÿþò ñîáîé ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

LimVm = 0. (14)Êàæäîå èç ýòèõ ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñâÿçûâàåò çíà÷åíèÿ V â äàí-íîì óçëå è âî âñåõ ñîñåäíèõ óçëàõ. Ìàòðèöà L ïîëó÷àåòñÿ ñèììåòðè÷íîé, òàê êàêåå êîý��èöèåíòû ðàâíû âòîðûì ïðîèçâîäíûì �óíêöèîíàëà ýíåðãèè, âû÷èñëåííîãîäëÿ êóñî÷íî-ëèíåéíîé �óíêöèè ïî óçëîâûì çíà÷åíèÿì ýòîé �óíêöèè. Â ñèëó ïåðâîãîíåðàâåíñòâà (13) ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé, ïîñêîëüêó êóñî÷íî-ëèíåéíûå �óíêöèè ïðèíàäëåæàò ýíåðãåòè÷åñêîìó ïðîñòðàíñòâó, â êîòîðîì ïîëîæè-òåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü îïåðàòîðà äîêàçàíà. Îöåíêè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ýòîé ìàòðèöûòîëüêî ìíîæèòåëÿìè σ1 è σ2 îòëè÷àþòñÿ îò îöåíîê â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà.Âàðèàöèîííàÿ �îðìóëèðîâêà çàäà÷è òàêæå ïîçâîëÿåò îáû÷íûì îáðàçîì ïîñòðîèòüìíîãîñåòî÷íûé ìåòîä. Èñïîëüçîâàíèå äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðàâûõ ÷àñòåé ïðè óêðóïíå-íèè ñåòêè îïåðàòîðà, ñîïðÿæåííîãî ê îïåðàòîðó èíòåðïîëÿöèè, àâòîìàòè÷åñêè ñîõðàíÿ-åò ñèììåòðèþ è ïîëîæèòåëüíóþ îïðåäåëåííîñòü ìàòðèö íà êðóïíûõ ñåòêàõ. Êðóïíûåñåòêè ñòðîÿòñÿ ïóòåì âûáðàñûâàíèÿ êàæäîãî âòîðîãî óçëà ñåòêè ïî êàæäîìó íàïðàâ-ëåíèþ äî òåõ ïîð, ïîêà íå îñòàíåòñÿ âñåãî îäèí øàã ñåòêè â îäíîì èç íàïðàâëåíèé,ò. å. âíóòðåííèõ óçëîâ íå áóäåò. Íà îñíîâíîé è âñïîìîãàòåëüíûõ ñåòêàõ ñãëàæåííûå ðå-øåíèÿ ñòðîÿòñÿ ñ ïîìîùüþ 5�10 èòåðàöèé ìåòîäà âåðõíåé ðåëàêñàöèè  ïàðàìåòðîì τîêîëî 1.5.5. Ïîñòðîåíèå ñåòêèÓäîáíî èìåòü ñåòêó ñ òàêîé æå ðåãóëÿðíîé íóìåðàöèåé óçëîâ, êàê â ïàðàëëåëåïèïåäå.Äàííûå îáëàñòè áóäåì íàçûâàòü êðèâîëèíåéíûìè øåñòèãðàííèêàìè.Ïðè ìîäåëèðîâàíèè àòìîñ�åðû â öåëîì ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü çàäà÷ó â îáëàñòè, áëèç-êîé ê øàðîâîìó ñëîþ, ïîýòîìó ñåòêà ñòðîèòñÿ èç ëó÷åé, ïðîâåäåííûõ èç öåíòðà Çåìëè÷åðåç íåêîòîðûå òî÷êè íà ñ�åðå. Ïðèìåð ðàçáèåíèÿ ïî âûñîòå íà 16 ñëîåâ ïîêàçàííà ðèñ. 1. Ñåòêà íà ñ�åðå ñòðîèòñÿ, íàïðèìåð, ïðîåöèðîâàíèåì ðàâíîìåðíûõ ïðÿìî-óãîëüíûõ ñåòîê íà ãðàíÿõ êóáà, èìåþùåãî òîò æå öåíòð, ÷òî è Çåìëÿ. Â ýòîì ñëó÷àåïîëó÷àåòñÿ øåñòü êðèâîëèíåéíûõ ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ íà ïîâåðõíîñòè Çåìëè è ñîîò-âåòñòâåííî øåñòü êðèâîëèíåéíûõ øåñòèãðàííèêîâ â àòìîñ�åðå. Åñëè Çåìëþ ñ÷èòàòüøàðîì, òî âñå �èãóðû îäèíàêîâû. Íà ðèñ. 2 ïîêàçàíà ÷àñòü òàêîé ñåòêè äëÿ ïîëóñ�å-ðû. Ïðèâåäåíà íåáîëüøàÿ ÷àñòü ëèíèé ðåàëüíîé ñåòêè. Æèðíûìè ëèíèÿìè âûäåëåíû
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�èñ. 2. Ïðèìåð ðàçáèåíèÿ ïîëóñ�åðû íà êðèâîëèíåéíûå ÷åòûðåõóãîëüíèêè; ñòåðåîãðà�è÷å-ñêàÿ ïðîåêöèÿêðèâîëèíåéíûå ÷åòûðåõóãîëüíèêè. Ïðè ïðåäñòàâëåíèè ðåçóëüòàòîâ èñïîëüçóåòñÿ ñòå-ðåîãðà�è÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ ïîëóñ�åðû íà ïëîñêîñòü.Ïîñòðîåíèå ñòðóêòóðèðîâàííîé ñåòêè ñ ïðåäâàðèòåëüíûì ðàçäåëåíèåì îáëàñòè íàêðèâîëèíåéíûå ÷åòûðåõóãîëüíèêè èëè øåñòèãðàííèêàìè â îáëàñòÿõ, àíàëîãè÷íûõ êðó-ãó è ñ�åðå èëè øàðîâîìó ñëîþ è øàðó, ïîçâîëÿåò èçáåæàòü èçëèøíåãî èçìåëü÷åíèÿñåòêè è îñîáåííîñòåé, âîçíèêàþùèõ îêîëî ïîëþñîâ ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðÿìîóãîëüíûõñåòîê â ïîëÿðíûõ èëè ñ�åðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ, à òàêæå ñëîæíîñòåé íóìåðàöèè ñîñåä-íèõ óçëîâ íåðåãóëÿðíûõ ñåòîê.Äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ êóñî÷íî-ëèíåéíûõ �óíêöèé êàæäóþ êóáè÷åñêóþ, â ñìûñëå íó-ìåðàöèè åå óçëîâ, ÿ÷åéêó ñåòêè ñëåäóåò ðàçáèòü íà òåòðàýäðû, ÷òî äåëàåòñÿ ñ ïðåäâà-ðèòåëüíûì îïðåäåëåíèåì íåêîòîðîãî öåíòðà ÿ÷åéêè è öåíòðîâ åå øåñòè ãðàíåé. Òîãäàêàæäàÿ ãðàíü åñòåñòâåííûì îáðàçîì äåëèòñÿ íà ÷åòûðå òðåóãîëüíèêà è ÿ÷åéêà � íà 24òåòðàýäðà. Çíà÷åíèÿ êóñî÷íî-ëèíåéíîé �óíêöèè â ýòèõ öåíòðàõ ïîëó÷àþòñÿ íåêîòîðîéèíòåðïîëÿöèåé óçëîâûõ çíà÷åíèé, îáû÷íî êàê èõ ñðåäíåå àðè�ìåòè÷åñêîå.6. Ñõîäèìîñòü ê òî÷íûì ðåøåíèÿìÏðè äîêàçàòåëüñòâå ñõîäèìîñòè ðåøåíèÿ äèñêðåòíîé çàäà÷è ê òî÷íîìó îãðàíè÷èìñÿîáëàñòÿìè Ω, ÿâëÿþùèìèñÿ ìíîãîãðàííèêàìè. Ïîëàãàåì, ÷òî ðàçáèåíèå íà òåòðàýäðûâûïîëíåíî ñ ñîáëþäåíèåì ñòàíäàðòíûõ óñëîâèé äëÿ êóñî÷íî-ëèíåéíûõ âîñïîëíåíèé íàíåðåãóëÿðíîé ñåòêå, è îáîçíà÷èì ÷åðåç h ìàêñèìàëüíóþ äëèíó îòðåçêà â ïîëó÷èâøåéñÿñåòêå.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ðåøåíèå çàäà÷è (5)�(7) � �óíêöèÿ a, ïðèíàäëåæà-ùàÿ ïðîñòðàíñòâó W
(2)
2 (Ω). Ïîñòðîèì åå êóñî÷íî-ëèíåéíîå âîñïîëíåíèå ah, ïîëîæèâ

ah = a â óçëàõ ñåòêè. Äëÿ ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè ñïðàâåäëèâà îöåíêà
‖ ah − a ‖

W
(1)
2 (Ω)

≤ ch ‖ a ‖
W

(2)
2 (Ω)

, (15)ãäå êîíñòàíòà c íå çàâèñèò îò øàãà ñåòêè h [8℄.Ôóíêöèîíàë ýíåðãèè (11) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå
W (V ) = [V − a, V − a]− [a, a], (16)



40 Â.Â. Äåíèñåíêî, Å.Â. Ïîìîçîâãäå a � ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è [7℄. Âîçüìåì â êà÷åñòâå V êóñî÷íî-ëèíåéíîå âîñïîë-íåíèå ah �óíêöèè a. Ïðè ìèíèìèçàöèè �óíêöèîíàëà ýíåðãèè ïî âñåì âîçìîæíûì Vhïîëó÷èì äèñêðåòíîå ðåøåíèå V 0
h . Çíà÷åíèå �óíêöèîíàëà ýíåðãèè W (V 0

h ) ïðè ìèíèìè-çàöèè íå âîçðàñòàåò, ïîýòîìó
[V 0

h − a, V 0
h − a] ≤ [ah − a, ah − a]. (17)Â ñèëó ýêâèâàëåíòíîñòè ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìû íîðìåW (1)

2 (Ω) ïðàâàÿ ÷àñòü (17) îöå-íèâàåòñÿ ñâåðõó ëåâîé ÷àñòüþ (15) ñ íåêîòîðûì êîíå÷íûì ìíîæèòåëåì c1, çàâèñÿùèìîò �îðìû îáëàñòè è êîíñòàíò, îãðàíè÷èâàþùèõ ïðîâîäèìîñòü â (10), íî íå çàâèñÿùèìîò êîíêðåòíîé �óíêöèè, íîðìû êîòîðîé âû÷èñëÿþòñÿ. Ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî
([V 0

h − a, V 0
h − a])1/2 ≤ c1ch ‖ a ‖

W
(2)
2 (Ω)

, (18)îçíà÷àþùåå ïðîïîðöèîíàëüíóþ h ñõîäèìîñòü äèñêðåòíûõ ðåøåíèé ê òî÷íîìó. Â ñèëóýêâèâàëåíòíîñòè ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìû íîðìå W
(1)
2 (Ω) èç ýòîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåòòàêàÿ æå îöåíêà ñõîäèìîñòè â ïðîñòðàíñòâå W

(1)
2 (Ω).Äëÿ ïîëó÷åíèÿ �àêòè÷åñêîé ñõîäèìîñòè ðåøèì ñåðèþ çàäà÷, èìåþùèõ òî÷íîå ðå-øåíèå.7. Òî÷íûå ðåøåíèÿ äëÿ ñ�åðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîé àòìîñ�åðûÊîãäà îáëàñòü � øàðîâîé ñëîé è ïðîâîäèìîñòü σ çàâèñèò òîëüêî îò ðàäèóñà, óðàâíåíèå(5) ïðèíèìàåò âèä

−
1

r2
∂

∂r

(

r2σ(r)
∂V

∂r

)

−
σ(r)

r2 sin θ

∂

∂θ

(

sin θ
∂V

∂θ

)

−
σ(r)

r2 sin2 θ

∂2V

∂ϕ2
= 0, (19)è åãî ðåøåíèå íåñëîæíî ïîëó÷èòü ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ. Ïðåäñòàâèì V(r,θ,ϕ)â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ F (r) íà Y (θ, ϕ) è ðàçäåëèì óðàâíåíèå íà F (r)Y (θ, ϕ)σ(r)/r2. Â ðå-çóëüòàòå ïîëó÷èì

−
1

F (r)σ(r)

∂

∂r

(

r2σ(r)
∂F (r)

∂r

)

−

−
1

Y (θ, ϕ)

(

1

sin θ

∂

∂θ

(

sin θ
∂Y (θ, ϕ)

∂θ

)

+
1

sin2 θ

∂2Y (θ, ϕ)

∂ϕ2

)

= 0. (20)Ïîñêîëüêó ïåðâîå ñëàãàåìîå çàâèñèò òîëüêî îò r, à âòîðîå � òîëüêî îò θ, ϕ, ýòî ðà-âåíñòâî ìîæåò áûòü âûïîëíåíî ëèøü â ñëó÷àå, êîãäà îáà ñëàãàåìûõ � êîíñòàíòû. Äëÿ
Y (θ, ϕ) ïîëó÷àåòñÿ òàêîå æå óðàâíåíèå, êàê è â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà, è åãî ÷àñò-íûìè ðåøåíèÿìè ÿâëÿþòñÿ ñ�åðè÷åñêèå �óíêöèè, ðàâíûå ïðèñîåäèíåííûì ïîëèíîìàìËåæàíäðà Pm

n (cos θ), óìíîæåííûì íà cos (mϕ) èëè íà sin (mϕ), −n ≤ m ≤ n. Äëÿ ñ�å-ðè÷åñêèõ �óíêöèé âòîðîå ñëàãàåìîå (20) ðàâíî n(n + 1) [9℄. Òîãäà äëÿ F (r) èç (20)ïîëó÷èì îáûêíîâåííîå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
d

dr

(

r2σ(r)
dFn(r)

dr

)

= n(n+ 1)Fn(r)σ(r), (21)êîòîðîå íå çàâèñèò îò èíäåêñà m è ïîýòîìó íóìåðóåòñÿ òîëüêî èíäåêñîì n.
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Fn(RE) = 0, (22)à óñëîâèå (9) îçíà÷àåò çàäàíèå
Fn(Rup) = F 0

n . (23)×èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (21)�(23) íåñëîæíî. �åøàåì çàäà÷ó Êîøè, ñòàðòóÿ îò
Fn(RE) = 0 ñ ïðîèçâîëüíûì çíà÷åíèåì ïðîèçâîäíîé. Ïîëó÷àåì íåêîòîðóþ �óíêöèþ
F̃n(r) è, â ÷àñòíîñòè, çíà÷åíèå F̃n(Rup). Íå íàðóøàÿ (21), (22), óäîâëåòâîðÿåì (23) ñ ïî-ìîùüþ íîðìèðîâêè

Fn(r) = F̃n(r)F
0
n/F̃n(Rup). (24)Ïðè n = 0 ïîëó÷èì ñ�åðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íîå ðåøåíèå, äëÿ êîòîðîãî �óíêöèþ R(r)ïðîùå ïîëó÷èòü êàê èíòåãðàë

F0(r) = c

∫

dr′

(r′)2σ(r′)
, (25)ãäå c � êîíñòàíòà, êîòîðóþ èñïîëüçóåì, ÷òîáû óäîâëåòâîðèòü (23).Íà ðèñ. 3 ïîêàçàíû âûñîòíûå çàâèñèìîñòè Fn(r) ïðè n = 0, 50, 100, 200. Èíòåðâàëìåæäó áëèæàéøèìè íóëÿìè ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà óáûâàåò ïðèìåðíî êàê 1/n, à èìîïðåäåëÿåòñÿ ãîðèçîíòàëüíûé ìàñøòàá ðåøåíèÿ. Ñëó÷àé n > 100 íå ðàññìàòðèâàåòñÿ,ïîñêîëüêó ãîðèçîíòàëüíûé ìàñøòàá ñòàíîâèòñÿ ìåíåå 100 êì, ÷òî íå èìååò ñìûñëà â ñè-ëó ñäåëàííûõ â ðàçäåëå 3 óïðîùåíèé �èçè÷åñêîé ìîäåëè. Òåì íå ìåíåå ìåëêîìàñøòàá-íûå ðåøåíèÿ äëÿ n = 500, 1000, 2000 íà ðèñóíêå ïîêàçàíû, ÷òîáû ïðîäåìîíñòðèðîâàòüèõ áûñòðîå óáûâàíèå ñ óìåíüøåíèåì âûñîòû.Ïîñòðîåííûå �óíêöèè Fn(r) ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü ðåøåíèå çàäà÷è (19), (22), (23)â âèäå ðÿäà

V (r, θ, ϕ) = a0F0(r)+

+
∞
∑

n=1

Fn(r)

(

anPn(cos θ) +
n
∑

m=1

Pm
n (cos θ)(anm cos (mϕ) + bnm sin (mϕ))

)

, (26)

�èñ. 3. Âûñîòíûå çàâèñèìîñòè ÷àñòíûõ ðåøåíèé Fn(r) ïðè n = 0, 50, 100, 200, ñîîòâåòñòâó-þùèõ ïîëèíîìàì Ëåæàíäðà, è ïðè n = 500, 1000, 2000, ñîîòâåòñòâóþùèõ ìåëêîìàñøòàáíûìðåøåíèÿì



42 Â.Â. Äåíèñåíêî, Å.Â. Ïîìîçîâãäå êîý��èöèåíòû anm, bnm ïîëó÷àþòñÿ ïðè ðàçëîæåíèè çàäàííîé �óíêöèè V0(θ, ϕ) ïîñ�åðè÷åñêèì ãàðìîíèêàì. Â ñèëó îðòîãîíàëüíîñòè òàêîãî áàçèñà [9℄
anm =

(2n+ 1)(n−m)!

2π(n+m)!

∫

V0(θ, ϕ)P
m
n (cos θ) cos (mϕ) d cos θ dϕ. (27)Èíòåãðèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî âñåé ñ�åðå 0 < θ < π, 0 < ϕ < 2π, à â âûðàæåíèèäëÿ bnm òîëüêî cos (mϕ) çàìåíÿåòñÿ íà sin (mϕ). Âûðàæåíèå äëÿ an ïîëó÷àåì, ïîëàãàÿ

m = 0 è P 0
n = Pn.Äëÿ òåñòèðîâàíèÿ àëãîðèòìà è ïðîãðàììû îãðàíè÷èìñÿ òîëüêî ÷àñòíûìè ðåøåíè-ÿìè, íå çàâèñÿùèìè îò ϕ, ò. å. ïîëèíîìàìè Ëåæàíäðà Fn(r)Pn(cos θ), ïîñêîëüêó èíûåðåøåíèÿ (m 6= 0) ïîëó÷àþòñÿ èç íèõ ïîâîðîòàìè.8. Ôàêòè÷åñêàÿ ñõîäèìîñòü ê òî÷íûì ðåøåíèÿìÄëÿ òåñòèðîâàíèÿ ïðîãðàìì è àíàëèçà òî÷íîñòè ïîëó÷àåìûõ ðåøåíèé áûëè ïðîâåäåíûòåñòîâûå ðàñ÷åòû äëÿ ïîñòðîåííûõ â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ðåøåíèé âèäà

V (r, θ) = Fn(r)Pn(cos θ). (28)Ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëà èçìåíÿþòñÿ ñ âûñîòîé îò íóëÿ äî îäíîãî âîëüòà.Èñïîëüçîâàíû õàðàêòåðíûå çíà÷åíèÿ n = 1, 10, 100.×òîáû îòëè÷èÿ îò òî÷íûõ ðåøåíèé áûëè âèäíû, ïðèìåíåíà íàðî÷èòî ãðóáàÿ ñåò-êà, ñîäåðæàùàÿ âñåãî âîñåìü øàãîâ ïî âûñîòå. Ýòî ðàçáèåíèå ïî âûñîòå ïîëó÷àåòñÿ,åñëè îáúåäèíèòü ïàðû ñëîåâ, ïîêàçàííûõ íà ðèñ. 1. Øàãè ïî ãîðèçîíòàëè ïîäîáðàíûäîñòàòî÷íî ìåëêèìè, ÷òîáû äàæå äëÿ ñàìîãî ìåëêîìàñøòàáíîãî ðåøåíèÿ, n = 100,íå âíîñèëàñü ñóùåñòâåííàÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü. Îêàçàëîñü, ÷òî äëÿ òàêîãîðàçáèåíèÿ öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü øàã ïî ãîðèçîíòàëè îêîëî 15 êì.Ïîãðåøíîñòü ïîòåíöèàëà ïðè n = 100 ìàêñèìàëüíà íà âûñîòå îêîëî 20 êì. Íàðèñ. 4 ïîêàçàíî ðàñïðåäåëåíèå ýòîé ïîãðåøíîñòè ïî ãîðèçîíòàëè. Ïðåäñòàâëåííûé êâàä-ðàò 600× 600 êì ÿâëÿåòñÿ ñòåðåîãðà�è÷åñêîé ïðîåêöèåé ãîðèçîíòàëüíîãî ñå÷åíèÿ âñåé

�èñ. 4. �àñïðåäåëåíèå ïîãðåøíîñòè ïîòåíöèàëà Vh − V íà ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè íàâûñîòå 20êì; èíòåðâàë ìåæäó ëèíèÿìè óðîâíÿ 0.005; øòðèõ � îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ; ñåòêà
40× 40× 8; n = 100; âûäåëåí êâàäðàò 400 × 400êì



�àñ÷åò ãëîáàëüíûõ ýëåêòðè÷åñêèõ ïîëåé â çåìíîé àòìîñ�åðå 43ðàñ÷åòíîé îáëàñòè. Ïðè ýòîì íà âåðòèêàëüíûõ ãðàíèöàõ çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëà çàäàâà-ëèñü èíòåðïîëÿöèåé ïî âåðòèêàëüíûì ïðÿìûì çíà÷åíèé ñ âåðõíåé ãðàíèöû. Â êà÷åñòâåèíòåðïîëÿöèîííîé �óíêöèè èñïîëüçîâàëîñü ðåøåíèå îäíîìåðíîé çàäà÷è, ñîîòâåòñòâó-þùåå (28) ïðè n = 0. Åñëè çàäàòü íà ýòèõ ãðàíèöàõ òî÷íîå ðåøåíèå, ïðèãðàíè÷íûåîáëàñòè ñ áîëüøîé ïîãðåøíîñòüþ èñ÷åçíóò. Ïðè îòõîäå îò ãðàíèöû ïðèãðàíè÷íàÿ ïî-ãðåøíîñòü óìåíüøàåòñÿ ïî÷òè ýêñïîíåíöèàëüíî, ïðèìåðíî â 300 ðàç íà 100 êì. Òàêîéêâàäðàò âûäåëåí íà ðèñ. 4. Ìàëîñòü øèðèíû ýòèõ îáëàñòåé õàðàêòåðèçóåò âîçìîæíîñòüïðîâîäèòü ðàñ÷åòû â íåáîëüøèõ îáëàñòÿõ âìåñòî ðàñ÷åòîâ ñðàçó äëÿ âñåé àòìîñ�åðû.Â ÷àñòíîñòè, âìåñòî ïîêàçàííîé íà ðèñ. 2 ñîâîêóïíîñòè êðèâîëèíåéíûõ ÷åòûðåõóãîëü-íèêîâ ìîæíî âåñòè ðàñ÷åòû â êàæäîì èç íèõ îòäåëüíî, ïðåäâàðèòåëüíî ðàñøèðèâ åãîâñåãî íà 200 êì â äâóõ ãîðèçîíòàëüíûõ íàïðàâëåíèÿõ.Äëÿ ðèñ. 4 èñïîëüçîâàëàñü ãðóáàÿ ñåòêà, èìåþùàÿ âîñåìü ñëîåâ ïî âûñîòå è 40 × 40øàãîâ ïî ãîðèçîíòàëè. Îòëè÷èå çíà÷åíèé ïîãðåøíîñòè íà ñîñåäíèõ ëèíèÿõ óðîâíÿ ñî-ñòàâëÿåò 0.005, ò. å. îêîëî ïîëîâèíû ïðîöåíòà îò ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëà.Ìàêñèìàëüíàÿ ïîãðåøíîñòü íàáëþäàåòñÿ â öåíòðå îáëàñòè, ãäå îíà äîñòèãàåò 3%.Ïðè ìåëü÷åíèè ñåòêè âäâîå ïðèãðàíè÷íàÿ ïîãðåøíîñòü íå ìåíÿåòñÿ, à ïîãðåøíîñòü âîñíîâíîé ÷àñòè îáëàñòè óáûâàåò â 3.7 ðàçà è ïðè åùå îäíîì óäâîåíèè ñåòêè � â 3.8 ðàçà,÷òî áëèçêî ê ïðåäåëüíîìó çíà÷åíèþ 4, ñîîòâåòñòâóþùåìó êâàäðàòè÷íîé ñõîäèìîñòè.Äëÿ ðåøåíèé ñ áîëüøèìè ãîðèçîíòàëüíûìè ìàñøòàáàìè óáûâàþò îáå ñîñòàâëÿþùèåïîãðåøíîñòè, ïðèãðàíè÷íàÿ � ïîñêîëüêó âåðòèêàëüíàÿ çàâèñèìîñòü áëèæå ê îäíîìåð-íîìó ðåøåíèþ, â îñíîâíîé ÷àñòè îáëàñòè � ïîñêîëüêó ïîëó÷àåòñÿ áîëüøå òî÷åê íàõàðàêòåðíîì ìàñøòàáå. Òàê, ïðè ïåðåõîäå îò n = 100 ê n = 50 ïåðâàÿ ïî ñðàâíåíèþ ñòèïîâîé íà ðèñ. 4 óìåíüøàåòñÿ â 3.5 ðàçà, âòîðàÿ � âòðîå.Íà ðèñ. 5 ïðèâåäåíû âûñîòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ Er(h) ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé äëÿ(28) ñ ïàðàìåòðîì n = 100, ïîëó÷åííûå íà ðàçíûõ ñåòêàõ. Ñàìî òî÷íîå ðåøåíèå íå ïîêà-çàíî, òàê êàê â ìàñøòàáå ðèñóíêà îíî ñëèâàåòñÿ ñ ëîìàíîé, ñîîòâåòñòâóþùåé ðåøåíèþ,ïîëó÷åííîìó íà ñåòêå ñ 32 ñëîÿìè ïî âûñîòå. Âèäíà ñõîäèìîñòü ê òî÷íîìó ðåøåíèþïðè ìåëü÷åíèè ñåòêè. Øòðèõ íà ðèñóíêå � îäíîìåðíîå ðåøåíèå, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ

�èñ. 5. Âûñîòíûå çàâèñèìîñòè −Er íà âåðòèêàëè θ = 0 äëÿ n = 100 ïðè ìàêñèìàëüíîé ðàçíîñòèïîòåíöèàëîâ ìåæäó çåìëåé è èîíîñ�åðîé, ðàâíîé 1Â; òðè ëîìàíûõ äëÿ ñåòîê 40 × 40 × 8,
80× 80× 16, 160× 160× 32 ïîìå÷åíû êîëè÷åñòâîì øàãîâ ïî âåðòèêàëè; øòðèõ � îäíîìåðíîåðåøåíèå



44 Â.Â. Äåíèñåíêî, Å.Â. Ïîìîçîâèç (28) ïðè n = 0. Â íèæíåé ÷àñòè àòìîñ�åðû îíî ÿâëÿåòñÿ õîðîøèì ïðèáëèæåíè-åì äëÿ äîñòàòî÷íî ìåëêîìàñøòàáíîãî ðåøåíèÿ n = 100. Ïðè óìåíüøåíèè n, ò. å. ïðèâîçðàñòàíèè õàðàêòåðíîãî ãîðèçîíòàëüíîãî ìàñøòàáà ðåøåíèÿ, ñîîòâåòñòâèå åùå áîëååóëó÷øàåòñÿ. Âåðõíÿÿ ãðàíèöà îáëàñòè àäåêâàòíîñòè îäíîìåðíîé àïïðîêñèìàöèè ïîä-íèìàåòñÿ îò 20 êì ïðè n = 100 äî 50 êì ïðè n = 10 è äî âåðõíåé ãðàíèöû àòìîñ�åðûïðè n = 0.Íà ðèñ. 6 ïðåäñòàâëåíà ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ìíîãîñåòî÷íûõ èòåðàöèé äëÿ çàäà÷è
n = 100 ïðè èñïîëüçîâàíèè ñåòîê 40× 40× 8, 80× 80× 16, 160× 160× 32. Óçëû ñàìîéìåëêîé ñåòêè ïî âûñîòå ðàñïðåäåëåíû ïî òîìó æå ïðàâèëó, ÷òî è íà ðèñ. 1 äëÿ ñåòêè
80 × 80 × 16. Ïî ãîðèçîíòàëè îíè âñå ïðèìåðíî ðàâíîìåðíû è ïîêðûâàþò îäíó è òóæå îáëàñòü. Â êà÷åñòâå íîðìû íåâÿçêè íà ëåâîì �ðàãìåíòå ðèñóíêà èñïîëüçóåòñÿ ñóì-ìà ìîäóëåé íåâÿçîê àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé âî âñåõ óçëàõ ñåòêè, õàðàêòåðèçóþùàÿäèñáàëàíñ òîêîâ è âûðàæàþùàÿñÿ â àìïåðàõ. Îòìåòèì, ÷òî ïîëíûé òîê, ïðîõîäÿùèé÷åðåç ðàñ÷åòíóþ îáëàñòü, ñîñòàâëÿåò âåëè÷èíó ïîðÿäêà 0.01À.Íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå ñòðîèëîñü èíòåðïîëÿöèåé ñ ïîìîùüþ îäíîìåðíûõ ðåøåíèé.Ëèíåéíàÿ ïî âûñîòå íà÷àëüíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ óâåëè÷èâàåò íà÷àëüíóþ íîðìó íåâÿçêè íàïîðÿäîê. Åñëè íà÷èíàòü èòåðàöèè ñ íóëåâîãî ïîòåíöèàëà âíóòðè îáëàñòè, òî íà÷àëüíàÿíîðìà íåâÿçêè áóäåò ïðèìåðíî â ñòî ðàç áîëüøå. Èíà÷å ãîâîðÿ, óäà÷íûé âûáîð íà÷àëü-íîãî ïðèáëèæåíèÿ ïîçâîëÿåò ñýêîíîìèòü ïàðó èòåðàöèé. Äëÿ ñàìîé ìåëêîé ñåòêè íàðèñ. 6, à òîíêîé ëîìàíîé äîïîëíèòåëüíî ïîêàçàíà ñõîäèìîñòü ïðè íóëåâîì íà÷àëüíîìïðèáëèæåíèè.Êàê âèäèì, äëÿ ñàìîé ãðóáîé ñåòêè ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè íåñêîëüêî âûøå, à äëÿ áî-ëåå ìåëêèõ, êàê è ïðåäñêàçûâàåòñÿ òåîðèåé ìíîãîñåòî÷íûõ ìåòîäîâ, � ñòàíîâèòñÿ íåçà-âèñèìîé îò ÷èñëà óçëîâ ñåòêè. Äëÿ ìíîãîñåòî÷íûõ èòåðàöèé âñïîìîãàòåëüíûå êðóïíûåà á

�èñ. 6. Ñõîäèìîñòü ìíîãîñåòî÷íûõ èòåðàöèé äëÿ çàäà÷è n = 100; ïî ãîðèçîíòàëè � íîìåðèòåðàöèè; òðè ëîìàíûõ äëÿ ñåòîê 40 × 40 × 8, 80 × 80 × 16, 160 × 160 × 32 ïîìå÷åíû êîëè÷å-ñòâîì øàãîâ ïî âåðòèêàëè: à � íîðìà íåâÿçêè; äëÿ ïîñëåäíåé ñåòêè òîíêîé ëîìàíîé ïîêàçàíàñõîäèìîñòü ïðè íóëåâîì íà÷àëüíîì ïðèáëèæåíèè, à øòðèõîì â ñæàòîì â 13 ðàç ìàñøòàáå ïîãîðèçîíòàëè � ñõîäèìîñòü èòåðàöèé Çåéäåëÿ ïðè íóëåâîì (êðèâàÿ 0) è îäíîìåðíîì (êðèâàÿ1) íà÷àëüíîì ïðèáëèæåíèè; á � íîðìà ïîãðåøíîñòè ïîòåíöèàëà Vh − V : òîíêèìè ëîìàíûìèïîêàçàíî îòëè÷èå Vh ïîñëå äàííîé èòåðàöèè îò òîãî Vh, êîòîðîå óñòàíîâèòñÿ ïîñëå 20 èòåðàöèé



�àñ÷åò ãëîáàëüíûõ ýëåêòðè÷åñêèõ ïîëåé â çåìíîé àòìîñ�åðå 45ñåòêè ñòðîèëèñü ïóòåì âûáðàñûâàíèÿ êàæäîãî âòîðîãî óçåëà ñåòêè ïî êàæäîìó íàïðàâ-ëåíèþ äî òåõ ïîð, ïîêà íå èñ÷åçíóò âñå âíóòðåííèå óçëû. Ñîîòâåòñòâåííî äëÿ îñíîâíûõñåòîê 40 × 40 × 8, 80 × 80 × 16, 160 × 160 × 32 èñïîëüçîâàëèñü òðè, ÷åòûðå è ïÿòüâñïîìîãàòåëüíûõ ñåòîê. Íà êàæäîé ñåòêå âûïîëíÿåòñÿ 10 èòåðàöèé ìåòîäà âåðõíåé ðå-ëàêñàöèè ñ ïàðàìåòðîì τ , îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå êîòîðîãî ìåíÿåòñÿ îò τ = 1.25 äëÿñàìîé êðóïíîé èç ïåðå÷èñëåííûõ ñåòîê äî τ = 1.45 è 1.5 äëÿ áîëåå ìåëêèõ. Óìåíü-øåíèå âäâîå êîëè÷åñòâà ýòèõ èòåðàöèé íà êàæäîé ñåòêå âåäåò ïðèìåðíî ê óäâîåíèþêîëè÷åñòâà íåîáõîäèìûõ ìíîãîñåòî÷íûõ èòåðàöèé, ÷òî ïðàêòè÷åñêè ñîõðàíÿåò âðåìÿðàñ÷åòîâ.Íà ðèñ. 6, àøòðèõîì ïðèâåäåíà ñõîäèìîñòü èòåðàöèé Çåéäåëÿ äëÿ ñåòêè 160×160×32ïðè íóëåâîì è îäíîìåðíîì íà÷àëüíîì ïðèáëèæåíèè. Êàæäàÿ ðàññìàòðèâàåìàÿ ìíî-ãîñåòî÷íàÿ èòåðàöèÿ ïî çàòðàòàì ýêâèâàëåíòíà 13 èòåðàöèÿì Çåéäåëÿ. Äëÿ óäîáñòâàñðàâíåíèÿ ý��åêòèâíîñòè èòåðàöèé øòðèõîâûå ëîìàíûå, õàðàêòåðèçóþùèå èòåðàöèèÇåéäåëÿ, ñæàòû ïî ãîðèçîíòàëè â 13 ðàç. Âèäíî, ÷òî ìíîãîñåòî÷íûå èòåðàöèè íà ýòîéñåòêå ïðèìåðíî â 6 ðàç ý��åêòèâíåå èòåðàöèé Çåéäåëÿ. Ñ ðîñòîì ÷èñëà óçëîâ âûèãðûøóâåëè÷èâàåòñÿ.Êàê ñëåäóåò èç ðèñ. 6, à, çà ïÿòü èòåðàöèé íîðìà íåâÿçêè óáûâàåò äî ìèíèìàëüíîâîçìîæíîãî çíà÷åíèÿ, êîòîðîå îáóñëîâëåíî êîíå÷íîé òî÷íîñòüþ ìàøèííûõ ÷èñåë.Â ðàñ÷åòàõ èñïîëüçîâàëàñü àðè�ìåòèêà äâîéíîé òî÷íîñòè, ò. å. âîñüìèáàéòîâûå ÷èñ-ëà, èìåþùèå îêîëî 16 äåñÿòè÷íûõ ðàçðÿäîâ.�àçíîñòü ìåæäó ïðèáëèæåííûì Vh è òî÷íûì V ðåøåíèÿìè ìîæíî õàðàêòåðèçîâàòüåå íîðìîé â ïðîñòðàíñòâå L1(Ω). �àçäåëèâ ýòó íîðìó íà îáúåì îáëàñòè |Ω|, ïîëó÷èìáîëåå íàãëÿäíîå ñðåäíåå çíà÷åíèå ìîäóëÿ �óíêöèè Vh − V :
‖ Vh − V ‖=

1

|Ω|

∫

|Vh − V | dΩ. (29)Ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå ýòîãî èíòåãðàëà âû÷èñëÿåòñÿ, ïîëàãàÿ �óíêöèè â êàæäîé ÿ÷åé-êå ñåòêè ïîñòîÿííûìè è ðàâíûìè óçëîâîìó çíà÷åíèþ. Òîãäà èíòåãðàë ïðåâðàùàåòñÿ âñóììó ðàçíîñòåé óçëîâûõ çíà÷åíèé ñ âåñàìè, ðàâíûìè îáúåìàì ÿ÷ååê. ×òîáû èñêëþ-÷èòü ïðèãðàíè÷íóþ ïîãðåøíîñòü, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü Vh − V òîëüêî â íåêîòîðîéïîäîáëàñòè, ïðîâåäÿ ðàñ÷åòû â áîëåå øèðîêîé îáëàñòè. Íàïðèìåð, ïðè ðàññìàòðèâà-åìûõ çäåñü ðàñ÷åòàõ äëÿ n = 100 â îáëàñòè 600 × 600 êì â ïîäîáëàñòè 400 × 400 êìïîëó÷àåì çíà÷åíèÿ íîðìû (29) 0.00759, 0.00200 è 0.00052. Óìåíüøåíèå ïîãðåøíîñòèïðèìåðíî â÷åòâåðî ïðè ìåëü÷åíèè ñåòêè âäâîå äåìîíñòðèðóåò ñõîäèìîñòü ïðèáëèæåí-íûõ ðåøåíèé ê òî÷íîìó, áëèçêóþ ê êâàäðàòè÷íîé. Îòìåòèì, ÷òî ñàìà �óíêöèÿ V èìååòçíà÷åíèå ïîðÿäêà åäèíèöû.Íà ðèñ. 6, á æèðíûìè ëîìàíûìè ïîêàçàíî óáûâàíèå íîðìû ïîãðåøíîñòè ïîòåíöèàëà
Vh − V â ïðîöåññå èòåðàöèé, òîíêèìè ëîìàíûìè � îòëè÷èå Vh ïîñëå äàííîé èòåðàöèèîò òîãî Vh, êîòîðîå óñòàíîâèòñÿ ïîñëå 20 èòåðàöèé. Âèäíî, ÷òî ñõîäèìîñòü ïðîöåññàðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (14) â ýòîé íîðìå ïðîäîëæàåòñÿåùå íåñêîëüêî èòåðàöèé ïîñëå òîãî, êàê íîðìà íåâÿçêè óæå äîñòèãëà ìèíèìàëüíîãîçíà÷åíèÿ. Ïîñëå ðÿäà ïåðâûõ èòåðàöèé ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ Vh−V óæåíå óìåíüøàåòñÿ, ïîñêîëüêó îíà îáóñëîâëåíà ïîãðåøíîñòüþ àïïðîêñèìàöèè.�èñóíîê 6, á äåìîíñòðèðóåò, ÷òî äëÿ ñàìîé ãðóáîé ñåòêè èòåðàöèè ïðàêòè÷åñêè íåóìåíüøàþò íîðìó Vh − V , êîòîðàÿ îñòàåòñÿ òîé æå, ÷òî áûëà ñðàçó ïîñëå ïîñòðîå-íèÿ íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ðàçíîñòü ìåæäó òî÷íûì èïðèáëèæåííûì ðåøåíèÿìè V − Vh < 0.05 è ðàçíîñòü ìåæäó îäíîìåðíûì è òî÷íûì



46 Â.Â. Äåíèñåíêî, Å.Â. Ïîìîçîâðåøåíèÿìè V − V1−D < 0.08 ðàçëè÷àþòñÿ âñåãî â ïîëòîðà ðàçà, ÷òî ìàëî çàìåòíî âìàñøòàáå ðèñ. 6, á. Îäíàêî ìàëîå èçìåíåíèå íîðìû ïîãðåøíîñòè ïîòåíöèàëà â ïðîöåññåèòåðàöèé íå îçíà÷àåò, ÷òî èòåðàöèè íå íóæíû. Äîñòàòî÷íî îáðàòèòü âíèìàíèå íà âåð-òèêàëüíóþ êîìïîíåíòó ïëîòíîñòè òîêà jr. Íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå, êîòîðîå ñòðîèòñÿêàê îäíîìåðíîå ðåøåíèå, ñîîòâåòñòâóåò íóëåâîìó ïîëèíîìó Ëåæàíäðà è èìååò ïðàêòè-÷åñêè ïîñòîÿííóþ ïî âûñîòå ïëîòíîñòü âåðòèêàëüíîãî òîêà jr = 10−17À/ì2. Â âåðõíåéàòìîñ�åðå îòëè÷èå òàêîé jr îò ðàññìàòðèâàåìîãî òî÷íîãî ðåøåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãîñîòîìó ïîëèíîìó Ëåæàíäðà, äîñòèãàåò ÷åòûðåõ ïîðÿäêîâ è ïî÷òè óñòðàíÿåòñÿ èòåðà-öèÿìè.Äëÿ äîñòèæåíèÿ ïðàêòè÷åñêè òîé æå òî÷íîñòè âñåõ ïðåäñòàâëåííûõ ïàðàìåòðîâ,÷òî è ïîñëå áîëüøîãî êîëè÷åñòâà èòåðàöèé, äîñòàòî÷íî äâóõ ìíîãîñåòî÷íûõ èòåðàöèé.Íà îáû÷íîì ïåðñîíàëüíîì êîìïüþòåðå ñ ÷àñòîòîé 2��ö îíè çàíèìàþò âðåìÿ îêîëî 15 ñäëÿ ñåòêè 160 × 160 × 32, èìåþùåé îêîëî ìèëëèîíà óçëîâ. Âñå ìàññèâû åùå âõîäÿò âîïåðàòèâíóþ ïàìÿòü, êîòîðàÿ èñïîëüçóåìûì Ôîðòðàíîì îãðàíè÷åíà 270ÌÁ. �îðàçäîáîëüøå âðåìåíè, îêîëî 100 ñ, çàíèìàåò âû÷èñëåíèå êîý��èöèåíòîâ ìàòðèöû (14).9. �àñ÷åò àòìîñ�åðíûõ ýëåêòðè÷åñêèõ ïîëåéäëÿ ñïîêîéíûõ ãåîìàãíèòíûõ óñëîâèé�àñïðåäåëåíèÿ ïîòåíöèàëà â èîíîñ�åðå äëÿ ðàçëè÷íûõ ãåîìàãíèòíûõ óñëîâèé ïðèâî-äÿòñÿ, íàïðèìåð, â ðàáîòå [10℄. Â ïðåäñòàâëåííûõ ðàñ÷åòàõ èñïîëüçóåòñÿ ìîäåëüíîåðàñïðåäåëåíèå äëÿ ñïîêîéíûõ ãåîìàãíèòíûõ óñëîâèé, ïîëó÷åííîå â ìîäåëè [11℄. Ëèíèèóðîâíÿ ýòîé �óíêöèè ñ èíòåðâàëîì 5 êÂ ïîêàçàíû òîíêèìè ëèíèÿìè íà ðèñ. 7.�àñ÷åòû âûïîëíåíû äëÿ Ñåâåðíîãî ïîëóøàðèÿ íà ñåòêå, ïîêàçàííîé íà ðèñ. 2, íîñîäåðæàùåé 513×513×17 óçëîâ â öåíòðàëüíîì êðèâîëèíåéíîì øåñòèãðàííèêå è âäâîåìåíüøå � â îñòàëüíûõ ÷åòûðåõ. Òàê êàê îñíîâíûå ïîëÿ ñîñðåäîòî÷åíû â âûñîêèõ èñðåäíèõ øèðîòàõ, òî ïîëó÷àþòñÿ òå æå ðåçóëüòàòû, åñëè äëÿ ïîêðûòèÿ èíòåðåñóþùåé

�èñ. 7. �àñïðåäåëåíèå Er íà âûñîòå 22êì � æèðíûå ëèíèè; ðàçíîñòü çíà÷åíèé Er ìåæäó ñîñåä-íèìè ëèíèÿìè óðîâíÿ ñîñòàâëÿåò 13.5ìÂ/ì; îäíîìåðíîå ðåøåíèå ïîêàçàíî òîíêèìè ëèíèÿìè,êîòîðûå ñîâïàäàþò ñ ýêâèïîòåíöèàëÿìè â èîíîñ�åðå ñ èíòåðâàëîì 5êÂ



�àñ÷åò ãëîáàëüíûõ ýëåêòðè÷åñêèõ ïîëåé â çåìíîé àòìîñ�åðå 47íàñ îáëàñòè îãðàíè÷èòüñÿ îäíèì öåíòðàëüíûì íåìíîãî ðàñøèðåííûì øåñòèãðàííèêîì.Ïîñêîëüêó øàãè ñåòêè ñîîòâåòñòâóþò âûáðàííûì â òåñòîâûõ ðàñ÷åòàõ ïðåäûäóùåãîðàçäåëà, ñõîäèìîñòü èòåðàöèé è ñõîäèìîñòü ïî øàãó ñåòêè íå îòëè÷àþòñÿ îò òåñòîâûõ.Ñåòêà 513×513×17 ñîäåðæèò îêîëî 4.5 ìëí óçëîâ. Ïðè íåçàâèñèìûõ ðàñ÷åòàõ â êàæäîéèç ÷åòâåðòåé ýòîé îáëàñòè, ðàñøèðåííûõ íà 100 êì ïî ãîðèçîíòàëè, ïðîãðàììà óìåùà-åòñÿ â îïåðàòèâíîé ïàìÿòè 270ÌÁ, èñïîëüçóåìîé èìåþùèìñÿ ó àâòîðîâ òðàíñëÿòîðîìÔîðòðàíà. Òîãäà ðåàëüíîå âðåìÿ ðàáîòû êîìïüþòåðà ïðèìåðíî ðàâíî ñóììàðíîìó âðå-ìåíè ðàáîòû ïðîöåññîðà � 3 ìèí. Äëÿ âñåé ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè âðåìÿ ðàáîòûïðîöåññîðà, êàê è ðàçìåðû ìàññèâîâ, óâåëè÷èâàåòñÿ â÷åòâåðî, à ðåàëüíîå âðåìÿ ðàáî-òû êîìïüþòåðà âîçðàñòàåò â çàâèñèìîñòè îò åãî îïåðàòèâíîé ïàìÿòè: ïðè 1000ÌÁ �ïðèìåðíî äî òåõ æå 12 ìèí, à ïðè 500ÌÁ � äî 70 ìèí, ò. å. èç-çà îáðàùåíèé ê âíåø-íåé ïàìÿòè èìååò ìåñòî øåñòèêðàòíîå çàìåäëåíèå. Ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà óçëîâ ñåòêèàíàëîãè÷íîå çàìåäëåíèå ïðîèñõîäèò è íà êîìïüþòåðå ñ áîëüøåé ïàìÿòüþ. Ïîýòîìó öå-ëåñîîáðàçíî âåñòè íåçàâèñèìûå ðàñ÷åòû â ïîäîáëàñòÿõ. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ, êàê è âîïèñàííûõ âûøå òåñòàõ, íå ìåíÿþòñÿ.Íà ðèñ. 7 æèðíûìè ëèíèÿìè ïîêàçàíî ðàñïðåäåëåíèå ïîëó÷åííîé âåðòèêàëüíîé êîì-ïîíåíòû ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ Er íà âûñîòå 22 êì. Èíòåðâàëû ìåæäó ëèíèÿìè óðîâíÿ
Er è ïîòåíöèàëà ïîäîáðàíû òàê, ÷òîáû äëÿ îäíîìåðíîãî ðåøåíèÿ ýòè ëèíèè ñîâïà-äàëè. Â íèæíåé àòìîñ�åðå ýòî ïðèáëèæåíèå õîðîøî ðàáîòàåò, ïîñêîëüêó äî âûñîòûîêîëî 50 êì ðàçðåçû Er îñòàþòñÿ ïîõîæèìè ïðåäñòàâëåííûì íà ðèñ. 7. Îäíîìåðíîå ðå-øåíèå ñîîòâåòñòâóåò ïîñòîÿíñòâó ïëîòíîñòè âåðòèêàëüíîãî òîêà, òî÷íåå, åå èçìåíåíèþñ âûñîòîé êàê 1/r2, êîòîðûì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Ïîýòîìó íà óðîâíå çåìëè Er ïîëó-÷àåòñÿ óìíîæåíèåì íà âåëè÷èíó σ(20 êì)/σ(0). Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå, îêîëî 30Â/ì,ÿâëÿåòñÿ çàìåòíûì èçìåíåíèåì íàáëþäàåìîãî ñðåäíåãî ïîëÿ 130Â/ì.Ïðè áîëåå âûñîêîé ãåîìàãíèòíîé àêòèâíîñòè ðàçíîñòè ïîòåíöèàëà â èîíîñ�åðå ìî-ãóò äîñòèãàòü 100 êÂ [10℄. Ñîîòâåòñòâåííî è âàðèàöèè àòìîñ�åðíîãî ýëåêòðè÷åñêîãîïîëÿ âáëèçè çåìëè áóäóò èìåòü çíà÷åíèÿ îêîëî 60Â/ì, ò. å. äî ïîëîâèíû ñðåäíåé âåëè-÷èíû íàáëþäàåìîãî ïîëÿ.Ñóùåñòâåííûì ñâîéñòâîì èñõîäíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòåíöèàëà íà âåðõíåé ãðàíè-öå àòìîñ�åðû ÿâëÿåòñÿ åãî ãëàäêîñòü. Åñëè èñïîëüçîâàòü èñõîäíîå ðàñïðåäåëåíèå ïî-òåíöèàëà íà äîñòàòî÷íî ãðóáîé ñåòêå è èíòåðïîëèðîâàòü åãî íà ðàñ÷åòíóþ ñåòêó, òîðåçóëüòàòû äëÿ âåðõíåé àòìîñ�åðû â ñóùåñòâåííîé ñòåïåíè îïðåäåëÿþòñÿ âûáðàííîéèíòåðïîëÿöèåé. Ïðè ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèè èìåâøèåñÿ ñêà÷êè ïðîèçâîäíûõ íà ãðà-íèöàõ ÿ÷ååê èñõîäíîé ñåòêè ïðîÿâëÿþòñÿ è ó ïîòåíöèàëà íà ðàñ÷åòíîé ìåëêîé ñåòêå.Êàðòèíà ýêâèïîòåíöèàëåé âûãëÿäèò äîâîëüíî ãëàäêîé (ñì. òîíêèå ëèíèè íà ðèñ. 7), íîâ ðàçëîæåíèè òàêîé �óíêöèè åñòü âûñîêèå ãàðìîíèêè. Êàê âèäíî èç ðèñ. 3, óâåëè÷å-íèå ïîðÿäêà ïîëèíîìà Ëåæàíäðà äàåò áûñòðûé ðîñò Er, ò. å. âåðòèêàëüíîé ïðîèçâîä-íîé ïîòåíöèàëà. �åøåíèå ñóùåñòâåííî ìåíÿåòñÿ. Íàïðèìåð, â ãîðèçîíòàëüíûõ ñå÷åíèÿõâåðòèêàëüíîé êîìïîíåíòû ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ Er â âåðõíåé ïîëîâèíå àòìîñ�åðû îò-÷åòëèâî ïðîÿâëÿþòñÿ âñå ðåáðà èñõîäíîé ãðóáîé ñåòêè, êîòîðàÿ èñïîëüçîâàëèñü äëÿðàñ÷åòîâ èîíîñ�åðíîãî ïîëÿ â [11℄. Àíàëîãè÷íûé ïðèâåäåííîìó íà ðèñ. 7 âèä ñîõðàíÿ-åòñÿ äî òåì á�îëüøèõ âûñîò, ÷åì áîëåå ãëàäêèì áåðåòñÿ èñõîäíîå ðàñïðåäåëåíèå ïîòåí-öèàëà íà âåðõíåé ãðàíèöå àòìîñ�åðû. Åñëè ïðîâåñòè ñòî èòåðàöèé ñãëàæèâàíèÿ èñõîä-íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòåíöèàëà, êàæäûé ðàç çàìåíÿÿ åãî çíà÷åíèå â óçëàõ íà ñðåäíèåàðè�ìåòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ â ÷åòûðåõ ñîñåäíèõ óçëàõ, òî íà âûñîòå 60 êì ïîëó÷èì ïîëå,ïîêàçàííîå íà ðèñ. 8. Ïðè òàêîì ñãëàæèâàíèè óâåëè÷èâàåòñÿ ðàäèóñ êðèâèçíû ýêâè-ïîòåíöèàëåé â ìåñòàõ èõ íàèáîëüøåãî èçãèáà. Ó÷àñòêè ëèíèé ïðè ýòîì ñìåùàþòñÿ íà
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�èñ. 8. �àñïðåäåëåíèå Er íà âûñîòå 60êì (æèðíûå ëèíèè); ðàçíîñòü çíà÷åíèé Er ìåæäó ñîñåä-íèìè ëèíèÿìè óðîâíÿ ñîñòàâëÿåò 69ìêÂ/ì; îäíîìåðíîå ðåøåíèå ïîêàçàíî òîíêèìè ëèíèÿìè,êîòîðûå ñîâïàäàþò ñ ýêâèïîòåíöèàëÿìè â èîíîñ�åðå ñ èíòåðâàëîì 5êÂðàññòîÿíèÿ ïîðÿäêà ðàññòîÿíèé ìåæäó ëèíèÿìè. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ðèñ. 7, 8 îòíîñÿòñÿê ðàçíûì ðåøåíèÿì, îòëè÷àþùèìñÿ ñãëàæèâàíèåì èñõîäíûõ äàííûõ.Åñëè ðàññìàòðèâàòü ëèíèè óðîâíÿ Er íà �èêñèðîâàííîé áîëüøîé âûñîòå, ãäå êàð-òèíà ëèíèé óðîâíÿ ñîâåðøåííî íåóäîâëåòâîðèòåëüíà, òî ñî ñãëàæèâàíèåì èñõîäíîãîïîòåíöèàëà èñ÷åçàþò ìåëêîìàñøòàáíûå ïîãðåøíîñòè è êàðòèíà ñòàíîâèòñÿ ãëàäêîé, íîñèëüíî îòëè÷àåòñÿ îò îäíîìåðíîé. Êàê âèäíî èç ðèñ. 8, ïîëå èìååò èíîå ïðîñòðàíñòâåí-íîå ðàñïðåäåëåíèå è åãî íàïðÿæåííîñòü â îáëàñòÿõ ýêñòðåìóìîâ óäâîåíà ïî ñðàâíåíèþñ îäíîìåðíûì ðåøåíèåì, ïîêàçàííûì òîíêèìè ëèíèÿìè. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ãðóáàÿðàñ÷åòíàÿ ñåòêà òîæå óâåëè÷èâàåò äîëþ âåðõíåé àòìîñ�åðû, â êîòîðîé ñêàçûâàþòñÿïîãðåøíîñòè çàäàíèÿ ïîòåíöèàëà íà âåðõíåé ãðàíèöå.Òàêèì îáðàçîì, ïåðåä ðàñ÷åòàìè ãëîáàëüíîãî ïîëÿ íåîáõîäèìî âûäåëèòü êðóïíîìàñ-øòàáíóþ, èëè, èíà÷å ãîâîðÿ, ãëàäêóþ, ÷àñòü. Îòáðîøåííóþ ìåëêîìàñøòàáíóþ ÷àñòüèñõîäíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòåíöèàëà íà âåðõíåé ãðàíèöå àòìîñ�åðû, åñëè îíà íå ÿâ-ëÿåòñÿ ïðîñòî ïîãðåøíîñòüþ ïðåäñòàâëåíèÿ �óíêöèè, öåëåñîîáðàçíî ðàññìîòðåòü îò-äåëüíî, ïðîâåäÿ ðàñ÷åòû â íåáîëüøèõ ïîäîáëàñòÿõ.10. Ïàðàëëåëüíûå âû÷èñëåíèÿÏðåäñòàâëåííûé â ðàçäåëå 5 ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ñåòêè ïîçâîëÿåò äîïîëíèòåëüíî ðàçðå-çàòü ëþáîé êðèâîëèíåéíûé øåñòèãðàííèê. Â îïèñàííîì â ðàçäåëå 4 àëãîðèòìå îñíîâíîéîáúåì âû÷èñëåíèé òðåáóåòñÿ ïðè ïðîâåäåíèè èòåðàöèé ìåòîäà âåðõíåé ðåëàêñàöèè íàîñíîâíîé è âñïîìîãàòåëüíûõ ñåòêàõ. Èõ ìîæíî ïðîâîäèòü íåçàâèñèìî âíóòðè êàæäîãîøåñòèãðàííèêà ñ îáìåíîì ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøîé èí�îðìàöèåé îêîëî ãðàíèö, â ñèëó÷åãî ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì ìîæåò áûòü ý��åêòèâíî ðàñïàðàëëåëåí. Ýòî ïîçâîëÿåòïðàêòè÷åñêè ëèíåéíî ñîêðàùàòü âðåìÿ ðàñ÷åòîâ â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà ïðîöåññîðîâ,à òàêæå èñïîëüçîâàòü áîëåå ìåëêóþ ñåòêó äëÿ ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè ðåøåíèÿ.



�àñ÷åò ãëîáàëüíûõ ýëåêòðè÷åñêèõ ïîëåé â çåìíîé àòìîñ�åðå 49Ïðîâåðêà ý��åêòèâíîñòè ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé ïðîâîäèëàñü äëÿ îáëàñòè, îïè-ñàííîé â ðàçäåëå 5, äîïîëíèòåëüíî ðàçäåëåííîé ïî ãîðèçîíòàëè. Öåíòðàëüíûé øåñòè-ãðàííèê áûë ðàçäåëåí íà ÷åòûðå ÷àñòè, à êàæäûé áîêîâîé � íà äâå. Â êàæäîì èç ïîëó-÷èâøèõñÿ 12 øåñòèãðàííèêîâ ïîñòðîåíà ñåòêà 256× 256× 16. Äëÿ ðåøåíèÿ âñåé çàäà÷èíà îäíîì êîìïüþòåðå ïîòðåáîâàëîñü áû îêîëî òðåõ ãèãàáàéò îïåðàòèâíîé ïàìÿòè. Âíàøåì êîìïëåêñå ïðîãðàìì òðåáóåòñÿ áîëüøîé îáúåì ïàìÿòè, ïîñêîëüêó îí ðàññ÷èòàííà äîñòàòî÷íî ïðîèçâîëüíûå ñåòêè, êîãäà óðàâíåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷å-ñêèõ óðàâíåíèé âàðèàöèîííî-ðàçíîñòíîé ñõåìû ñâÿçûâàþò çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëà â óçëåñî çíà÷åíèÿìè âî âñåõ 26 ñîñåäíèõ óçëàõ. Èç-çà ñèììåòðèè ìàòðèöû â ïàìÿòè õðàíÿò-ñÿ òîëüêî 14 êîý��èöèåíòîâ íà óçåë. Íèæå ïðèâåäåíî âðåìÿ ðàñ÷åòîâ â çàâèñèìîñòèîò êîëè÷åñòâà èñïîëüçóåìûõ ïðîöåññîðîâ ïðè ïðîâåäåíèè 10 ìíîãîñåòî÷íûõ èòåðàöèé.Äëÿ òåñòèðîâàíèÿ ïðèìåíÿëñÿ êëàñòåð, óñòàíîâëåííûé â ÈÂÌ ÑÎ �ÀÍ, èìåþùèé 48ïðîöåññîðîâ ñ ðàçäåëüíîé ïàìÿòüþ ïî îäíîìó ãèãàáàéòó íà ïðîöåññîð.Êîëè÷åñòâî ïðîöåññîðîâ 2 3 4 6 12Âðåìÿ ðàñ÷åòîâ, ñ 545 155 116 80 41Â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ äâóõ ïðîöåññîðîâ âèäíî çíà÷èòåëüíîå óâåëè÷åíèå âðåìå-íè ðàñ÷åòîâ, ñâÿçàííîå ñ �èçè÷åñêèìè îãðàíè÷åíèÿìè ïðèìåíÿåìîãî êîìïüþòåðà. Íåïîëíîñòüþ âìåñòèâøàÿñÿ â îïåðàòèâíóþ ïàìÿòü êîìïüþòåðà îáëàñòü ÷àñòè÷íî ñîõðà-íÿëàñü â ñâîï-�àéëå. Ïðè èñïîëüçîâàíèè òðåõ è áîëåå ïðîöåññîðîâ ýòà ïðîáëåìà íåâîçíèêàëà.Êàê âèäíî èç ïðèâåäåííûõ äàííûõ, âðåìÿ ðàñ÷åòîâ óáûâàåò ïðàêòè÷åñêè îáðàòíîïðîïîðöèîíàëüíî ÷èñëó èñïîëüçóåìûõ ïðîöåññîðîâ. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî äëÿ ðàâ-íîìåðíîé çàãðóçêè ïðîöåññîðîâ êîëè÷åñòâî ïðèìåðíî ðàâíûõ øåñòèãðàííèêîâ äîëæíîáûòü êðàòíî êîëè÷åñòâó ïðîöåññîðîâ.ÂûâîäûÏîñòðîåí ý��åêòèâíûé âû÷èñëèòåëüíûé àëãîðèòì äëÿ ðåøåíèÿ ãëîáàëüíîé çàäà÷èýëåêòðîïðîâîäíîñòè àòìîñ�åðû.Ïðåäëîæåíî ïðîâîäèòü íå åäèíûé ðàñ÷åò, à ñåðèþ ðàñ÷åòîâ â íåáîëüøèõ ïîäîáëà-ñòÿõ, ÷òî ñóùåñòâåííî óìåíüøàåò âðåìÿ âû÷èñëåíèé çà ñ÷åò èñêëþ÷åíèÿ îáðàùåíèé êâíåøíåé ïàìÿòè êîìïüþòåðà. Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ëîêàëüíûõ ïîëåé è òî-êîâ äîñòàòî÷íî ðàñøèðèòü ðàñ÷åòíóþ îáëàñòü íà 100 êì â ãîðèçîíòàëüíûõ íàïðàâëåíè-ÿõ è, ÷òîáû íå âîçìóùàòü ðåøåíèå â èíòåðåñóþùåé íàñ îáëàñòè àòìîñ�åðû, ïîñòàâèòüíà âåðòèêàëüíûõ ãðàíèöàõ óñëîâèÿ Äèðèõëå ñ ïîìîùüþ îäíîìåðíûõ ðåøåíèé. Ïðå-èìóùåñòâî ïî ñðàâíåíèþ ñ ìåòîäîì äåêîìïîçèöèè îáëàñòè çäåñü ñîñòîèò â îòñóòñòâèèäîïîëíèòåëüíûõ èòåðàöèé, òðåáóþùèõ íåîäíîêðàòíûõ ðåøåíèé çàäà÷ â ïîäîáëàñòÿõ.Ïîêàçàíî, ÷òî ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå âáëèçè ïîâåðõíîñòè Çåìëè ìîæíî ñòðîèòü êàêðåøåíèå îäíîìåðíîé ïî âûñîòå çàäà÷è, íî ÷òîáû ïîëó÷èòü ïîëÿ è òîêè â âåðõíåé àò-ìîñ�åðå, íåîáõîäèìî ðåøàòü òðåõìåðíóþ çàäà÷ó.Ïðåäñòàâëåííûé àëãîðèòì ëåãêî ðàñïàðàëëåëèâàåòñÿ è ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ íà ìíî-ãîïðîöåññîðíûõ êîìïüþòåðàõ, ÷òî ïîçâîëÿåò â ñèëó óìåíüøåíèÿ øàãà ñåòêè ñîêðàùàòüâðåìÿ ðàñ÷åòîâ è ïîëó÷àòü áîëåå òî÷íîå ðåøåíèå.
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