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×èñëåííî-àíàëèòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèåãàçîâûõ òå÷åíèé, ïðèìûêàþùèõ ê âàêóóìóâ óñëîâèÿõ äåéñòâèÿ ñèë òÿãîòåíèÿ è Êîðèîëèñà∗Ñ.Ë. Äåðÿáèí, À.Â. ÌåçåíöåâÓðàëüñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò ïóòåé ñîîáùåíèÿ, Åêàòåðèíáóðã, �îññèÿe-mail: SDeryabin�math.usurt.ru, ÀMezentsev�math.usurt.ru�àññìàòðèâàþòñÿ òðåõìåðíûå òå÷åíèÿ èäåàëüíîãî ïîëèòðîïíîãî ãàçà, ïðèìû-êàþùèå ê âàêóóìó â óñëîâèÿõ äåéñòâèÿ ñèë òÿãîòåíèÿ è Êîðèîëèñà. �åøåíèå çàäà÷î ðàñïàäå ðàçðûâà è î ãëàäêîì ïðèìûêàíèè ñòðîèòñÿ â âèäå ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ. Âïàðàìåòðè÷åñêîé �îðìå è ÷èñëåííî ñòðîèòñÿ çàêîí äâèæåíèÿ ñâîáîäíîé ïîâåðõ-íîñòè ãàç-âàêóóì.Êëþ÷åâûå ñëîâà: èäåàëüíûé ïîëèòðîïíûé ãàç, ñèëà Êîðèîëèñà, ñâîáîäíàÿ ïî-âåðõíîñòü ãàç�âàêóóì, ñõîäÿùèåñÿ ðÿäû.Çàäà÷è îá èñòå÷åíèè ãàçà â âàêóóì èññëåäîâàëèñü ðàíåå à ðàáîòàõ [1�11℄. Ïîäðîáíûéîáçîð ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ìîæíî íàéòè â [2, 3℄.Â [1℄ ðåøåíèå çàäà÷è îá èñòå÷åíèè â âàêóóì âïåðâûå áûëî ïîñòðîåíî â âèäå ñòå-ïåííûõ ðÿäîâ â îêðåñòíîñòè çâóêîâîé õàðàêòåðèñòèêè, îòäåëÿþùåé èñõîäíîå �îíîâîåòå÷åíèå îò èñêîìîé âîëíû ðàçðåæåíèÿ. Â [4℄ ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ñõëîïûâàíèè îäíîìåð-íîé ïîëîñòè ñâîáîäíàÿ ïîâåðõíîñòü íåêîòîðîå âðåìÿ äâèæåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ.Ýòîò ðåçóëüòàò îáîáùåí íà ñëó÷àé äâóìåðíûõ è òðåõìåðíûõ òå÷åíèé [5, 6℄ è îäíîìåð-íûõ òå÷åíèé â óñëîâèÿõ ñàìîãðàâèòàöèè [7�9℄. Èçó÷àëèñü òàêæå òðåõìåðíûå òå÷åíèÿâ óñëîâèÿõ äåéñòâèÿ âíåøíèõ ìàññîâûõ ñèë, çàâèñÿùèõ îò ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåí-íûõ [10℄, â òîì ÷èñëå ýâîëþöèÿ çàêðó÷åííûõ òå÷åíèé ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿãîòåíèÿ [11℄.Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ òðåõìåðíàÿ çàäà÷à, êîãäà ïëîòíîñòü ìàññîâîé ñèëûÿâëÿåòñÿ ñóììîé êîðèîëèñîâà óñêîðåíèÿ è óñêîðåíèÿ ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ. Â ïðèðîäåèìåþòñÿ ïðèìåðû òàêèõ òå÷åíèé. Òàê, åñëè ñíàðóæè îò íåêîòîðîé ïîâåðõíîñòè íàõî-äèòñÿ ãàç, à ïî äðóãóþ îò íåå ñòîðîíó � âàêóóì, òî âîçíèêàþùåå òå÷åíèå, ñîãëàñíîãèïîòåçå èç [12℄, ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïðèáëèæåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñðåäíåé âåð-òèêàëüíîé ÷àñòè âîñõîäÿùèõ çàêðó÷åííûõ ïîòîêîâ òèïà òîðíàäî.1. Çàäà÷à î ðàñïàäå ñïåöèàëüíîãî ðàçðûâàÏóñòü â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 òðåõìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü Γ ñ óðàâíåíèåì z = φ(x, y)îòäåëÿåò èäåàëüíûé ïîëèòðîïíûé ãàç îò âàêóóìà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ãàç íàõîäèò-ñÿ ñíàðóæè, à âàêóóì � âíóòðè ïîëîñòè. �àññìàòðèâàþòñÿ èçîýíòðîïè÷åñêèå òå÷åíèÿèäåàëüíîãî ïîëèòðîïíîãî ãàçà, ò. å. S = S0 = onst. Òîãäà, íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, óðàâ-íåíèå ñîñòîÿíèÿ áåðåòñÿ â âèäå p = S2

0

ργ

γ
. Çäåñü p � äàâëåíèå, ρ � ïëîòíîñòü ãàçà,
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γ = onst > 1 � ïîêàçàòåëü ïîëèòðîïû ãàçà. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñêîðîñòü çâóêà â ãàçå
c = S0ρ

(γ−1)
2 .Â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 èçâåñòíû ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ãàçà: V = V0(x) =

{u0(x), v0(x), w0(x)} � âåêòîðû ñêîðîñòè ãàçà, ãäå u0, v0, w0 � ïðîåêöèè âåêòîðà ñêîðî-ñòè íà äåêàðòîâû êîîðäèíàòû, c = c0(x) � ñêîðîñòü çâóêà â ãàçå, x={x, y, z}. Òàêæåïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà ãàç äåéñòâóåò ìàññîâàÿ ñèëà ñ ïëîòíîñòüþ, ÿâëÿþùåéñÿ ñóììîéêîðèîëèñîâà óñêîðåíèÿ è óñêîðåíèÿ ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ.Ôóíêöèÿ φ(x, y), çàäàþùàÿ ïîâåðõíîñòü Γ, à òàêæå �óíêöèè V0, c0 ïðèíÿòû àíàëè-òè÷åñêèìè. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñêîðîñòü çâóêà â ãàçå âñþäó áîëüøå íóëÿ, â òîì ÷èñëå
c0(x)|Γ > 0.Â ìîìåíò t = 0 íà÷èíàåòñÿ äâèæåíèå ãàçà, îïðåäåëÿåìîå çàäàííûìè ïðè t = 0ðàñïðåäåëåíèÿìè V0, c0, êîòîðîå â äàëüíåéøåì áóäåì íàçûâàòü �îíîâûì òå÷åíèåì.Êðîìå òîãî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â ìîìåíò t = 0 ïîâåðõíîñòü Γ ìãíîâåííî ðàçðóøà-åòñÿ è íà÷èíàåòñÿ èñòå÷åíèå ÷àñòè ãàçà â âàêóóì. Âîçìóùåíèÿ, âîçíèêøèå â �îíîâîìòå÷åíèè â ðåçóëüòàòå ìãíîâåííîãî ðàçðóøåíèÿ ïîâåðõíîñòè Γ, ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ïî ãà-çó â âèäå âîëíû ðàçðåæåíèÿ, îòäåëåííîé îò �îíîâîãî òå÷åíèÿ ãðàíèöåé Γ1, ÿâëÿþùåéñÿïîâåðõíîñòüþ ñëàáîãî ðàçðûâà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû âîëíà ðàçðåæåíèÿ ïðèìûêàåò ê âà-êóóìó: c(x)|Γ0 = 0, ãäå Γ0 � ñâîáîäíàÿ ïîâåðõíîñòü, îòäåëÿþùàÿ âîëíó ðàçðåæåíèÿ îòâàêóóìà.Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü êàê �îíîâîå òå÷åíèå, òàê è âîëíó ðàçðÿæåíèÿ, à òàêæå íàéòèçàêîíû äâèæåíèÿ Γ1 è Γ0, ò. å. ïîñòðîèòü ðåøåíèå çàäà÷è î ðàñïàäå ñïåöèàëüíîãî ðàç-ðûâà â ñëó÷àå, êîãäà â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ñòåíêà Γ îòäåëÿåò îò âàêóóìà ãàç ñîñòðîãî ïîëîæèòåëüíûìè çíà÷åíèÿìè ïëîòíîñòè.Äàëåå èçîýíòðîïè÷åñêèå òå÷åíèÿ èäåàëüíîãî ïîëèòðîïíîãî ãàçà, ïðèìûêàþùèå êâàêóóìó â óñëîâèÿõ äåéñòâèÿ ñèë òÿãîòåíèÿ è Êîðèîëèñà, êàê è â [12℄, áóäóò ñòðîèòüñÿâ îòíîñèòåëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ñ îñÿìè Ox, Oy, Oz, íàïðàâëåííûìè ñî-îòâåòñòâåííî íà âîñòîê, ñåâåð, è ââåðõ îò ïîâåðõíîñòè. Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî òî÷êà O �íà÷àëî äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò � íàõîäèòñÿ íà ïîâåðõíîñòè Çåìëè â Ñåâåðíîìïîëóøàðèè íà ïàðàëëåëè ñ øèðîòîé ψ (ðèñ. 1). Òîãäà â îòíîñèòåëüíîé ñèñòåìå êîîðäè-íàò ïîñòîÿííûé âåêòîð Ω � âåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè Çåìëè, èìååò ñëåäóþùèé âèä:

Ω = (0, Ω2, Ω3), Ω2 = Ωcosψ, Ω3 = Ωsinψ,ãäå Ω � ìîäóëü âåêòîðà Ω; Ω = |Ω| îïðåäåëÿåòñÿ ïî �îðìóëå
Ω =

2π

24

1÷ =
2π

24 · 602
1ñ .

�èñ. 1. Îòíîñèòåëüíàÿ äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò



×èñëåííî-àíàëèòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ãàçîâûõ òå÷åíèé... 53Ñèñòåìà óðàâíåíèé, îïèñûâàþùàÿ èçîýíòðîïè÷åñêèå òå÷åíèÿ èäåàëüíîãî ïîëèòðîï-íîãî ãàçà â óñëîâèÿõ äåéñòâèÿ ñèë òÿãîòåíèÿ è Êîðèîëèñà, èìååò âèä [12℄
ct + cxu+ cyv + czw +

γ − 1

2
c(ux + vy + wz) = 0,

ut + uxu+ uyv + uzw +
2

γ − 1
ccx = 2Ω3v − 2Ω2w,

vt + vxu+ vyv + vzw +
2

γ − 1
ccy = −2Ω3u,

wt + wxu+ wyv + wzw +
2

γ − 1
ccz = 2Ω2u− g, (1)ãäå g � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ, c � ñêîðîñòü çâóêà â ãàçå, u, v, w, � ïðîåêöèèâåêòîðà ñêîðîñòè â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò x, y, z. Ïåðåïèøåì ñèñòåìó (1) â öè-ëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ [12℄:

ct + cru+
1

r
cϕv + czw +

γ − 1

2
c

[

ur +
1

r
(u+ vϕ) + wz

]

= 0,

ut + uru+
1

r
uϕv + uzw −

1

r
v2 +

2

γ − 1
ccr = 2Ω3v − (2Ω2 cosϕ)w,

vt + vru+
1

r
vϕv + vzw +

1

r
uv +

2

(γ − 1)r
ccϕ = −2Ω3u+ (2Ω2 sinϕ)w,

wt + wru+
1

r
wϕv + wzw +

2

γ − 1
ccz = (2Ω2 cosϕ)u− (2Ω2 sinϕ)v − g. (2)Çäåñü äëÿ óäîáñòâà âîñïðèÿòèÿ ñîõðàíèì îáîçíà÷åíèÿ u, v, w äëÿ ïðîåêöèé âåêòîðàñêîðîñòè ãàçà íà êîîðäèíàòíûå îñè r, ϕ, z ñîîòâåòñòâåííî. Íà÷àëüíûå äàííûå ïðè t = 0äëÿ ñèñòåìû (2) â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ ïåðåïèøóòñÿ â âèäå

c(0, r, ϕ, z) = c0(r, ϕ, z),

V(0, r, ϕ, z) = V0(r, ϕ, z). (3)Òîãäà èñõîäíàÿ ïîâåðõíîñòü ðàçäåëà Γ â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ áóäåò çàäàâàòüñÿóðàâíåíèåì r = f(z, ϕ)Ïîñêîëüêó (2) ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé òèïà ñèñòåìû Êîâàëåâñêîé, à íà÷àëüíûå äàííûå �àíàëèòè÷åñêèå �óíêöèè, òî çàäà÷à Êîøè (2), (3) ïî òåîðåìå Êîâàëåâñêîé [13℄ èìååò ïðèìàëûõ t åäèíñòâåííîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå, êîòîðîå è çàäàåò �îíîâîå òå÷åíèå. Ïîïîñòðîåííîìó �îíîâîìó òå÷åíèþ ñòðîèòñÿ (íàïðèìåð, â âèäå ðÿäîâ ïî ñòåïåíÿì t) çàêîíäâèæåíèÿ ïîâåðõíîñòè ñëàáîãî ðàçðûâà Γ1 (r = r1(t, ϕ, z)) êàê àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèåñîîòâåòñòâóþùåé [14℄ çàäà÷è Êîøè
[r1(u− r1t)− r1ϕv − r1r1zw]

2 = c2(r21 + r21ϕ + r21r
2
1z), r1(0, ϕ, z) = f(z, ϕ).Èìåÿ çàêîí äâèæåíèÿ ïîâåðõíîñòè Γ1, ÿâëÿþùèéñÿ çâóêîâîé õàðàêòåðèñòèêîé �îíîâî-ãî òå÷åíèÿ, ïîëó÷èì çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ãàçà íà íåé:

c|Γ1 = c0(t, r, ϕ, z)|r=r1(t,ϕ,z),

V|Γ1 = V0(t, r, ϕ, z)|r=r1(t,ϕ,z). (4)



54 Ñ.Ë. Äåðÿáèí, À.Â. ÌåçåíöåâÂ äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàþòñÿ èçâåñòíûìè �îíîâîå òå÷åíèå, ïîâåðõíîñòü Γ1, çíà÷åíèÿ
c0, V0, çàäàííûå ñ ïîìîùüþ àíàëèòè÷åñêèõ �óíêöèé.Äëÿ ïîñòðîåíèÿ âîëíû ðàçðåæåíèÿ, êàê è â [2�11℄, ïîìåíÿåì ðîëÿìè îäíó èç íåçàâè-ñèìûõ ïåðåìåííûõ r è îäíó èç íåèçâåñòíûõ �óíêöèé c, ò. å. çà íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûåïðèìåì t, c, ϕ, à çà íåèçâåñòíûå �óíêöèè � r,V. ßêîáèàí òàêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ J = rc.Â ðåçóëüòàòå ýòîé çàìåíû âìåñòî (1) ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó:

rt +
v

r
rϕ + rzw = u+

γ − 1

2
c

[

uc + rc(
u+ vϕ

r
+ wz)−

rϕ

r
vc − rzwc

]

,

rc

[

ut +
v

r
uϕ + wuz

]

+ [u− rt −
v

r
rϕ − wrz]uc +

2

γ − 1
c = rc[

v2

r
+ 2Ω3v − (2Ω2 cosϕ)w],

rc

[

vt +
v

r
vϕ + wvz

]

+ [u− rt −
v

r
rϕ − wrz]vc −

2

γ − 1
c
rϕ

r
=

= rc[−
uv

r
− 2Ω3u+ (2Ω2 sinϕ)w],

rc

[

wt +
v

r
wϕ + wwz

]

+ [u− rt −
v

r
rϕ − wrz]wc −

2

γ − 1
crz =

= rc[(2Ω2 cosϕ)u− (2Ω2 sinϕ)v − g]. (5)Òå÷åíèå â îáëàñòè ìåæäó Γ1 è Γ0 (ò. å. â îáëàñòè âîëíû ðàçðåæåíèÿ) áóäåì ñòðî-èòü êàê ðåøåíèå ñèñòåìû (5) ñ äàííûìè (4) íà õàðàêòåðèñòèêå Γ1. Ïîñêîëüêó Γ1 �õàðàêòåðèñòèêà êðàòíîñòè ðàâíîé åäèíèöå, òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ åäèíñòâåííîãî ëîêàëüíî-àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî çàäàòü îäíî äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå [2℄. Åñëè áûïîâåðõíîñòü Γ óáèðàëàñü ìåäëåííî, òî òàêèì óñëîâèåì áûëî áû óñëîâèå íåïðîòåêàíèÿíà ñòåíêå. Åñëè æå ïîâåðõíîñòü Γ óáèðàåòñÿ ìãíîâåííî, ýòèì óñëîâèåì â ïðîñòðàíñòâåïåðåìåííûõ (t, c, ϕ, z) ÿâëÿåòñÿ [2�11℄ ñîîòíîøåíèå
r(0, c, ϕ, z) = f(z, ϕ). (6)Ýòî óñëîâèå ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè �óíêöèþ r, ïîëó÷èâøóþñÿ ïðè ðå-øåíèè çàäà÷è î ðàñïàäå ðàçðûâà, ðàññìîòðåòü ïðè èçìåíåíèè âðåìåíè îò t > 0 ê t = 0,òî ïðè t → +0 ïîâåðõíîñòü r = r(t, c, ϕ, z) âíå çàâèñèìîñòè îò c ïåðåéäåò â íà÷àëüíóþïîâåðõíîñòü Γ : r = f(z, ϕ). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îïèñàíèÿ âîëíû ðàçðåæåíèÿ ìåæäó Γ1è Γ0 èìååì íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó (4)�(6), êîòîðàÿ â äàëüíåéøåì áóäåò íàçûâàòüñÿçàäà÷åé î ðàñïàäå ñïåöèàëüíîãî ðàçðûâà.Òåîðåìà 1. Ñóùåñòâóåò t0 > 0 òàêîå, ÷òî ïðè 0 ≤ t ≤ t0 â íåêîòîðîé îêðåñò-íîñòè Γ1 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ëîêàëüíî-àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (4)�(6)î ðàñïàäå ðàçðûâà.Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû, êàê è â [2�11℄, ñîñòîèò â ñâåäåíèè ê òåîðåìå î ñóùåñòâîâà-íèè åäèíñòâåííîãî àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ó õàðàêòåðèñòè÷åñêîé çàäà÷è Êîøè ñòàí-äàðòíîãî âèäà [2℄.Äëÿ âûÿñíåíèÿ âîïðîñà î òîì, âõîäèò ëè ïîâåðõíîñòü Γ0 â îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿðåøåíèÿ çàäà÷è (4)�(6), ðàçëîæèì åãî â ðÿä ïî ñòåïåíÿì t:

g(t, c, ϕ, z) =

∞
∑

k=0

gk(c, ϕ, z)
tk

k!
, gk = {rk, uk, vk, wk, }, (7)÷òî ïðè ìàëûõ t âîçìîæíî â ñèëó àíàëèòè÷íîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è î ðàñïàäå ðàçðûâà âíåêîòîðîé îêðåñòíîñòè Γ1.
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u− rt −
v

r
rϕ − wrz

) ÷åðåçäðóãèå �óíêöèè, âõîäÿùèå â (5), è ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ïîäñòàâèì â îñòàëüíûå óðàâ-íåíèÿ ñèñòåìû. Â ðåçóëüòàòå áóäåì èìåòü
rt − u+

1

r
rϕv + rzw =

γ − 1

2
c

[

uc + rc

(

u+ vϕ

r
+ wz

)

−
rϕ

r
vc − rzwc

]

,

rc

[

ut +
v

r
uϕ + wuz

]

−
γ − 1

2
c

[

uc + rc

(

u+ vϕ

r
+ wz

)

−
rϕ

r
vc − rzwc

]

uc+

+
2

γ − 1
c = rc

[

v2

r
+ 2Ω3v − (2Ω2 cosϕ)w

]

,

rc

[

vt +
v

r
vϕ + wvz

]

−
γ − 1

2
c

[

uc + rc

(

u+ vϕ

r
+ wz

)

−
rϕ

r
vc − rzwc

]

vc−

−
2

(γ − 1)
c
rϕ

r
= rc

[

−
uv

r
− 2Ω3u+ (2Ω2 sinϕ)w

]

,

rc

[

wt +
v

r
wϕ + wwz

]

−
γ − 1

2
c

[

uc + rc

(

u+ vϕ

r
+ wz

)

−
rϕ

r
vc − rzwc

]

wc−

−
2

γ − 1
crz = rc[(2Ω2 cosϕ)u− (2Ω2 sinϕ)v − g] (8)� ñèñòåìó, áîëåå óäîáíóþ äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîý��èöèåíòîâ ðÿäîâ (7). Â ñèñòåìå (8)ïîëîæèì t = 0 è, ó÷èòûâàÿ (6), ïîëó÷èì

r1 = u0 −
r0ϕ

r0
v0 − r0zw0 +

γ − 1

2
c

[

u0c −
r0ϕ

r0
v0c − r0zw0c

]

,

[

u0c −
r0ϕ

r0
v0c − r0zw0c

]

u0c =
4

(γ − 1)2
,

[

u0c −
r0ϕ

r0
v0c − r0zw0c

]

v0c = −
4

(γ − 1)2
r0ϕ

r0
,

[

u0c −
r0ϕ

r0
v0c − r0zw0c

]

w0c = −
4

(γ − 1)2
r0z. (9)Óìíîæàÿ òðåòüå óðàâíåíèå ñèñòåìû (9) íà −

r0ϕ

r0
, ÷åòâåðòîå íà −r0z è ñêëàäûâàÿ òðèïîñëåäíèõ óðàâíåíèÿ, ïîëó÷èì

[

u0c −
r0ϕ

r0
v0c − r0zw0c

]2

=
4

(γ − 1)2

[

1 +
r20ϕ

r20
+ r20z

]

,èëè
u0c −

r0ϕ

r0
v0c − r0zw0c = ±

2

γ − 1

√

1 +
r20ϕ

r20
+ r20z.
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r1 = ±2αc

√

1 +
f 2
ϕ

f 2
+ f 2

z + u00 −
fϕ

f
v00 − fzw00, 2α =

γ + 1

γ − 1
,

u0 = ±
2

γ − 1
c

1
√

1 +
f 2
ϕ

f 2
+ f 2

z

+ u00(ϕ, z),

v0 = ∓
2

γ − 1
c

fϕ

f

√

1 +
f 2
ϕ

f 2
+ f 2

z

+ v00(ϕ, z),

w0 = ∓
2

γ − 1
c

fz
√

1 +
f 2
ϕ

f 2
+ f 2

z

+ w00(ϕ, z).Äàëåå â �îðìóëàõ âûáèðàåòñÿ âåðõíèé çíàê, ñîîòâåòñòâóþùèé ñõëîïûâàíèþ ïîëîñòè.Ïðîèçâîëüíûå �óíêöèè u00(ϕ, z), v00(ϕ, z), w00(ϕ, z) îïðåäåëèì èç óñëîâèé (4):
V00 = V0|Γ −

2c0|Γ
γ − 1

n|Γ,ãäå n � åäèíè÷íûé íîðìàëüíûé âåêòîð ïîâåðõíîñòè Γ. Â êîîðäèíàòíîé �îðìå V00èìååò âèä
u00 = u0|Γ −

2

γ − 1

1
√

1 +
f 2
ϕ

f 2
+ f 2

z

c0|Γ,

v00 = v0|Γ +
2

γ − 1

fϕ

f

√

1 +
f 2
ϕ

f 2
+ f 2

z

c0|Γ,

w00 = w0|Γ +
2

γ − 1

fz
√

1 +
f 2
ϕ

f 2
+ f 2

z

c0|Γ.Ïðîäè��åðåíöèðóåì ñèñòåìó (8) ïî t, ïîëîæèì t = 0. Òîãäà, ó÷èòûâàÿ (6) è ðàíååïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ r1, u0, v0, w0, ïîëó÷èì
r2 = u1 −

1

r0
r0ϕv1 − r0zw1 +

γ − 1

2
c

[

u1c −
r0ϕ

r0
v1c − r0zw1c

]

+G11(c, ϕ, z),

r1cu1 −
γ − 1

2
c
[

u0c −
r0ϕ

r
v0c − r0zw0c

]

u1c−

−
γ − 1

2
c
[

u1c −
r0ϕ

r
v1c − r0zw1c

]

u0c = G21(c, ϕ, z),

r1cv1 −
γ − 1

2
c
[

u0c −
r0ϕ

r
v0c − r0zw0c

]

v1c−

−
γ − 1

2
c
[

u1c −
r0ϕ

r
v1c − r0zw1c

]

v0c = G31(c, ϕ, z),
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r1cw1 −

γ − 1

2
c
[

u0c −
r0ϕ

r
v0c − r0zw0c

]

w1c−

−
γ − 1

2
c
[

u1c −
r0ϕ

r
v1c − r0zw1c

]

w0c = G41(c, ϕ, z), (10)ãäå
G11 = −

1

r0
r1ϕv0 + r1zw0 +

1

r20
r1r0ϕv0+

+
γ − 1

2
c

[

r1c

(

u0 + v0ϕ

r0
+ w0z

)

−
r1ϕ

r0
v0c +

r0ϕ

r20
r1v0c − r1zw0c

]

,

G21 = −r1c

[

v0

r0
u0ϕ + w0u0z

]

+

+
γ − 1

2
c

[

r1c

(

u0 + v0ϕ

r0
+ w0z

)

−
r1ϕ

r0
v0c +

r0ϕ

r20
r1v0c − r1zw0c

]

u0c+

+r1c

[

v20
r0

+ 2Ω3v0 − (2Ω2 cosϕ)w0

]

,

G31 = −r1c

[

v0

r0
v0ϕ + w0v0z

]

+

+
γ − 1

2
c

[

r1c

(

u0 + v0ϕ

r0
+ w0z

)

−
r1ϕ

r0
v0c +

r0ϕ

r20
r1v0c − r1zw0c

]

v0c+

+
2

(γ − 1)
c

[

r1ϕ

f
−
fϕ

f 2
r1

]

+ r1c

[

−
u0v0

r0
− 2Ω3u0 + (2Ω2 sinϕ)w0

]

,

G41 = −r1c

[

v0

r0
w0ϕ + w0w0z

]

+

+
γ − 1

2
c

[

r1c

(

u0 + v0ϕ

r0
+ w0z

)

−
r1ϕ

r0
v0c +

r0ϕ

r20
r1v0c − r1zw0c

]

w0c+

+
2

γ − 1
cr1z + r1c[(2Ω2 cosϕ)u0 − (2Ω2 sinϕ)v0 − g].Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíóþ �óíêöèþ W1 = u1 −

1

r0
r0ϕv1 − r0zw1. Ïðåîáðàçóåì ñèñòåìó(10) òàê æå, êàê ñèñòåìó (9), ïîëó÷èì äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ W1:

cW1c − αW1 = F1(c, ϕ, z).Çäåñü
F1 = −

1

2

√

1 +
f 2
ϕ

f 2
+ f 2

z

(

G21 −
fϕ

f
G31 − fzG41

)

.Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå, áóäåì èìåòü
W1 = cα

[

W10(ϕ, z) +

∫

F1(c, ϕ, z)c
−α−1dc

]

.
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r2 =W1 +

γ − 1

2
cW1c +G11,

cu1c − 2αu1 = F21, cv1c − 2αv1 = F31, cw1c − 2αw1 = F41,ãäå
F21 =

1

2

√

1 +
f 2
ϕ

f 2
+ f 2

z













G21 −
1

√

1 +
f 2
ϕ

f 2
+ f 2

z

(αW1 + F1)













,

F31 =
1

2

√

1 +
f 2
ϕ

f 2
+ f 2

z













G31 +
fϕ

f

√

1 +
f 2
ϕ

f 2
+ f 2

z

(αW1 + F1)













,

F41 =
1

2

√

1 +
f 2
ϕ

f 2
+ f 2

z













G41 +
fz

√

1 +
f 2
ϕ

f 2
+ f 2

z

(αW1 + F1)













.

Èíòåãðèðóÿ òðè ïîñëåäíèõ óðàâíåíèÿ ñèñòåìû, áóäåì èìåòü
u1 = c2α

[

u10(ϕ, z) +

∫

F21(c, ϕ, z)c
−2α−1dc

]

,

v1 = c2α
[

v10(ϕ, z) +

∫

F31(c, ϕ, z)c
−2α−1dc

]

,

w1 = c2α
[

w10(ϕ, z) +

∫

F41(c, ϕ, z)c
−2α−1dc

]

.Äåòàëüíûé àíàëèç ïîêàçàë, ÷òî ñòðóêòóðà êîý��èöèåíòîâ g1 èìååò ñëåäóþùèé âèä:








r2
u1
v1
w1









=



















































g4
1(ϕ, z)c

2α + g3
1(ϕ, z)c

α + g2
1(ϕ, z)c

2 + g1
1(ϕ, z)c + g0

1(ϕ, z),

α 6= 2, 1

(

γ 6=
5

3
, 3

)

,

g4
1(ϕ, z)c

4 + g2
1(ϕ, z)c

2 + g1
1(ϕ, z)c + g5

1(ϕ, z)c
2 ln c+ g0

1(ϕ, z),

α = 2

(

γ =
5

3

)

,

g2
1(ϕ, z)c

2 + g1
1(ϕ, z)c + g5

1(ϕ, z)c
2 ln c+ g3

1(ϕ, z)c ln c+ g0
1(ϕ, z),

α = 1 (γ = 3),ãäå gk
1(ϕ, z) � �óíêöèè, èçâåñòíûì îáðàçîì çàâèñÿùèå îò íà÷àëüíûõ äàííûõ f(z, ϕ),
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V 0(z, ϕ), c0(z, ϕ). Ôóíêöèè, íå èìåþùèå ñîìíîæèòåëÿ c, èìåþò âèä

g0
1 =











R0
1

U0
1

V 0
1

W 0
1











=





















u00 −
fϕ
f
v00 − fzw00,

1

f
v00 (u00ϕ − v00)− (2Ω3v00 − 2Ω2 cosϕw00) ,

1

f
(v00ϕ + u00) v00 + v00zw00 + 2 (Ω3u00 − Ω2 sinϕw00) ,

1

f
w00ϕv00 + w00zw00 + 2Ω2 sinϕv00(ϕ, z) + g.



















Ïðîäè��åðåíöèðóåì ñèñòåìó (8) k ðàç ïî t, ïîëîæèì t = 0. Òîãäà, ó÷èòûâàÿ (6) è ðàíååïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ äëÿ gl = {rl, ul, vl, wl} (l < k), èìååì äëÿ î÷åðåäíîãî íîìåðà k
rk+1 = uk −

1

r0
r0ϕvk − r0zwk +

γ − 1

2
c

[

ukc −
r0ϕ

r0
vkc − r0zwkc

]

+G1k(c, ϕ, z),

kr1cuk −
γ − 1

2
c
[

u0c −
r0ϕ

r
v0c − r0zw0c

]

ukc−

−
γ − 1

2
c
[

ukc −
r0ϕ

r
vkc − r0zwkc

]

u0c = G2k(c, ϕ, z),

kr1cvk −
γ − 1

2
c
[

u0c −
r0ϕ

r
v0c − r0zw0c

]

vkc−

−
γ − 1

2
c
[

ukc −
r0ϕ

r
vkc − r0zwkc

]

v0c = G3k(c, ϕ, z),

kr1cwk −
γ − 1

2
c
[

u0c −
r0ϕ

r
v0c − r0zw0c

]

wkc−

−
γ − 1

2
c
[

ukc −
r0ϕ

r
vkc − r0zwkc

]

w0c = G4k(c, ϕ, z). (11)Çäåñü G1k, G2k, G3k, G4k � �óíêöèè, èçâåñòíûì îáðàçîì çàâèñÿùèå îò gl (l < k), èõâèä íå ïðèâîäèòñÿ ââèäó ãðîìîçäêîñòè.Ââîäÿ âñïîìîãàòåëüíóþ �óíêöèþ Wk = uk −
1

r0
r0ϕvk − r0zwk, è ïðåîáðàçóÿ ñèñòåìó(11) òàê æå, êàê (10), ïîëó÷èì

rk+1 =Wk +
γ − 1

2
cWkc +G1k,

cukc − 2αkuk = F2k, cvkc − 2αkvk = F3k, cwkc − 2αkwk = F4k,ãäå
F2k =

1

2

√

1 +
f 2
ϕ

f 2
+ f 2

z













G2k −
1

√

1 +
f 2
ϕ

f 2
+ f 2

z

(αkWk + Fk)













,
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F3k =

1

2

√

1 +
f 2
ϕ

f 2
+ f 2

z













G3k +
fϕ

f

√

1 +
f 2
ϕ

f 2
+ f 2

z

(αkWk + Fk)













,

F4k =
1

2

√

1 +
f 2
ϕ

f 2
+ f 2

z













G4k +
fz

√

1 +
f 2
ϕ

f 2
+ f 2

z

(αkWk + Fk)













.Èíòåãðèðóÿ òðè ïîñëåäíèõ óðàâíåíèÿ ñèñòåìû, áóäåì èìåòü
uk = c2kα

[

uk0(ϕ, z) +

∫

F2k(c, ϕ, z)c
−2αk−1dc

]

,

vk = c2kα
[

uk0(ϕ, z) +

∫

F3k(c, ϕ, z)c
−2αk−1dc

]

,

wk = c2kα
[

uk0(ϕ, z) +

∫

F4k(c, ϕ, z)c
−2αk−1dc

]

.Ïðîèçâîëüíûå �óíêöèè uk0, vk0, wk0, ïîÿâèâøèåñÿ â ðåçóëüòàòå èíòåãðèðîâàíèÿ ñè-ñòåìû (11), îïðåäåëÿþòñÿ ïðè ïîìîùè óñëîâèé (4). Äëÿ ýòîãî c0(t, ϕ, z) ïîäñòàâëÿåòñÿâ ïðàâûå ÷àñòè ðÿäîâ (7), à V0(t, ϕ, z), � â ëåâûå èõ ÷àñòè. �àñêëàäûâàÿ ïîëó÷èâøèåñÿêîý��èöèåíòû ïî ñòåïåíÿì t è ïðèðàâíèâàÿ êîý��èöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïå-íÿõ, ïîëó÷èì ëèíåéíûå àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû. Óñëîâèå c0(0, ϕ, z) > 0 ãàðàíòèðóåò,÷òî ãëàâíûå îïðåäåëèòåëè ýòèõ ñèñòåì îòëè÷íû îò íóëÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, uk0, vk0, wk0îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî.Äåòàëüíîå èññëåäîâàíèå ñòðóêòóðû êîý��èöèåíòîâ ðÿäîâ (7) ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåéëåììå.Ëåììà 1. Ïðè 1 < γ < 3 êîý��èöèåíòû ðÿäîâ (7) ïðè k > 1 èìåþò âèä
rk+1 = ek(z, ϕ) + cP1k(c, c ln c, c

λ), uk = ak(z, ϕ) + cP2k(c, c ln c, c
λ),

vk = bk(z, ϕ) + cP3k(c, c ln c, c
λ), wk = dk(z, ϕ) + cP4k(c, c ln c, c

λ),ãäå Pik � ìíîãî÷ëåíû îò óêàçàííûõ àðãóìåíòîâ, èõ ñòåïåíè íå ïðåâûøàþò Ak, êî-ý��èöèåíòû ìíîãî÷ëåíîâ åñòü àíàëèòè÷åñêèå �óíêöèè îò z è ϕ, λ > 0, A, λ = onst,
i = 1, 2, 3, 4.Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû àíàëîãè÷íî ñîîòâåòñòâóþùèì äîêàçàòåëüñòâàì èç [2�11℄ èïðîâîäèòñÿ èíäóêöèåé ïî k . Ñíà÷àëà äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî Gki îáëàäàþò íóæíîé ñòðóê-òóðîé, à çàòåì íåïîñðåäñòâåííûì èíòåãðèðîâàíèåì âûÿñíÿåòñÿ, ÷òî gk îáëàäàþò óêà-çàííîé ñòðóêòóðîé. Îòìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò [2�6℄ â äàííîì ñëó÷àå, êàê è â çàäà÷å îáèñòå÷åíèè ñàìîãðàâèòèðóþùåãî ãàçà [7�9, 11℄, â êîý��èöèåíòàõ ðÿäà (7) ïðèñóòñòâóþòñëàãàåìûå, ó êîòîðûõ íåò ñîìíîæèòåëÿ c. Ýòî òðåáóåò áîëåå äåòàëüíîãî èññëåäîâàíèÿñòðóêòóðû êîý��èöèåíòîâ. Íà îñíîâàíèè ëåììû ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ðåøåíèå çà-äà÷è î ðàñïàäå ðàçðûâà ïðåäñòàâèìî â âèäå

r = r0(t, z, ϕ) + cr1(t, c, ϕ, z), u = U0(t, z, ϕ) + cU1(t, c, ϕ, z),

v = V 0(t, z, ϕ) + cV 1(t, c, ϕ, z), w =W 0(t, z, ϕ) + cW 1(t, c, ϕ, z).



×èñëåííî-àíàëèòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ãàçîâûõ òå÷åíèé... 61Çäåñü
r0(t, z, ϕ) = f(z, ϕ) +

∞
∑

k=1

ek(z, ϕ)
tk

k!
, U0(t, z, ϕ) =

∞
∑

k=1

ak(z, ϕ)
tk

k!
,

V 0(t, z, ϕ) =
∞
∑

k=1

bk(z, ϕ)
tk

k!
, W 0(t, z, ϕ) =

∞
∑

k=1

dk(z, ϕ)
tk

k!
. (12)Äëÿ �óíêöèé r0(t, z, ϕ), U0(t, z, ϕ), V 0(t, z, ϕ), W 0(t, z, ϕ) ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿëåììà.Ëåììà 2. �ÿäû (12) ðåøàþò âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó

rt +
1

r
rϕv + rzW = U,

Ut +
1

r
Uϕv + UzW =

V 2

r
+ 2Ω3V − (2Ω2 cosϕ)W,

Vt +
1

r
VϕV + VzW = −

UV

r
− 2Ω3U + (2Ω2 cosϕ)W,

Wt +
1

r
WϕV +WzW = (2Ω2 cosϕ)U − (2Ω2 sinϕ)V − g,

r(0, z, ϕ) = f(z, ϕ), U(0, z, ϕ) = u00(z, ϕ),

V (0, z, ϕ) = v00(z, ϕ), W (0, z, ϕ) = w00(z, ϕ). (13)Ëåììà äîêàçûâàåòñÿ ðàçëîæåíèåì â ðÿä ïî ñòåïåíÿì t ðåøåíèÿ çàäà÷è (13) è ñðàâ-íåíèåì ïîëó÷åííûõ ðÿäîâ ñ ðÿäàìè (12). �ÿäû îêàçûâàþòñÿ ðàâíûìè.Ñèñòåìà (13) íå èìååò îñîáåííîñòåé â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî òî÷êè ñ r = 0 íå ðàñ-ñìàòðèâàþòñÿ. Ïîýòîìó çàäà÷à (13) ïî òåîðåìå Êîâàëåâñêîé [14℄ èìååò åäèíñòâåííîåëîêàëüíî-àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå, êîòîðîå ìîæíî ïðåäñòàâèòü ðÿäàìè (12). Ñëåäîâà-òåëüíî, ðÿäû (12) ñõîäÿòñÿ.Íà îñíîâàíèè ïðèâåäåííûõ ëåìì äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.Òåîðåìà 2. Äëÿ 1 < γ < 3 ïðè 0 ≤ t ≤ t0 îáëàñòü ñõîäèìîñòè ðÿäîâ (7), àòàêæå ðÿäîâ, çàäàþùèõ gt, gc, gϕ, gz, ïîêðûâàåò âñþ îáëàñòü òå÷åíèÿ îò Γ1 äî Γ0âêëþ÷èòåëüíî. Ïðè ýòîì çàêîí äâèæåíèÿ ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ èçðåøåíèÿ çàäà÷è (13).Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâàì èç [2�11℄ è ïðîâîäèòñÿ ïî ìå-òîäèêå [2℄, ïîçâîëÿþùåé óñòàíîâèòü íåîãðàíè÷åííîñòü îáëàñòè ñõîäèìîñòè ðÿäîâ ïîñîîòâåòñòâóþùåé ïåðåìåííîé â ñëó÷àå ïîëèíîìèíàëüíîé ñòðóêòóðû êîý��èöèåíòîâðÿäà. Ëîêàëüíàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäîâ (7) â îáëàñòè
|z − z0| < r1, |ϕ− ϕ0| < r2, |c− c0| < r3, |t| < r4, r1, r2, r3, r4 = onst > 0ñëåäóåò èç òåîðåìû 1. Ïîñêîëüêó êîý��èöèåíòû ðÿäîâ (7) åñòü ìíîãî÷ëåíû îò c, c ln c, cλè ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíîâ íå âûøå Ak, òî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿM > 0òàêàÿ, ÷òî ðÿäû (7) ñõîäÿòñÿ â îáëàñòè M · ξ1 · ξ2 · ξ3 · |t| < 1, ãäå

ξ1 = max{c, |c ln c|, cλ, 1}, ξ2 = max




1,
1

1−
z − z0

r1











, ξ3 = max




1,
1

1−
ϕ− ϕ0

r2











.



62 Ñ.Ë. Äåðÿáèí, À.Â. ÌåçåíöåâÏîýòîìó äëÿ 0 ≤ c ≤ c0 òî÷êà c = 0, îïðåäåëÿþùàÿ çàêîí äâèæåíèÿ ñâîáîäíîé ïîâåðõ-íîñòè Γ0, âêëþ÷àåòñÿ â îáëàñòü ñõîäèìîñòè ðÿäîâ (7).Òàêèì îáðàçîì, íà îñíîâàíèè òåîðåìû 2 ïîëó÷åíî ðåøåíèå çàäà÷è î ðàñïàäå ñïå-öèàëüíîãî ðàçðûâà â âèäå ðÿäîâ (7), ñõîäÿùèõñÿ ïðè ìàëûõ t âî âñåé îáëàñòè âîëíûðàçðÿæåíèÿ îò Γ1 äî Γ0 âêëþ÷èòåëüíî.Çàìå÷àíèå 1. Èç ïîñòðîåííîãî ðåøåíèÿ (7) ñëåäóåò, ÷òî ñ ïîìîùüþ íà÷àëüíûõóñëîâèé íåâîçìîæíî ïîëó÷èòü îñåñèììåòðè÷íûå òå÷åíèÿ ãàçà, ò. å. ó÷åò ñèë Êîðèîëèñàäåëàåò çàäà÷ó ïðèíöèïèàëüíî òðåõìåðíîé.Çàìå÷àíèå 2. Â ðàáîòàõ [7�9, 11℄ çàêîí äâèæåíèÿ ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè íàõîäèë-ñÿ èç ðåøåíèÿ ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Â äàííîé ðàáîòåýòîò çàêîí íàõîäèòñÿ èç ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîä-íûìè (13), äàæå ÷èñëåííûé àíàëèç êîòîðîé ïðåäñòàâëÿåò îïðåäåëåííûå òðóäíîñòè.2. Çàäà÷à î íåïðåðûâíîì ïðèìûêàíèè ãàçà ê âàêóóìóÈç çàìå÷àíèé 1, 2 ñëåäóåò, ÷òî èññëåäóåìàÿ çàäà÷à ïðèíöèïèàëüíî òðåõìåðíà è ìî-äåëèðîâàíèå çàêîíà äâèæåíèÿ ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõïðåäñòàâëÿåò áîëüøèå òðóäíîñòè. Ïîýòîìó çàäà÷ó î íåïðåðûâíîì ïðèìûêàíèè ãàçà êâàêóóìó áóäåì èññëåäîâàòü â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.Ïóñòü â ìîìåíò âðåìåíè t = t0 òðåõìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü Γ ñ óðàâíåíèåì z = φ(x, y)îòäåëÿåò èäåàëüíûé ïîëèòðîïíûé ãàç îò âàêóóìà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ãàç íàõîäèòñÿñíàðóæè, à âàêóóì � âíóòðè ïîëîñòè. Â ìîìåíò âðåìåíè t = t0 èçâåñòíû ðàñïðåäåëå-íèÿ ïàðàìåòðîâ ãàçà: V = V0(x) = {u0(x), v0(x), w0(x)} � âåêòîðû ñêîðîñòè ãàçà, ãäå
u0, v0, w0 � ïðîåêöèè âåêòîðà ñêîðîñòè íà äåêàðòîâû êîîðäèíàòû; c = c0(x) � ñêîðîñòèçâóêà ãàçà.Äàëåå çàäà÷à èññëåäóåòñÿ ïðè óñëîâèè, ÷òî ïëîòíîñòü ãàçà, à ñëåäîâàòåëüíî, è ñêî-ðîñòè çâóêà â ãàçå c âî âñå ìîìåíòû âðåìåíè ðàâíû íóëþ íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòèãàç�âàêóóì Γ0: c(t,x)|Γ0 = 0. Çàêîí äâèæåíèÿ ïîâåðõíîñòè Γ0 (Γ0|t=t0 = Γ) çàðàíååíåèçâåñòåí è îïðåäåëÿåòñÿ â õîäå ðåøåíèÿ çàäà÷è, ò. å. èññëåäóåòñÿ çàäà÷à ñî ñâîáîäíîéãðàíèöåé. Ê ñîæàëåíèþ, äëÿ çàäà÷è î íåïðåðûâíîì ïðèìûêàíèè ãàçà ê âàêóóìó ìûíå ìîæåì â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ óñëîâèé âçÿòü ðåøåíèå çàäà÷è î ðàñïàäå ñïåöèàëüíîãîðàçðûâà, ïîñêîëüêó ìåòîä õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ðÿäîâ [3℄ òðåáóåò àíàëèòè÷åñêèõ íà÷àëü-íûõ äàííûõ, à ïîñòðîåííîå ðåøåíèå çàäà÷è î ðàñïàäå ñïåöèàëüíîãî ðàçðûâà çàâåäîìîíå àíàëèòè÷íî â îêðåñòíîñòè ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè (c = 0). Ïîýòîìó �óíêöèÿ φ(x, y),çàäàþùàÿ ïîâåðõíîñòü Γ, à òàêæå �óíêöèè V0, c0 ïðåäïîëàãàþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè.Â ñèñòåìå (1) ââåäåì íîâóþ íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ η = z − z0(t, x, y), ãäå z =
z0(t, x, y) � íåèçâåñòíûé çàêîí äâèæåíèÿ ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè Γ0. Ïîñêîëüêó â íà-÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè Γ0 ñîâïàäàåò ñ Γ, òî z0(t0, x, y) = φ(x, y) Çàìåòèì, ÷òî ââåäÿíîâóþ íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèíÿëè ïîâåðõíîñòü Γ0 çà íîâóþêîîðäèíàòíóþ ïëîñêîñòü η = 0.Ïåðåïèøåì ñèñòåìó (1) â íîâûõ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ
ct + cxu+ cyv + (w − z0t − z0xu− z0yv)cη +

γ − 1

2
c(ux + vy + wη − z0xuη − z0yvη) = 0,

ut + uxu+ uyv + (w − z0t − z0xu− z0yv)uη +
2

γ − 1
c(cx − z0xcη) = 2Ω3v − 2Ω2w,
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vt + vxu+ vyv + (w − z0t − z0xu− z0yv)vη +

2

γ − 1
c(cy − z0ycη) = −2Ω3u,

wt + wxu+ wyv + (w − z0t − z0xu− z0yv)wη +
2

γ − 1
ccη = 2Ω2u− g. (14)Äëÿ ñèñòåìû (14) ïðè t = t0 èìååì óñëîâèÿ:

c(t0, x, y, η) = c0(x, y, η + φ(x, y)),

u(t0, x, y, η) = u0(x, y, η + φ(x, y)),

v(t0, x, y, η) = v0(x, y, η + φ(x, y)),

w(t0, x, y, η) = w0(x, y, η + φ(x, y)), (15)à òàêæå óñëîâèå íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè Γ0, ò. å. ïðè η = 0:
c(t, x, y, 0) = 0. (16)×òîáû ðåøèòü ïîñòàâëåííóþ íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó (14)�(16), íåîáõîäèìî, â ÷àñò-íîñòè, íàéòè çàêîí äâèæåíèÿ ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè Γ0 (ò. å. �óíêöèþ z = z0(t, x, y)),à òàêæå çíà÷åíèÿ ãàçîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ íà íåé. Äëÿ ýòîãî â ñèñòåìå (14) ïîëî-æèì η = 0 è, ó÷èòûâàÿ óñëîâèå (16), ïîëó÷èì

z0t + z0xu0 + z0yv0 = w0,

u0t + u0xu0 + u0yv0 = 2Ω3v0 − 2Ω2w0,

v0t + v0xu0 + v0yv0 = −2Ω3u0,

w0t + w0xu0 + w0yv0 = 2Ω2u0 − g. (17)Èç óñëîâèé (15) ïðè ïîäñòàíîâêå η = 0 ïîëó÷àþòñÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ñèñòå-ìû (17):
z0(t0, x, y) = φ(x, y),

u0(t0, x, y) = u0(x, y, φ(x, y)),

v0(t0, x, y) = v0(x, y, φ(x, y)),

w0(t0, x, y) = w0(x, y, φ(x, y)). (18)Ïîñêîëüêó ñèñòåìà (17) àíàëèòè÷åñêàÿ è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (18) çàäàþòñÿ àíàëèòè÷å-ñêèìè �óíêöèÿìè, òî ïî òåîðåìå Êîâàëåâñêîé [13℄ çàäà÷à (17), (18) èìååò åäèíñòâåííîåàíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå
z0 = z00(t, x, y), u0 = u00(t, x, y), v0 = v00(t, x, y), w0 = w00(t, x, y). (19)Òåïåðü äëÿ ñèñòåìû (14), èñïîëüçóÿ ðåøåíèå (19), ñòàâèì äðóãóþ íà÷àëüíî-êðàåâóþçàäà÷ó � ñ äàííûìè íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè Γ0 (η = 0)

c(t, x, y, 0) = 0,

u(t, x, y, 0) = u00(t, x, y),

v(t, x, y, 0) = v00(t, x, y),

w(t, x, y, 0) = w00(t, x, y) (20)è  íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (15).



64 Ñ.Ë. Äåðÿáèí, À.Â. ÌåçåíöåâÒåîðåìà 2. Ñóùåñòâóåò t∗ > t0 òàêîå, ÷òî ïðè t0 ≤ t ≤ t∗ â íåêîòîðîé îêðåñò-íîñòè Γ0 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ëîêàëüíî-àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (14),(15), (20).Äîêàçàòåëüñòâî äàííîé òåîðåìû ñâîäèòñÿ, êàê è â [2℄, ê òåîðåìå î ñóùåñòâîâàíèèåäèíñòâåííîãî àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ó õàðàêòåðèñòè÷åñêîé çàäà÷è Êîøè ñòàíäàðò-íîãî âèäà [2℄. Çàäà÷à (14), (20) ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé çàäà÷åé Êîøè ñ äàííû-ìè íà õàðàêòåðèñòèêå êðàòíîñòè, ðàâíîé ïÿòè, ïîýòîìó äëÿ ïîñòðîåíèÿ åäèíñòâåííîãîëîêàëüíî-àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ íàäî çàäàòü ïÿòü äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé. Ýòèìèóñëîâèÿìè è ÿâëÿþòñÿ (15).Äëÿ êîíñòðóêòèâíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (14), (15), (20) ðàçëîæèì åãîâ ðÿä ïî ñòåïåíÿì η:
q(t, x, y, η) =

∞
∑

k=0

qk(t, x, y)
ηk

k!
, q = {c, u, v, w}, (21)÷òî ïðè ìàëûõ η âîçìîæíî â ñèëó àíàëèòè÷íîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è (14), (15), (20) âíåêîòîðîé îêðåñòíîñòè Γ0.Â ñèñòåìå (14) ïîëîæèì η = 0 è, ó÷èòûâàÿ (20), ïîëó÷èì òîæäåñòâî.Åñëè ïðîäè��åðåíöèðîâàòü ñèñòåìó (14) ïî η è ïîëîæèòü η = 0, òî áóäåì èìåòüñèñòåìó òðàíñïîðòíûõ óðàâíåíèé (ñì. [2�10℄)

c1t + c1xu0 + c1yv0 +
γ + 1

2
(w1 − z0xu1 − z0yv1)c1 +

γ − 1

2
(u0x + v0y)c1 = 0,

u1t + u1xu0 + u1yv0 + (w1 − z0xu1 − z0yv1)u1 −
2

γ − 1
z0xc

2
1+

+u0xu1 + (u0y − 2Ω3)v1 + 2Ω2w1 = 0,

v1t + v1xu0 + v1yv0 + (w1 − z0xu1 − z0yv1)v1 −
2

γ − 1
z0yc

2
1+

+(v0x + 2Ω3)u1 + v0yv1 = 0,

w1t + w1xu0 + w1yv0 + (w1 − z0xu1 − z0yv1)w1 +
2

γ − 1
c21+

+(w0x − 2Ω2)u1 + w0yv1 = 0, (22)ðåøåíèå êîòîðîé îïèñûâàåò ïîâåäåíèå ïåðâûõ âûâîäÿùèõ ñ Γ0 ïðîèçâîäíûõ ãàçîäèíà-ìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ.Ïðîäè��åðåíöèðóåì ñèñòåìó (14) ïî η k ðàç, ïîëîæèì η = 0 è, ó÷èòûâàÿ óæåíàéäåííûå êîý��èöèåíòû ðÿäà (21), áóäåì èìåòü
ckt + ckxu0 + ckyv0 +

(

γ − 1

2
k + 1

)

c1(wk − z0xuk − z0yvk)+

+

(

γ − 1

2
+ k

)

ck(w1 − z0xu1 − z0yv1) +
γ − 1

2
ck(u0x + v0y) = F1k(t, x, y),

ukt + ukxu0 + ukyv0 + k(w1 − z0xu1 − z0yv1)uk + u0xuk + u0yvk+

+(wk − z0xuk − z0yvk)u1 −
2

γ − 1
(k + 1)z0xc1ck − 2Ω3vk + 2Ω2wk = F2k(t, x, y),
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vkt + vkxu0 + vkyv0 + k(w1 − z0xu1 − z0yv1)vk + v0xuk + v0yvk+

+(wk − z0xuk − z0yvk)v1 −
2

γ − 1
(k + 1)z0yc1ck + 2Ω2uk = F3k(t, x, y),

wkt + wkxu0 + wkyv0 + k(w1 − z0xu1 − z0yv1)wk + w0xuk + w0yvk+

+(wk − z0xuk − z0yvk)w1 +
2

γ − 1
(k + 1)c1ck − 2Ω2uk = F4k(t, x, y). (23)Ôóíêöèè Fik(t, x, y), 1 ≤ i ≤ 4, èçâåñòíûì îáðàçîì çàâèñÿò îò óæå íàéäåííûõ êî-ý��èöèåíòîâ ðÿäà (21) ql, l < k, è ââèäó ãðîìîçäêîñòè íå ïðèâîäÿòñÿ. Åäèíñòâåííîåðåøåíèå ñèñòåì (22), (23) ïîëó÷àåòñÿ ïðè çàäàíèè íà÷àëüíûõ óñëîâèé qk(t0, x, y), êîòî-ðûå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ïðè ðàçëîæåíèè â ðÿä ïî ñòåïåíÿì η óñëîâèé (15).Ñèñòåìû (23) ëèíåéíû, ïîýòîìó ïåðâûå îñîáåííîñòè ðåøåíèé ýòèõ ñèñòåì ñîâïà-äàþò ñ îñîáåííîñòÿìè ðåøåíèé ñèñòåì (17), (22). Ôóíêöèè (19), çàäàþùèå ðåøåíèåñèñòåìû (17), îñîáåííîñòåé íå èìåþò, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìîìåíòà âðåìå-íè t = t∗, ÿâëÿþùåãîñÿ ãðàíè÷íîé òî÷êîé îáëàñòè ñõîäèìîñòè ðÿäîâ (21), íåîáõîäèìîèññëåäîâàòü ñèñòåìó òðàíñïîðòíûõ óðàâíåíèé (22).Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå çàäà÷è î íåïðåðûâíîì ïðèìûêàíèè ãàçà ê âàêóóìó â óñëî-âèÿõ äåéñòâèÿ ñèë òÿãîòåíèÿ è Êîðèîëèñà ïîñòðîåíî â âèäå ðÿäîâ, ñõîäÿùèõñÿ â îêðåñò-íîñòè ñâîáîäíîé ãðàíèöû ãàç�âàêóóì. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ çàêîíà äâèæåíèÿ ñâîáîäíîé ïî-âåðõíîñòè ïîëó÷åíà ñèñòåìà äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè.3. ×èñëåííî-àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ïîâåäåíèÿñâîáîäíîé ãðàíèöûÈññëåäóåì ñèñòåìó (17) ñ ïîìîùüþ ñåìåéñòâà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êðèâûõ [13℄, ÿâëÿ-þùèõñÿ ðåøåíèÿìè ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Â ñëó÷àåóðàâíåíèé (17) ýòà ñèñòåìà èìååò âèä

dt

dτ
= 1,

dx

dτ
= u0,

dy

dτ
= v0,

dz0

dτ
= w0,

du0

dτ
= 2Ω3v0 − 2Ω2w0,

dv0

dτ
= −2Ω3u0,

dw0

dτ
= 2Ω2u0 − g. (24)Ïîñëåäíèå òðè óðàâíåíèÿ (24) ñîâïàäàþò ñ èçâåñòíîé ñèñòåìîé îáûêíîâåííûõ äè��å-ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé [12, 15, 16℄, îïèñûâàþùåé äâèæåíèå îòäåëüíîé ìàòåðèàëüíîéòî÷êè ïîä äåéñòâèåì ñèë òÿãîòåíèÿ è Êîðèîëèñà. Â ðàáîòàõ [15, 16℄ ðåøåíèå ýòîé ñè-ñòåìû áûëî ïîñòðîåíî â âèäå ðÿäîâ, â [12℄ ïîäðîáíî èññëåäîâàëàñü ñèñòåìà äëÿ òàêíàçûâàåìîé òÿæåëîé ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, â êîòîðîé â ïåðâûõ äâóõ óðàâíåíèÿõ ïîëà-ãàåòñÿ w = 0, à òðåòüå óðàâíåíèå ïðîñòî èñêëþ÷àåòñÿ. Â äàííîé ðàáîòå ïîñòðîèì èïðîàíàëèçèðóåì ðåøåíèå ñèñòåìû (24) áåç óïðîùàþùèõ ïðåäïîëîæåíèé.Ïðîèíòåãðèðîâàâ ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (24), ïîëó÷èì τ = t − t0. Òåïåðü âêà÷åñòâå íà÷àëüíûõ óñëîâèé áåðóòñÿ êîîðäèíàòû òî÷êè M0(x00, y00, z00), ëåæàùåé íàíà÷àëüíîé ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè Γ, è çíà÷åíèÿ ãàçîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ (15)

u00, v00, w00, âû÷èñëåííûå â ýòîé òî÷êå. Òîãäà ðåøåíèå ñèñòåìû (24) ñ òàêèìè íà÷àëü-íûìè óñëîâèÿìè çàäàåò òðàåêòîðèþ äâèæåíèÿ òî÷êè, ëåæàùåé íà ñâîáîäíîé ïîâåðõ-íîñòè Γ0.



66 Ñ.Ë. Äåðÿáèí, À.Â. ÌåçåíöåâÏðîèíòåãðèðóåì (24), çàìåòèì, ÷òî Ω =
√

Ω2
2 + Ω2

3. Â èòîãå ïîëó÷èì
u0 = C1 cos(2Ωτ) + C2 sin(2Ωτ) +

cosψ

2Ω
g,

v0 = −C1 sinψ sin(2Ωτ) + C2 sinψ cos(2Ωτ)−
sin 2ψ

2
gτ + C3 cosψ,

w0 = C1 cosψ sin(2Ωτ)− C2 cosψ cos(2Ωτ)− (g sin2 ψ)τ + C3 sinψ,

x =
C1

2Ω
sin(2Ωτ)−

C2

2Ω
cos(2Ωτ) +

cosψ

2Ω
gτ + C4,

y = C1
sinψ

2Ω
cos(2Ωτ) + C2

sinψ

2Ω
sin(2Ωτ)−

sin 2ψ

4
gτ 2 + (C3 cosψ)τ + C5,

z0 = −C1
cosψ

2Ω
cos(2Ωτ)− C2

cosψ

2Ω
sin(2Ωτ)−

sin2 ψ

2
gτ 2 + (C3 sinψ)τ + C6. (25)Çäåñü C1, C2, C3, C4, C5, C6, � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå, ïîÿâèâøèåñÿ â ðåçóëüòàòå èí-òåãðîâàíèÿ.Ó÷èòûâàÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ,

x|t=t0 = x00, y|t=t0 = y00, z0|t=t0 = z00,

u0|t=t0 = u00, v0|t=t0 = v00, w0|t=t0 = w00, (26)ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ äëÿ êîíñòàíò:
C1 = u00 −

cosψ

2Ω
g, C2 = v00 sinψ − w00 cosψ, C3 = v00 cosψ + w00 sinψ,

C4 = x00 +
1

2Ω
(v00 sinψ − w00 cosψ),

C5 = y00 −
sinψ

2Ω
u00 +

sin 2ψ

8Ω2
g,

C6 = z00 +
cosψ

2Ω
u00 −

cos2 ψ

4Ω2
g. (27)Âèä ðåøåíèÿ (25), (27) ïîäòâåðæäàåò èçâåñòíûé âûâîä î òîì, ÷òî ñèñòåìà (24),óðàâíåíèÿ êîòîðîé îïèñûâàþò äâèæåíèå ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè Γ0, èíâàðèàíòíà îòíî-ñèòåëüíî ñäâèãîâ âäîëü îñè z.Èñêëþ÷èì τ èç ÷åòâåðòîãî è ïÿòîãî óðàâíåíèé (25). Äëÿ ýòîãî èç �îðìóë äëÿ x, yíàéäåì ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

C1 sin(2Ωτ)− C2 cos(2Ωτ) = 2Ω

(

x−
cosψ

2Ω
gτ − C4

)

,

C1 cos(2Ωτ) + C2 sin(2Ωτ) =
2Ω

sinψ

(

y +
1

4
sin(2ψ)gτ 2 − C3τ − C5

)

. (28)Âîçâîäÿ â êâàäðàò îáå ÷àñòè ðàâåíñòâ (28) è ñêëàäûâàÿ ïîëó÷èâøèåñÿ âûðàæåíèÿ,áóäåì èìåòü
C2

1 + C2
2 = 4Ω2

(

x−
cosψ

2Ω
gτ − C4

)2

+
4Ω2

sin2 ψ

(

y +
1

4
sin(2ψ)gτ 2 − C3τ − C5

)2

. (29)



×èñëåííî-àíàëèòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ãàçîâûõ òå÷åíèé... 67Ëèíèÿ (29), ÿâëÿþùàÿñÿ ïðîåêöèåé òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ òî÷êè íà ñâîáîäíîé ïîâåðõ-íîñòè Γ0 íà ïëîñêîñòü xOy, ìîæåò áûòü íàçâàíà ýëëèïñîì Êîðèîëèñà, ïàðàìåòðû êî-òîðîãî ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû
a2 =

C2
1 + C2

2

4Ω2
, b2 =

(C2
1 + C2

2) sin
2 ψ

4Ω2
,

x0(τ) =
cosψ

2Ω
gτ + C4, y0(τ) = −

1

4
sin(2ψ)gτ 2 + C3τ + C5. (30)Çäåñü a, b � ïîëóîñè ýëëèïñà, x0(τ), y0(τ) � êîîðäèíàòû öåíòðà ýëëèïñà. Åñëè èñêëþ-÷èòü τ èç äâóõ ïîñëåäíèõ ñîîòíîøåíèé (30), òî ïîëó÷èì óðàâíåíèå

y0 = C5 +
2ΩC3

g cosψ
(x0 − C4)− Ω sinψ(x0 − C4)

2.Ñëåäîâàòåëüíî, öåíòð ýëëèïñà Êîðèîëèñà (29), â ñâîþ î÷åðåäü, äâèæåòñÿ ïî ïàðàáîëå.Çàìåòèì, ÷òî íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (26) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò êîíñòàíòû (27), à çíà-÷èò, è ïàðàìåòðû ýëëèïñà Êîðèîëèñà, ò. å. äëÿ êàæäûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé (26) ñòðîèòñÿñâîé ýëëèïñ Êîðèîëèñà. Îêîí÷àòåëüíî ìîæíî ñäåëàòü âûâîä: êàæäàÿ ÷àñòèöà, ëåæà-ùàÿ íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè Γ0, äâèæåòñÿ ïî òðàåêòîðèè, â ïðîåêöèè êîòîðîé íàïëîñêîñòü xOy ëåæèò ñâîé ýëëèïñ Êîðèîëèñà ñ ïàðàìåòðàìè, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿ-åìûìè íà÷àëüíûì ïîëîæåíèåì òî÷êè è íà÷àëüíûìè çíà÷åíèÿìè ãàçîäèíàìè÷åñêèõïàðàìåòðîâ.Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî èç àíàëèçà äâèæåíèÿ îòäåëüíûõ ÷àñòèö íà ñâîáîäíîé ïî-âåðõíîñòè Γ0 ñäåëàòü âûâîä î äâèæåíèè âñåé ïîâåðõíîñòè Γ0 äîñòàòî÷íî òðóäíî ïîñëåäóþùèì ïðè÷èíàì:1 � äëÿ êàæäîé ÷àñòèöû, ëåæàùåé íà íà÷àëüíîé ïîâåðõíîñòè, ïðèõîäèòñÿ ñòðîèòüñâîé ýëëèïñ Êîðèîëèñà ñî ñâîèì öåíòðîì è ñâîèìè ïîëóîñÿìè;2 � õîòÿ ïîëóîñè ýëëèïñà ñî âðåìåíåì íå èçìåíÿþòñÿ, åãî öåíòð äâèæåòñÿ, è äàæåâ ïðîåêöèè òðàåêòîðèè íà ïëîñêîñòü xOy âîçíèêàåò äîñòàòî÷íî ñëîæíàÿ êðèâàÿ;3 � êðîìå òîãî, òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ÷àñòèö ÿâëÿþòñÿ ïðîñòðàíñòâåííûìè ëèíè-ÿìè, è áåç ïîñòàíîâêè êîíêðåòíûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé ïîíÿòü, áóäóò ëè îíè äâèãàòüñÿââåðõ èëè âíèç, íåâîçìîæíî.Â ñèëó ïåðå÷èñëåííîãî ðåøåíèå (25) ïðè ïîñòàíîâêå êîíêðåòíûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèéíåîáõîäèìî àíàëèçèðîâàòü ÷èñëåííî.Èñïîëüçóÿ ìåòîä õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êðèâûõ, ñâåäåì [13℄ ñèñòåìó òðàíñïîðòíûõóðàâíåíèé (22) ê âèäó, óäîáíîìó äëÿ ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ:
c1τ +

γ + 1

2

(

w1 −
z0τ

u0
u1 −

z0τ

v0
v1

)

c1 +
γ − 1

2

(

u0τ

u0
+
v0τ

v0

)

c1 = 0,

u1τ +

(

w1 −
z0τ

u0
u1 −

z0τ

v0
v1

)

u1 −
2

γ − 1

z0τ

u0
c21 +

u0τ

u0
u1 +

(

u0τ

v0
− 2Ω3

)

v1 + 2Ω2w1 = 0,

v1τ +

(

w1 −
z0τ

u0
u1 −

z0τ

v0
v1

)

v1 −
2

γ − 1

z0τ

v0
c21 +

(

v0τ

u0
+ 2Ω3

)

u1 +
v0τ

v0
v1 = 0,

w1τ +

(

w1 −
z0τ

u0
u1 −

z0τ

v0
v1

)

w1 +
2

γ − 1
c21 +

(

w0τ

u0
− 2Ω2

)

u1 +
w0τ

v0
v1 = 0. (31)



68 Ñ.Ë. Äåðÿáèí, À.Â. ÌåçåíöåâÑèñòåìà (31) ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìîé îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíå-íèé è ïðè çàäàíèè êîíêðåòíûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ ìîæåò áûòü èññëåäîâàíà ÷èñëåííûìèìåòîäàìè.Â çàêëþ÷åíèå ðàññìîòðèì òå÷åíèå, ïðèìûêàþùåå ê âàêóóìó è â íà÷àëüíûé ìîìåíòâðåìåíè çàêðó÷åííîå êàê òâåðäîå òåëî. Â ðàáîòå [12℄ ïðè ìîäåëèðîâàíèè òå÷åíèÿ ãà-çà â âåðòèêàëüíîé ÷àñòè òîðíàäî èñïîëüçîâàíî öèëèíäðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íîå òå÷åíèå,ïðèìûêàþùåå ê âàêóóìó è èìåþùåå â ãëàâíîé ÷àñòè ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ãàçîäèíàìè-÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ:
c(r) = ω

√

γ − 1

2
(r2 − r2

∗
), u1(r) = 0, u2(r) = ωr, u3(r) = w00 = onst > 0.Çäåñü u1, u2, u3 � ïðîåêöèè âåêòîðà ñêîðîñòè â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, r ≥

r∗. Ýòè çíà÷åíèÿ ãàçîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ âîçüìåì â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ óñëîâèéäëÿ ñèñòåìû (24). Â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò îíè áóäóò èìåòü âèä
c0(x, y, z) = ω

√

γ − 1

2
(x2 + y2 − r2

∗
),

u0(x, y, z) = −ωy, v0(x, y, z) = ωx, w0(x, y, z) = w00,à íà÷àëüíàÿ ñâîáîäíàÿ ïîâåðõíîñòü Γ áóäåò öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ, â îñíîâàíèèêîòîðîé îêðóæíîñòü ðàäèóñà r∗
x2 + y2 = r2

∗
. (32)Â ðàñ÷åòàõ òðàåêòîðèé äâèæåíèÿ ÷àñòèö ïî �îðìóëàì (25) èñïîëüçîâàëèñü áåçðàç-ìåðíûå êîíñòàíòû [12℄

ω = 0.1, Ω = 0.01, ψ =
π

6
, g = 0.09, r∗ = 1.Íà÷àëüíûå äàííûå çàäàâàëèñü â ñîðîêà òî÷êàõ íà÷àëüíîé îêðóæíîñòè (32). Äëÿ ïðî-ñòîòû âîñïðèÿòèÿ íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíû âîñåìü òî÷åê, çà ýâîëþöèåé êîòîðûõ ìû áóäåìñëåäèòü è äàëåå.Âî âñåõ ðàññ÷èòàííûõ âàðèàíòàõ ïîëàãàëîñü z00 = 1, à çíà÷åíèå w00 èçìåíÿëîñü îò0.1 äî 10.�àñ÷åòû ïîêàçàëè ñëåäóþùåå:1 � ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ w00, ïðèíàäëåæàùèõ îòðåçêó [0.1; 10], òðàåêòîðèÿ ÷à-ñòèöû, âûõîäÿùàÿ èç òî÷êè íà÷àëüíîé îêðóæíîñòè (ñì. ðèñ. 2), íåêîòîðîå âðåìÿ τ = τ ∗ÿâëÿåòñÿ âîñõîäÿùåé, ïîñëå ÷åãî ñòàíîâèòñÿ íèñõîäÿùåé. Ïðè ýòîì ÷åì áîëüøå w00, òåìáîëüøå τ ∗. Äëÿ êàæäîé ÷àñòèöû ãàçà âðåìÿ τ ∗ îäíî è òî æå, à âûñîòà ïîäúåìà ñâîÿ:

n 0 1 2 3 4 5 6 7
z0, τ = 0 1 1 1 1 1 1 1 1
z0, τ = 6 5.371 5.349 5.340 5.348 5.370 5.392 5.402 5.393
z0, τ = 10 6.464 6.402 6.375 6.398 6.458 6.520 6.548 6.5242 � âî âñå ìîìåíòû âðåìåíè, ïîêà ÷àñòèöû ãàçà íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè äâèãàëèñüââåðõ, ñîõðàíÿëàñü çàêðóòêà òå÷åíèÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè (ðèñ. 3);
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�èñ. 2. Ïîëîæåíèå òî÷åê íà íà÷àëüíîé îêðóæíîñòè

�èñ. 3. Ïðîåêöèè âîñüìè òî÷åê íà ïëîñêîñòü xOy â ìîìåíòû âðåìåíè τ = 0, 6 è 103 � ñ èçìåíåíèåì âðåìåíè ïðîåêöèÿ ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè íà ïëîñêîñòü xOy îñòà-âàëàñü îêðóæíîñòüþ. �àäèóñ îêðóæíîñòè óâåëè÷èâàëñÿ, à öåíòð ñìåùàëñÿ íà çàïàä(ñóùåñòâåííî) è íà ñåâåð (íåçíà÷èòåëüíî). Çàìåòèì, ÷òî èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [11℄ñëåäóåò, ÷òî ïðè îòñóòñòâèè ñèëû Êîðèîëèñà ñâîáîäíàÿ ïîâåðõíîñòü Γ0 âî âñå ìîìåíòûâðåìåíè ÿâëÿåòñÿ öèëèíäðîì, îñü êîòîðîãî íåïîäâèæíà, à ðàäèóñ óâåëè÷èâàåòñÿ.
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à á�èñ. 4. Òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ âîñüìè (à) è 40 (á) òî÷åê ïðè τ = 0�10Íà ðèñ. 4 ïðèâåäåíû òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ â òå÷åíèè âðåìåíè ïðè τ = 0 � 10 âîñüìèè 40 òî÷åê, êîòîðûå â ìîìåíò âðåìåíè τ = 0 ëåæàëè íà íà÷àëüíîé îêðóæíîñòè.Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷åííûõ äàííûõ ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî â òå÷åíèå íåêîòîðîãîâðåìåíè τ ∗ ÷àñòèöû ãàçà íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè äâèæóòñÿ ïî âîñõîäÿùèì âèíòîâûìëèíèÿì. Ýòè ëèíèè ñóùåñòâåííî äå�îðìèðîâàíû â çàïàäíîì è íåçíà÷èòåëüíî â ñåâåð-íîì íàïðàâëåíèè.Àâòîðû áëàãîäàðÿò Ñ.Ï. Áàóòèíà çà ïîëåçíîå îáñóæäåíèå ðàáîòû.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Ñèäîpîâ À.Ô. Èçáðàííûå òðóäû. Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà. Ì.: Ôèçìàòëèò, 2001. 576 ñ.[2℄ Áàóòèí Ñ.Ï., Äåpÿáèí Ñ.Ë.Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå èñòå÷åíèÿ èäåàëüíîãî ãà-çà â âàêóóì. Íîâîñèáèðñê: Íàóêà, 2005. 390 ñ.[3℄ Áàóòèí Ñ.Ï., Äåpÿáèí Ñ.Ë. Àíàëèòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå èñòå÷åíèÿ èäåàëüíîãî ãàçàâ âàêóóì // Óñïåõè ìåõàíèêè. 2006. Ò. 4, � 1. Ñ. 77�120.[4℄ Áàóòèí Ñ.Ï. Ñõëîïûâàíèå îäíîìåðíîé ïîëîñòè // Ïðèêë. ìàòåìàòèêà è ìåõàíèêà. 1982.Ò. 46, âûï. 1. Ñ. 50�59.[5℄ Áàóòèí Ñ.Ï., Äåðÿáèí Ñ.Ë. Èñòå÷åíèå èäåàëüíîãî ãàçà â âàêóóì // Äîêë. ÀÍ ÑÑÑ�.1983. Ò. 273, � 4. Ñ. 817�820.[6℄ Äåðÿáèí Ñ.Ë. Òðåõìåðíîå èñòå÷åíèå â âàêóóì íåîäíîðîäíîãî äâèæóùåãîñÿ ãàçà // Äè-íàìèêà ñïëîøíîé ñðåäû: Ñá. íàó÷.òð. ÀÍ ÑÑÑ�. Ñèá. îòä-íèå. Èí-ò ãèäðîäèíàìèêè, 1984.Âûï. 65. Ñ. 56�74.
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