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Î ïðèìåíåíèè êîìïàêòíûõ ñõåì äëÿ óðàâíåíèÿêîëåáàíèé â êóñî÷íî-îäíîðîäíûõ ñðåäàõ∗Â.È. ÏààñîíåíÈíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíûõ òåõíîëîãèé ÑÎ �ÀÍ, Íîâîñèáèðñê, �îññèÿÍîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, �îññèÿe-mail: paas�it.ns.ru�àáîòà ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì öèêëà ñòàòåé ïî ïðèìåíåíèþ êîìïàêòíûõ ñõåìñ óíèâåðñàëüíîé âûñîêîòî÷íîé àïïðîêñèìàöèåé ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ëèíèÿõ ðàç-äåëà ñðåä äëÿ ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ ñ ðàçðûâíûìè êîý��èöèåíòàìè è çàêëþ-÷àåòñÿ â ðàñïðîñòðàíåíèè òåõíîëîãèè, ðàçðàáîòàííîé ðàíåå äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõè ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé, íà êðàåâûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé â ñî-ñòàâíûõ îáëàñòÿõ. Ïðåäëàãàþòñÿ �îðìóëû ïîâûøåííîé òî÷íîñòè äëÿ âû÷èñëåíèÿðåøåíèÿ â îñîáûõ óçëàõ ñåòêè (â óãëàõ îáëàñòè, â òî÷êàõ ñîïðÿæåíèÿ íåñêîëüêèõìàòåðèàëîâ è ò. ä.), çàìûêàþùèå âûñîêîòî÷íûé àëãîðèòì â öåëîì.Êëþ÷åâûå ñëîâà: îäíîñòîðîííÿÿ àïïðîêñèìàöèÿ ïîòîêà, ìíîãîòî÷å÷íûå ãðà-íè÷íûå óñëîâèÿ, êîìïàêòíàÿ ñõåìà, êóñî÷íî-îäíîðîäíàÿ ñðåäà, íåîäíîðîäíàÿ îá-ëàñòü, ñõåìà âûñîêîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè, àïïðîêñèìàöèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.Â [1℄ áûëè ðàçðàáîòàíû îáû÷íûå è ïàðàëëåëüíûå àëãîðèòìû ðåàëèçàöèè ðàçíîñò-íûõ ìåòîäîâ äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè â ñîñòàâíûõ îáëàñòÿõ, îïèðàþùèåñÿ íàêîìïàêòíûå ñõåìû âíóòðè îäíîðîäíûõ ïîäîáëàñòåé è íà ìíîãîòî÷å÷íûå îäíîìåðíûå àï-ïðîêñèìàöèè ïîòîêîâ, âõîäÿùèõ âî âíåøíèå è âíóòðåííèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Äàííàÿòåõíîëîãèÿ ñàìîäîñòàòî÷íà ëèøü äëÿ ñëîèñòûõ îáëàñòåé, à äëÿ îáëàñòåé áîëåå ñëîæíîéñòðóêòóðû, èìåþùåé îñîáûå òî÷êè (òî÷êè ñîïðÿæåíèÿ òðåõ èëè ÷åòûðåõ ìàòåðèàëîâ,èçëîìû ãðàíèö, óñòóïû è ò. ä.), íà êàæäîì øàãå ñ÷åòà íåîáõîäèìû äîïîëíèòåëüíûå ëî-êàëüíûå âû÷èñëåíèÿ â ýòèõ òî÷êàõ. Ñîîòâåòñòâóþùèå �îðìóëû äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõçàäà÷, çàìûêàþùèå âû÷èñëèòåëüíûé àëãîðèòì äëÿ øèðîêîãî êëàññà îáëàñòåé è îáåñ-ïå÷èâàþùèå ïðîèçâîëüíûé ïîðÿäîê òî÷íîñòè, ïðåäëîæåíû â [2℄. Â íàñòîÿùåé ðàáîòåíà áàçå êîìïàêòíîé ñõåìû [3℄ òåõíîëîãèÿ [1℄ ñ èäååé çàìûêàíèÿ [2℄ ðàñïðîñòðàíåíà íàñëó÷àé êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé â êóñî÷íî-îäíîðîäíûõ ñðåäàõ.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÄëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé
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Î ïðèìåíåíèè êîìïàêòíûõ ñõåì äëÿ óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé... 93â îäíîðîäíîé îáëàñòè ñàìîé ýêîíîìè÷íîé ÿâëÿåòñÿ, âåðîÿòíî, êîìïàêòíàÿ ñõåìà [3℄,èìåþùàÿ ÷åòâåðòûé ïîðÿäîê òî÷íîñòè îòíîñèòåëüíî øàãîâ ïðîñòðàíñòâåííîé è âðå-ìåííîé ñåòêè. Â äâóìåðíîì ñëó÷àå ñõåìà èìååò âèä
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.Äëÿ åå ïðèìåíåíèÿ â íåîäíîðîäíûõ îáëàñòÿõ, ñîñòàâëåííûõ èç îäíîðîäíûõ ïîäîáëà-ñòåé ñïåöèàëüíîãî âèäà ñ ïîñòîÿííîé ïëîòíîñòüþ ρ è ïîñòîÿííûì ìîäóëåì Þíãà λ,ïðåäñòàâëÿåòñÿ öåëåñîîáðàçíûì ðàñïðîñòðàíèòü èäåþ [1℄ èñïîëüçîâàíèÿ âíóòðè îäíî-ðîäíûõ ïîäîáëàñòåé âûñîêîòî÷íîé ñõåìû, à íà ãðàíèöàõ ðàçäåëà � íåïîñðåäñòâåííîéàïïðîêñèìàöèè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ñ òåì æå ïîðÿäêîì àïïðîêñèìàöèè ñ ïðèìåíåíèåìîäíîìåðíûõ îäíîñòîðîííèõ àíàëîãîâ ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ íà øàáëîíå ñ äîñòàòî÷íûì÷èñëîì óçëîâ.Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íåîäíîðîäíàÿ îáëàñòü ñîñòàâëåíà èç îäíîðîäíûõ ïîäîáëà-ñòåé ñ ïîñòîÿííûìè õàðàêòåðèñòèêàìè, à îäíîðîäíûå ïîäîáëàñòè èìåþò âèä îáúåäè-íåíèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà ïðÿìîóãîëüíèêîâ, îäèíàêîâî îðèåíòèðîâàííûõ âäîëü îñåé. Íàâíåøíåé ãðàíèöå çàäàíû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, ñîãëàñîâàííûå ìåæäó ñîáîé è ñ íà÷àëü-íûìè äàííûìè äëÿ ðåøåíèÿ u è åãî ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè. Íà ãðàíèöàõ ðàçäåëàñðåä ïåðåìåùåíèÿ è íàòÿæåíèÿ â íîðìàëüíîì ê ãðàíèöå íàïðàâëåíèè ïðåäïîëàãàþòñÿíåïðåðûâíûìè:
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. (2)Ïðîäîëæèì âñå âåðòèêàëüíûå è ãîðèçîíòàëüíûå ãðàíèöû äî ïåðåñå÷åíèÿ ñî âñåìèãðàíèöàìè îðòîãîíàëüíîãî íàïðàâëåíèÿ, çàêëþ÷èâ òàêèì îáðàçîì ðåàëüíóþ îáëàñòü âïðÿìîóãîëüíèê, ðàçäåëåííûé â îáîèõ íàïðàâëåíèÿõ íà êëåòêè, ÷àñòü êîòîðûõ ìîæåòëåæàòü âíå îáëàñòè. Ââåäåì ïðÿìîóãîëüíóþ ñåòêó, ðàâíîìåðíóþ â ïðåäåëàõ êàæäîéêëåòêè è ñîãëàñîâàííóþ ñ ãðàíèöàìè. Äëÿ óäîáñòâà äîáàâèì ïî îäíîìó ðÿäó �èêòèâ-íûõ ÿ÷ååê ñî âñåõ ÷åòûðåõ ñòîðîí ïðÿìîóãîëüíèêà, ÷òî ïîçâîëèò ðàññìàòðèâàòü ëþáîéóçåë ñåòêè åäèíîîáðàçíî êàê öåíòðàëüíóþ òî÷êó øàáëîíà, îêðóæåííóþ ÷åòûðüìÿ ñî-ñåäíèìè ÿ÷åéêàìè, âíå çàâèñèìîñòè îò òîãî, ÿâëÿåòñÿ ëè îíà âíóòðåííåé èëè ãðàíè÷íîé.Â ïîñòðîåííîé îáëàñòè êëåò÷àòîé ñòðóêòóðû íàðÿäó ñ äåéñòâèòåëüíûìè âíóòðåííèìèãðàíèöàìè ðàçäåëà ñðåä èìåþòñÿ �èêòèâíûå, ðàçäåëÿþùèå îäèíàêîâûå ñðåäû. Ñ öåëüþóïðîùåíèÿ ëîãèêè àëãîðèòìà ýòè ãðàíèöû óäîáíî ðàññìàòðèâàòü êàê ðàâíîöåííûå äåé-ñòâèòåëüíûì, çàäàâàÿ íà íèõ òàêæå óñëîâèÿ (2), êîòîðûå â ñèëó ñîâïàäåíèÿ çíà÷åíèéìîäóëÿ Þíãà ïî ðàçíûå ñòîðîíû ãðàíèöû ðàçäåëà ïåðåõîäÿò íà �èêòèâíûõ ãðàíèöàõâ óñëîâèÿ ðàâåíñòâà îäíîñòîðîííèõ íîðìàëüíûõ ïðîèçâîäíûõ, ò. å. â óñëîâèÿ ãëàäêîñòèðåøåíèÿ.Ïðè �îðìàëüíîì ñîâïàäåíèè óñëîâèé (2) ñ óñëîâèÿìè íåïðåðûâíîñòè òåìïåðàòóðûè ïîòîêà â òåïëîâûõ çàäà÷àõ ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì àïïðîêñèìèðîâàòü èõ ñîâåð-øåííî òàê æå, êàê ýòî ñäåëàíî â [1℄ ïðè ïðèìåíåíèè âûñîêîòî÷íûõ ñõåì äëÿ óðàâíå-íèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè, ò. å. îäíîñòîðîííèìè ðàçíîñòÿìè íà ìíîãîòî÷å÷íûõ îäíîìåðíûõ



94 Â.È. Ïààñîíåíøàáëîíàõ. Ïðè ýòîì â êàæäîé êëåòêå ñåòêà äîëæíà áûòü íå ñëèøêîì êðóïíîé, ÷òîáûøàáëîí îäíîñòîðîííåé ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèè ïåðâîé ïðîèçâîäíîé íå âûõîäèë çàåå ïðåäåëû. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ñõåìû (1), ÷òîáû ñîõðàíèòü ÷åòâåðòûé ïîðÿäîê àïïðîê-ñèìàöèè íàòÿæåíèÿ, íåîáõîäèìî àïïðîêñèìèðîâàòü ïî ïÿòè òî÷êàì. Ïîýòîìó â êàæäîéêëåòêå äîëæíî áûòü íå ìåíåå ÷åòûðåõ øàãîâ ñåòêè â êàæäîì íàïðàâëåíèè.Èç ñàìîé ñõåìû ðàñùåïëåíèÿ �àêòîðèçîâàííîé ñõåìû (1) ïðè åñòåñòâåííîì îïðåäå-ëåíèè äðîáíîãî øàãà
un+1/2 = A2

un+1 − 2un + un−1

τ 2ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïðîìåæóòî÷íîé âåëè÷èíû âî âñåõ óçëàõ âåðòèêàëüíûõ ãðàíèö, êðî-ìå óãëîâ êëåòîê, âîçíèêàåò òàêîå æå ìíîãîòî÷å÷íîå îäíîìåðíîå ðàçíîñòíîå ãðàíè÷íîåóñëîâèå.Ñõåìà (1) ðàñùåïëÿåòñÿ íà äâå ñîâîêóïíîñòè îäíîìåðíûõ çàäà÷ îáû÷íûì îáðàçîì,ïðè÷åì äëÿ îáîèõ êîîðäèíàòíûõ íàïðàâëåíèé ìàòðèöà îäíîìåðíîé ñèñòåìû ÿâëÿåò-ñÿ ïî÷òè òðåõäèàãîíàëüíîé, èìåþùåé ëèøü �èêñèðîâàííîå, ïî ÷èñëó ãðàíèö ðàçäåëàñðåä, ÷èñëî èçîëèðîâàííûõ ñòðîê ñ äåâÿòüþ íåíóëåâûìè ýëåìåíòàìè. Òàêèå ñèñòåìûëåãêî ñâîäÿòñÿ ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè �äëèííûõ� ñòðîê ê òðåõäèàãîíàëü-íûì ñ ïîñëåäóþùèì ïðèìåíåíèåì ïðîãîíîê ëèáî ðåàëèçóþòñÿ ïàðàëëåëüíî ïî êëåòêàì[1℄ áåç ïðåäâàðèòåëüíîãî ïðèâåäåíèÿ ê òðåõäèàãîíàëüíîìó âèäó. Çàìåòèì, ÷òî ïî ãðà-íèöàì ðàçäåëà ñðåä (ïî ãðàíèöàì êëåòîê) ïðîãîíêè îñóùåñòâèòü íåâîçìîæíî, òàê êàêíåò ñïîñîáà àïïðîêñèìàöèè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé â òåõ óãëàõ êëåòîê, ãäå ñîïðÿãàåòñÿ äî÷åòûðåõ ðàçëè÷íûõ ìàòåðèàëîâ. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ïîñëå ïðîãîíîê â ãîðèçîíòàëüíîì èâåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíèÿõ çíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ íà âåðõíåì ñëîå îïðåäåëÿþòñÿ âñþäó,êðîìå âåðòèêàëüíûõ âíåøíèõ è âíóòðåííèõ ãðàíèö.Çàòåì ðåøåíèå íà âåðõíåì ñëîå îïðåäåëÿåòñÿ ÿâíî âñþäó íà ýòèõ ëèíèÿõ, êðîìåóãëîâ êëåòîê, íåïîñðåäñòâåííî èç ìíîãîòî÷å÷íûõ ðàçíîñòíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, çà-ïèñàííûõ íà âåðõíåì ñëîå è ðàçðåøåííûõ îòíîñèòåëüíî çíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ íà ãðàíèöå.Äëÿ çàâåðøåíèÿ ïðîöåäóðû âû÷èñëåíèÿ ðåøåíèÿ íà âðåìåííîì øàãå òðåáóåòñÿ îïðåäå-ëèòü åãî çíà÷åíèÿ â óãëàõ êëåòîê. Åñëè äàííûé óãîë ïðèíàäëåæèò âíåøíåé ãðàíèöå è íàíåé ïîñòàâëåíî óñëîâèå Äèðèõëå, âû÷èñëåíèÿ íå òðåáóþòñÿ. Åñëè óãîë �èêòèâíûé, ò. å.ëåæèò âíå îáëàñòè, âû÷èñëåíèÿ òàêæå íå íóæíû. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ðàñ÷åòû íåîáõî-äèìû, ïðè÷åì ñ àäåêâàòíîé òî÷íîñòüþ. Ñ ýòîé öåëüþ ïîñòðîèì ñïåöèàëüíûå �îðìóëûçàìûêàíèÿ, àíàëîãè÷íûå ïðåäëîæåííûì â [2℄.2. Ôîðìóëû çàìûêàíèÿ ïîâûøåííîé òî÷íîñòèÔîðìóëû ðàñ÷åòà ðåøåíèÿ â ïðîáëåìíûõ óçëàõ ïîëó÷èì ïóòåì îáîáùåíèÿ îáû÷íîãîñïîñîáà ïîëó÷åíèÿ ñõåìû ñêâîçíîãî ñ÷åòà, èìåþùåé âèä ñèñòåìû ÷åòûðåõ ðàçíîñòíûõóðàâíåíèé, çàïèñàííûõ îòäåëüíî äëÿ êàæäîé èç ÷åòûðåõ ÿ÷ååê, îáðàçóþùèõ øàáëîí.�àññìîòðèì ñòàíäàðòíûé øàáëîí òèïà �ÿùèê� ñ öåíòðîì â �èêñèðîâàííîì óãëóêëåòêè. Îáîçíà÷èì ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ íàòÿæåíèé â öåíòðàëüíîì óçëå øàáëîíà
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,ãäå èíäåêñ k = 1, 2, 3, 4 îçíà÷àåò íîìåð ÿ÷åéêè ñåòêè â äàííîì øàáëîíå ñ íóìåðàöèåéïî ÷àñîâîé ñòðåëêå è íà÷àëîì â ïåðâîì êâàäðàíòå, à λk � ìîäóëü Þíãà äëÿ êàæäîé èç



Î ïðèìåíåíèè êîìïàêòíûõ ñõåì äëÿ óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé... 95÷åòûðåõ ñîñåäíèõ ÿ÷ååê. Êîîðäèíàòíîå íàïðàâëåíèå x èëè y è ïðèíàäëåæíîñòü ê îäíîéèç ÷åòûðåõ ÿ÷ååê îïðåäåëÿåò âîñåìü ðàçëè÷íûõ ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé íàòÿæåíèé, êîãäàòî÷êà ñòðåìèòñÿ ïî ðåáðó ÿ÷åéêè ê öåíòðó øàáëîíà. Ìåñòíûå çíà÷åíèÿ øàãîâ ñåòêèîáîçíà÷èì ÷åðåç h
−x, h+x è h

−y, h+y.Çàïèøåì ðàçíîñòíóþ àïïðîêñèìàöèþ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ äëÿ êàæäîé èç ÷åòûðåõÿ÷ååê:
ρ1

∂2u

∂t2
=

2

h+x

(

λ1∆+xu− q1x
)

+
2

h+y

(

λ1∆+yu− q1y
)

+ f1, (3)
ρ2

∂2u

∂t2
=

2

h+x

(

λ2∆+xu− q2x
)

+
2

h
−y

(

q2y − λ2∆−yu
)

+ f2, (4)
ρ3

∂2u

∂t2
=

2

h
−x

(

q3x − λ3∆−xu
)

+
2

h
−y

(

q3y − λ3∆−yu
)

+ f3, (5)
ρ4

∂2u

∂t2
=

2

h
−x

(

q4x − λ4∆−xu
)

+
2

h+y

(

λ4∆+yu− q4y
)

+ f4. (6)Åñëè áû ∆+ è ∆
−
áûëè çäåñü ïðîñòûìè äâóõòî÷å÷íûìè îïåðàòîðàìè îäíîñòîðîííèõðàçäåëåííûõ ðàçíîñòåé, òî êàæäîå èç óðàâíåíèé (3)�(6) àïïðîêñèìèðîâàëî áû âîëíî-âîå óðàâíåíèå â ñâîåé ÿ÷åéêå ñ ïåðâûì ïîðÿäêîì. Îáîáùåíèå æå ñîñòîèò â òîì, ÷òîýòè îïåðàòîðû îçíà÷àþò ñïåöèàëüíûå ìíîãîòî÷å÷íûå ðàçäåëåííûå îäíîñòîðîííèå ðàç-íîñòè âïåðåä è íàçàä ïî ñîîòâåòñòâóþùåé ïåðåìåííîé. Íàïðèìåð, ðàçíîñòü âïåðåä ïîïåðåìåííîé x çàäàåòñÿ â âèäå

∆+xui,j =
1

h+x

s
∑

k=0

β+

k ui+k,j,ãäå êîý��èöèåíòû β+

k îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèÿ àïïðîêñèìàöèè âûðàæåíèÿ
∂u

∂x
+

h+x

2

∂2u

∂x2ñ ïîðÿäêîì s. Äëÿ èõ âû÷èñëåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé
s
∑

k=0

β+

k k
j = δ1j + δ2j , j = 0, 1, . . . , s,ãäå δmj � ñèìâîë Êðîíåêåðà. �åøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé èìååò âèä

β+

k =
(−1)k+1

k
Ck

s



1 +
1

k

s
∑

j=1

(−1)j(k − j)

j
Cj

s



 , k 6= 0, β+

0 = −
s
∑

k=1

β+

k . (7)Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ëåâîñòîðîííÿÿ ðàçíîñòü
∆

−xui,j =
1

h
−x

0
∑

k=−s

β−

k ui+k,j,îò êîòîðîé òðåáóåòñÿ àïïðîêñèìàöèÿ ñ ïîðÿäêîì s âûðàæåíèÿ
∂u

∂x
−

h
−x

2

∂2u

∂x2
.



96 Â.È. ÏààñîíåíÅå êîý��èöèåíòû îòëè÷àþòñÿ îò (7) òîëüêî çíàêîì:
β−

k = −β+

k , k = 0, 1, . . . , s.Ïðè îïèñàííîì îïðåäåëåíèè îïåðàòîðîâ ∆+ è ∆
−
ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè âîë-íîâîãî óðàâíåíèÿ â êàæäîé ÿ÷åéêå ñîñòàâëÿåò âåëè÷èíó O(hs). Äëÿ íàøåãî ñëó÷àÿäîñòàòî÷íî âçÿòü s = 4, ïðè ýòîì êàæäîå èç óðàâíåíèé ñèñòåìû (3)�(6), êàê è îñíîâíàÿñõåìà (1), èìååò ÷åòâåðòûé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè.Ñèñòåìó (3)�(6) ñëåäóåò äîïîëíèòü óñëîâèÿìè íåïðåðûâíîñòè íàòÿæåíèé

q1x = q4x, q2x = q3x, q1y = q2y , q4y = q3y (8)íà ãðàíèöàõ ñìåæíûõ ÿ÷ååê â ãîðèçîíòàëüíîì è âåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíèÿõ. �àçíîñò-íàÿ ñõåìà èç óðàâíåíèé (3)�(6), (8) ïîëó÷àåòñÿ èõ èíòåãðèðîâàíèåì ïî âñåì íåïóñòûìÿ÷åéêàì øàáëîíà ñ ïîñëåäóþùåé àïïðîêñèìàöèåé ïî äèñêðåòíîé âðåìåííîé ïåðåìåí-íîé. Ïóñòü, íàïðèìåð, öåíòðàëüíûé óçåë øàáëîíà ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííèì. Òîãäà ïóñòûõÿ÷ååê íåò è âñå ÷åòûðå óðàâíåíèÿ èìåþò ñìûñë. Óìíîæèâ óðàâíåíèÿ (3)�(6) íà ïëîùàäèñîîòâåòñòâóþùèõ ÿ÷ååê è ñëîæèâ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû, à çàòåì ðàçäåëèâ ïîëó÷åí-íîå ñîîòíîøåíèå íà ñóììàðíóþ ïëîùàäü ÷åòûðåõ ÿ÷ååê, â ñèëó óñëîâèé (8) ïîëó÷èìàïïðîêñèìàöèþ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ñ ïîãðåøíîñòüþ O(hs):
ρ
∂2u

∂t2
= Ωxu+ Ωyu+ f, (9)ãäå

Ωx =
2 (λ+x∆+x − λ

−x∆−x)

h+x + h
−x

, λ+x =
λ1h+y + λ2h−y

h+y + h
−y

, λ
−x =

λ4h+y + λ3h−y

h+y + h
−y

,

Ωy =
2 (λ+y∆+y − λ

−y∆−y)

h+y + h
−y

, λ+y =
λ1h+x + λ4h−x

h+x + h
−x

, λ
−y =

λ2h+x + λ3h−x

h+x + h
−x

,

ρ è f � óñðåäíåííûå ïî ÷åòûðåì ÿ÷åéêàì ïëîòíîñòü è ïðàâàÿ ÷àñòü (9). Âûðàæåíèåäëÿ ïëîòíîñòè èìååò âèä
ρ =

h+xh+yρ1 + h+xh−yρ2 + h
−xh−yρ3 + h

−xh+yρ4
(h+x + h

−x)(h+y + h
−y)

,àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿåòñÿ è ïðàâàÿ ÷àñòü.Òåïåðü íåîáõîäèìî ïðåîáðàçîâàòü (9) â òðåõñëîéíóþ ñõåìó, ââîäÿ äèñêðåòèçàöèþâðåìåííîé ïåðåìåííîé ñ øàãîì τ è óñðåäíÿÿ ñëàãàåìûå â ïðàâîé ÷àñòè (9) ïî òðåì ñëî-ÿì. Çàìåòèì, ÷òî äàííàÿ çàäà÷à ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò ïàðàáîëè÷åñêîãî ñëó÷àÿ,ãäå äîñòàòî÷íî óñðåäíåíèÿ ïîëóñóììîé, êàê â ñõåìå Êðàíêà�Íèêîëñîí, ïîñêîëüêó òàìðå÷ü øëà î ñõåìàõ âòîðîãî ïîðÿäêà ïî τ . Â äàííîì ñëó÷àå ñõåìà (1) èìååò ïîãðåøíîñòü
O(τ 4+h4), â ñèëó ÷åãî ïðè óñðåäíåíèè â ïðàâîé ÷àñòè (9) âàæíî äîáèòüñÿ òàêæå ÷åòâåð-òîãî ïîðÿäêà ïî âðåìåíè. Ñ ýòîé öåëüþ âîñïîëüçóåìñÿ ïðîèçâîëîì â âûáîðå ïàðàìåòðà



Î ïðèìåíåíèè êîìïàêòíûõ ñõåì äëÿ óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé... 97ñèììåòðè÷íîãî óñðåäíåíèÿ ïî òðåì ñëîÿì (ñ âåñàìè β, (1− 2β) è β). Ââèäó ñèììåòðèèâòîðîé ïîðÿäîê èìååò ìåñòî ïðè ëþáîì β. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè ñïåöèàëüíîìçíà÷åíèè âåñà β = 1/12 äîñòèãàåòñÿ ÷åòâåðòûé ïîðÿäîê:
ρ
un+1 − 2un + un−1

τ 2
= (Ωx + Ωy)

un+1 + 10un + un−1

12
+

fn+1 + 10fn + fn−1

12
. (10)Óðàâíåíèå (10) îòíîñèòñÿ òîëüêî ê óãëàì êëåòêè è çàíèìàåò øàáëîí òèïà �áîëüøîéêðåñò� ïî òðåì âðåìåíí�ûì ñëîÿì. Îíî è èñïîëüçóåòñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðåøåíèÿ â óãëó.Äëÿ ýòîãî ñîîòíîøåíèå (10) íåîáõîäèìî ðàçðåøèòü îòíîñèòåëüíî çíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ âöåíòðå øàáëîíà íà âåðõíåì ñëîå. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ èìåííî ÿâíàÿ �îðìóëà, òàêêàê ðåøåíèå íà âåðõíåì ñëîå âñþäó âíå óãëîâ êëåòîê ê ýòîìó ìîìåíòó óæå íàéäåíîíà ïðåäûäóùèõ ýòàïàõ. Ìîæíî áûëî ïîñòóïèòü èíà÷å � ïîñòðîèòü òðåõñëîéíûå ðàç-íîñòíûå àíàëîãè óðàâíåíèé (3)�(6) ñ âåñîì 1/12, à çàòåì èíòåãðèðîâàòü èõ ïî ÷åòûðåìÿ÷åéêàì, è â ýòîì ñëó÷àå ïðèõîäèì òî÷íî ê ñîîòíîøåíèþ (10).Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àþòñÿ ðàçíîñòíûå ñîîòíîøåíèÿ â ëþáûõ âíåøíèõ óãëàõ êëåòîê,åñëè òàì ïîñòàâëåíû íå óñëîâèÿ Äèðèõëå, à çíà÷åíèÿ íîðìàëüíûõ ïðîèçâîäíûõ ê ãðà-íÿì ÿ÷ååê. Ïóñòü, íàïðèìåð, óçåë ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íûì è ïóñòü â øàáëîíå òîëüêî âòî-ðàÿ ÿ÷åéêà ïóñòàÿ. Òîãäà èç ñèñòåìû âûïàäàåò óðàâíåíèå (4), è ïðè èíòåãðèðîâàíèèòðåõ äðóãèõ óðàâíåíèé (èëè èõ äèñêðåòíûõ àíàëîãîâ) äëÿ èñêëþ÷åíèÿ âåëè÷èí q2x è q3yïîòðåáóåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ óñëîâèÿìè íà ãðàíè÷íûõ ðåáðàõ, êîãäà òî÷êà ãðàíèöûñòðåìèòñÿ ê öåíòðàëüíîìó óçëó øàáëîíà.Åñëè â îêðåñòíîñòè ãðàíè÷íîãî óçëà îòñóòñòâóþò òðè ÿ÷åéêè èç ÷åòûðåõ (ïóñòü ýòîáóäåò âòîðàÿ, òðåòüÿ è ÷åòâåðòàÿ ÿ÷åéêè), òîãäà â ñèñòåìå (3)�(6) îñòàåòñÿ òîëüêî ïåð-âîå óðàâíåíèå, à â ñèñòåìå (8) � ïåðâîå è òðåòüå, âñå îñòàëüíûå �èêòèâíû. È â ýòîìñëó÷àå âñå äîïîëíèòåëüíûå âåëè÷èíû ïðè èíòåãðèðîâàíèè èñêëþ÷àþòñÿ ïóòåì ïðèâëå-÷åíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ q4x, q2y . Ïðè ñîïðÿæåíèè ìàòåðèàëîâ íà ãîðèçîíòàëüíîìèëè âåðòèêàëüíîì ó÷àñòêå ãðàíèöû â ñèñòåìå ïðèñóòñòâóþò âñåãî äâå ÿ÷åéêè èç ÷åòû-ðåõ, òîãäà èç ñèñòåìû (3)�(6) âûïàäàåò äâà óðàâíåíèÿ, à èç (8) � îäíî, ñâÿçûâàþùååâåëè÷èíû â �èêòèâíûõ ÿ÷åéêàõ, è ñèñòåìà ñíîâà çàìûêàåòñÿ. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ ïðîöå-äóðà ïîñòðîåíèÿ �îðìóë äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðåøåíèÿ â óçëå, ãäå ñîïðÿãàåòñÿ äî ÷åòûðåõðàçëè÷íûõ ìàòåðèàëîâ, îäèíàêîâà � èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèé (3)�(6) ïî ïðèñóòñòâó-þùèì ÿ÷åéêàì øàáëîíà è óñðåäíåíèå ðåçóëüòèðóþùåãî óðàâíåíèÿ ïî òðåì ñëîÿì ñâåñîì 1/12, îáåñïå÷èâàþùèì ÷åòâåðòûé ïîðÿäîê ïî âðåìåíè.Ïîñòðîåííûå �îðìóëû çàïîëíÿþò ïðîáåë, ñâÿçàííûé ñ íåîïðåäåëåííîñòüþ â âû÷èñ-ëåíèè ðåøåíèÿ â óçëàõ ñîïðÿæåíèÿ íåñêîëüêèõ ìàòåðèàëîâ è â äðóãèõ îñîáûõ òî÷êàõ,è ñóùåñòâåííî ðàñøèðÿþò êðóã êðàåâûõ çàäà÷, êîòîðûå ìîãóò áûòü ðåøåíû ñ ïîâûøåí-íûì ïîðÿäêîì òî÷íîñòè ñ ïîìîùüþ êîìïàêòíîé ñõåìû äëÿ óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé. Î÷å-âèäíî, ÷òî ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî ïðîáëåìà ðåøàåòñÿ è ïðè áîëüøåì ÷èñëå ïðîñòðàí-ñòâåííûõ ïåðåìåííûõ. Â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, íàïðèìåð, óðàâíåíèé âèäà (3)�(6)äëÿ îòäåëüíûõ ÿ÷ååê ïðîñòðàíñòâåííîãî øàáëîíà áóäåò âîñåìü, çíà÷åíèé íàòÿæåíèÿ âöåíòðå øàáëîíà ïî òðè äëÿ êàæäîé èç âîñüìè ÿ÷ååê, è äëÿ íèõ äâåíàäöàòü åñòåñòâåí-íûõ ñâÿçåé íà ãðàíèöàõ ðàçäåëà ñðåä. Èç äàííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ïðåäëîæåííûìñïîñîáîì ïîëó÷àåòñÿ �îðìóëà ïîâûøåííîé òî÷íîñòè äëÿ âû÷èñëåíèé âî âíóòðåííèõóãëàõ êëåòîê. Âî âíåøíèõ îñîáûõ òî÷êàõ ýòî òàêæå óäàåòñÿ ñäåëàòü ñ ïðèâëå÷åíèåìãðàíè÷íûõ óñëîâèé.
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