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Èññëåäîâàíèå ðåøåíèé óðàâíåíèé ìåëêîé âîäûâ îêðåñòíîñòè ïîäâèæíîé ëèíèè óðåçà∗Ñ.Ï. Áàóòèí, Ñ.Ë. ÄåðÿáèíÓðàëüñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò ïóòåé ñîîáùåíèÿ, Åêàòåðèíáóðã, �îññèÿe-mail: SBautin�math.usart.ru, SDeryabin�math.usurt.ruÀ.Ô. ÑîììåðÍîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, �îññèÿe-mail: nisei�sibmail.ru�.Ñ. ÕàêèìçÿíîâÈíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíûõ òåõíîëîãèé ÑÎ �ÀÍ, Íîâîñèáèðñê, �îññèÿe-mail: khak�it.ns.ruÄëÿ óðàâíåíèé ìåëêîé âîäû ïîñòðîåíû ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ â âè-äå ðÿäîâ, ëîêàëüíî ñõîäÿùèõñÿ â îêðåñòíîñòè ïîäâèæíîé ãðàíèöû âîäà�ñóøà äëÿïðîèçâîëüíîãî ðåëüå�à äíà. Îïðåäåëåíû çàêîí è ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ýòîé ãðàíèöûïðè ðàçëè÷íûõ ðåæèìàõ âçàèìîäåéñòâèÿ âîëíû ñ áåðåãîì. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòà-òû àíàëèòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ ðåøåíèé èñïîëüçîâàíû äëÿ ðàçðàáîòêè íîâûõ àï-ïðîêñèìàöèé êðàåâûõ óñëîâèé íà ïîäâèæíîé ëèíèè óðåçà. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ òåñòîâûõ çàäà÷ ñ ïîìîùüþ ÿâíîé ñõåìû ïðåäèêòîð-êîððåêòîðâòîðîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè íà àäàïòèâíûõ ñåòêàõ, îòñëåæèâàþùèõ ïîëîæå-íèå ãðàíèöû âîäà�ñóøà.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ëèíèÿ óðåçà, ïîëîãèé îòêîñ, íåðîâíîå äíî, ïðîöåññ íàêàòà èîòêàòà âîëíû, óðàâíåíèÿ ìåëêîé âîäû, àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå, ÷èñëåííîå ìîäå-ëèðîâàíèå, êîíå÷íî-ðàçíîñòíàÿ ñõåìà, àäàïòèâíàÿ ñåòêà.ÂâåäåíèåÄëÿ ðàñ÷åòà ðàñïðîñòðàíåíèÿ äëèííûõ âîëí â ìîðñêèõ àêâàòîðèÿõ è íàêàòà òàêèõâîëí íà áåðåã øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èëè ÷èñëåííûå ìåòîäû, îñíîâàííûå íààïïðîêñèìàöèè óðàâíåíèé ìåëêîé âîäû. Ïðè ïðèáëèæåíèè âîëíû ê áåðåãó ëèíèÿ óðåçàíà÷èíàåò ñìåùàòüñÿ â ñòîðîíó ñóøè, ïîýòîìó ðåøåíèå çàäà÷è ïðèõîäèòñÿ îòûñêèâàòüâ îáëàñòè ñ ïîäâèæíîé ãðàíèöåé. Êðîìå òîãî, íà ñàì�îé ëèíèè óðåçà ïîëíàÿ ãëóáèíàâîäû îáðàùàåòñÿ â íóëü, à ÷èñëî Ôðóäà ñòàíîâèòñÿ áåñêîíå÷íûì, ÷òî ñîçäàåò äîïîëíè-òåëüíûå òðóäíîñòè ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè âçàèìîäåéñòâèÿ âîëí ñ áåðåãîì [1℄.Âñëåäñòâèå ýòèõ îáñòîÿòåëüñòâ äëÿ îöåíêè òî÷íîñòè ðàçëè÷íûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðå-øåíèÿ çàäà÷ ñ ïîäâèæíîé ëèíèåé óðåçà, à òàêæå äëÿ êîððåêòíîé ïîñòàíîâêè íà íåéêðàåâûõ óñëîâèé íåîáõîäèìû àíàëèòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ ðåøåíèÿ â ïðî-öåññàõ íàêàòà è îòêàòà âîëí.
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20 Ñ.Ï. Áàóòèí, Ñ.Ë. Äåðÿáèí, À.Ô. Ñîììåð, �.Ñ. ÕàêèìçÿíîâÀíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ ñèñòåìû îäíîìåðíûõ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ìåëêîé âîäû,îïèñûâàþùèå íàêàò è îòêàò íåîáðóøàþùèõñÿ ñòîÿ÷èõ âîëí íà ïëîñêèé îòêîñ, ïîëó÷å-íû â ðàáîòå [2℄. Ïðåäëîæåííûé â íåé ïîäõîä ïîëó÷èë äàëüíåéøåå ðàçâèòèå â ñòàòüÿõ[3, 4℄, â êîòîðûõ ó÷òåíî âëèÿíèå íà÷àëüíîé �îðìû âîëíû íà ïîâåäåíèå òðàåêòîðèèòî÷êè óðåçà è åå ñêîðîñòè. Â [5℄ âûâåäåíà àíàëèòè÷åñêàÿ �îðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿìàêñèìóìà âåðòèêàëüíîãî íàêàòà óåäèíåííîé âîëíû íà îòíîñèòåëüíî êðóòîé ïëîñêèéîòêîñ, ñîïðÿæåííûé ñ ó÷àñòêîì ãîðèçîíòàëüíîãî äíà.Â ïóáëèêàöèÿõ [6 � 9℄ óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ îòíîñèòåëüíî êðóòûõ ïëîñêèõ îòêîñîâìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ âûñîòû íàêàòà íåîáðóøàþùèõñÿ âîëí è ãëóáèíû îòêàòà áóäóòîäèíàêîâûìè äëÿ ëèíåéíîé è íåëèíåéíîé òåîðèé ìåëêîé âîäû, ÷òî ïîçâîëÿåò ðàññ÷è-òûâàòü ìàêñèìàëüíûå çàïëåñêè èëè îòêàòû ñ ïîìîùüþ ïðîñòûõ èíæåíåðíûõ �îðìóëëèíåéíîé òåîðèè, õîòÿ, êîíå÷íî æå, ýòà òåîðèÿ íåâåðíî îïèñûâàåò äåòàëè òå÷åíèÿ. Â ðà-áîòàõ [10 � 12℄ âûïîëíåíî ïîäðîáíîå èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ �îðìû íàáåãàþùåé âîëíûíà ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ âûñîòû è ñêîðîñòè íàêàòà íà ïëîñêèé îòêîñ, ãëóáèíû èñêîðîñòè îòêàòà.�åàëüíûé áåðåãîâîé ñêëîí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êðèâîëèíåéíóþ ïîâåðõíîñòü, ïîýòî-ìó âçàèìîäåéñòâèå âîëí ñ òàêèì áåðåãîì èìååò áîëåå ñëîæíûé õàðàêòåð, ÷åì â ñëó-÷àå ïëîñêîãî îòêîñà, è äëÿ äåòàëüíîãî îïèñàíèÿ ïðîöåññîâ íàêàòà�îòêàòà íåîáõîäèìîèñïîëüçîâàíèå ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ [13℄. Ñàìûì òðóäíûì ïðè ýòîì ÿâ-ëÿåòñÿ ìîäåëèðîâàíèå äâèæåíèÿ ëèíèè óðåçà, ÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, è òåì,÷òî íåáîëüøèå, êàçàëîñü áû, ìîäè�èêàöèè ðàçíîñòíûõ êðàåâûõ óñëîâèé íà ëèíèè óðåçàïðèâîäÿò ê çíà÷èòåëüíûì èçìåíåíèÿì âåëè÷èí çàïëåñêîâ èëè ê íåóñòîé÷èâîñòè ñ÷åòà[14℄. �åçóëüòàòû àíàëèòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé, âûïîëíåííûõ â óêàçàííûõ âûøå ðàáîòàõ,ïîçâîëÿþò îöåíèâàòü çîíû çàòîïëåíèÿ, ìàêñèìàëüíûå àìïëèòóäû êîëåáàíèé óðîâíÿ âî-äû âáëèçè áåðåãà, äðóãèå èíòåãðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè è ìîãóò ñëóæèòü â êà÷åñòâå òå-ñòîâ äëÿ ïðîâåðêè êà÷åñòâà ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ ïî ãëîáàëüíûì õàðàêòåðèñòèêàì (çàâåñü âðåìåíí�îé ïðîìåæóòîê âçàèìîäåéñòâèÿ âîëíû ñ áåðåãîì). Îäíàêî ýòè ðåçóëüòàòûíå äàþò (â îáùåì ñëó÷àå êðèâîëèíåéíîãî äíà) îòâåòà íà âîïðîñ: êàê, çíàÿ ïîëîæåíèåëèíèè óðåçà è ñêîðîñòü åå òî÷åê íà òåêóùåì âðåìåíí�îì ñëîå, ñäåëàòü ïðàâèëüíûå âû-÷èñëåíèÿ ýòèõ õàðàêòåðèñòèê íà ñëåäóþùåì ñëîå. Ïîýòîìó íåîáõîäèìû òåîðåòè÷åñêèåèññëåäîâàíèÿ ðåøåíèÿ â ìàëîì ïî âðåìåíè (íà èíòåðâàëàõ ïîðÿäêà âðåìåíí�îãî øàãàñõåìû) è èññëåäîâàíèÿ ëîêàëüíûõ ñâîéñòâ ðåøåíèÿ â îêðåñòíîñòè ëèíèè óðåçà (ñì. ðà-áîòó [15℄ è áèáëèîãðà�èþ ê íåé), íà îñíîâå êîòîðûõ ìîæíî áûëî áû êîíñòðóèðîâàòüíà ýòîé ëèíèè êîððåêòíûå ÷èñëåííûå êðàåâûå óñëîâèÿ ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ. Äàííûìâîïðîñàì è ïîñâÿùåíà íàñòîÿùàÿ ðàáîòà. Àâòîðàìè âûïîëíåíî àíàëèòè÷åñêîå èññëåäî-âàíèå ðåøåíèé íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ìåëêîé âîäû â îêðåñòíîñòè ãðàíèöû âîäà�ñóøàíå òîëüêî äëÿ ïëîñêîãî îòêîñà, íî è äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðåëüå�à äíà è ïðèëåãàþùåéñóøè. �àññìîòðåíû òðè ðàçëè÷íûõ ðåæèìà âçàèìîäåéñòâèÿ âîëíû ñ áåðåãîì: íàêàòíåîáðóøàþùåéñÿ âîëíû â îáùåì ñëó÷àå, íàêàò íåîáðóøàþùåéñÿ âîëíû â ÷àñòíîì ñëó-÷àå ñîâïàäåíèÿ â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè êàñàòåëüíûõ â òî÷êå óðåçà ê ñâîáîäíîéãðàíèöå è ðåëüå�ó äíà è íàêàò ñ îáðóøåíèåì. �åøåíèÿ ïîñòàâëåííûõ íà÷àëüíî-êðàåâûõçàäà÷ ïîñòðîåíû ïî ìåòîäîëîãèè [16℄ â âèäå ëîêàëüíî ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ. Ïîëó÷åí çà-êîí äâèæåíèÿ òî÷êè óðåçà, è íàéäåíû óñëîâèÿ è ìîìåíòû âðåìåíè, êîãäà îäèí ðåæèìòå÷åíèÿ ïåðåõîäèò â äðóãîé.Âòîðàÿ ÷àñòü ðàáîòû ïîñâÿùåíà èñïîëüçîâàíèþ ïîëó÷åííûõ òåîðåòè÷åñêèõ ðåçóëü-òàòîâ ïðè ïîñòàíîâêå ðàçíîñòíûõ êðàåâûõ óñëîâèé íà ïîäâèæíîé ëèíèè óðåçà. Îò-ìåòèì, ÷òî íàèáîëüøåå ðàñïðîñòðàíåíèå äëÿ ðàñ÷åòà âçàèìîäåéñòâèÿ âîëí ñ áåðåãîì



Èññëåäîâàíèå ðåøåíèé óðàâíåíèé ìåëêîé âîäû... 21ïîëó÷èëè êîíå÷íî-ðàçíîñòíûå ìåòîäû ñêâîçíîãî ñ÷åòà, â êîòîðûõ íåñòàöèîíàðíàÿ îá-ëàñòü òå÷åíèÿ ñ ïîäâèæíîé ëèíèåé óðåçà âêëàäûâàåòñÿ â á�îëüøóþ îáëàñòü ïðîñòîé�îðìû, íàïðèìåð â ïðÿìîóãîëüíèê, ñîäåðæàùèé àêâàòîðèþ, ëèíèþ óðåçà è ïðèëåãà-þùóþ ê áåðåãó ÷àñòü ñóøè. Â ýòîé îáëàñòè ñ íåïîäâèæíîé ãðàíèöåé ðåøàþòñÿ òå æåóðàâíåíèÿ ãèäðîäèíàìèêè, ÷òî è â èñõîäíîé îáëàñòè òå÷åíèÿ, ïðè ýòîì ñóøà ëèáî ïî-êðûâàåòñÿ òîíêîé ïëåíêîé âîäû, óäåðæèâàåìîé ñèëîé òðåíèÿ, ëèáî çàìåíÿåòñÿ ìåëêîéàêâàòîðèåé ñ ãîðèçîíòàëüíûì äíîì, ëèáî â òî÷êàõ ñóøè ñêîðîñòü è ïîëíàÿ ãëóáèíà âî-äû ïîëàãàþòñÿ ðàâíûìè íóëþ. Äëÿ ïðèáëèæåííîãî íàõîæäåíèÿ ïîëîæåíèÿ ïîäâèæíîéëèíèè óðåçà ïðîâîäèòñÿ àíàëèç âû÷èñëåííûõ çíà÷åíèé ïîëíîé ãëóáèíû âîäû íà êàæ-äîì øàãå ïî âðåìåíè [15℄ è ëèíèÿ óðåçà îïðåäåëÿåòñÿ, íàïðèìåð, êàê ãðàíèöà îáëàñòè,â óçëàõ êîòîðîé ïîëíàÿ ãëóáèíà ðàâíà íóëþ [17℄ èëè íå ïðåâûøàåò çàðàíåå çàäàííîéìàëîé âåëè÷èíû [18℄, ëèáî êàêèì-òî èíûì îáðàçîì.Åñòü è äðóãîé ïîäõîä, ïðåäëîæåííûé â [19℄, êîòîðîãî ìû è ïðèäåðæèâàåìñÿ â íàñòî-ÿùåé ðàáîòå, � ñ÷åò ñ âûäåëåíèåì ëèíèè óðåçà, ò. å. â îáëàñòè ñ ïîäâèæíîé ãðàíèöåé.Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ðåøåíèÿ îäíîìåðíûõ çàäà÷ îáëàñòü òå÷åíèÿ ïîêðûâàåòñÿ ðàâíîìåð-íîé ïîäâèæíîé ñåòêîé, îäèí èç êðàéíèõ óçëîâ êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ ïîäâèæíîé òî÷êîéóðåçà. Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå äàííûé ïîäõîä ïîëó÷èë â ðàáîòå [14℄, ãäå, â ÷àñòíîñòè,óêàçàíî, ÷òî ðàçíîñòíûå êðàåâûå óñëîâèÿ â òî÷êå óðåçà ñëåäóåò êîíñòðóèðîâàòü íàîñíîâå àïïðîêñèìàöèè óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, çàïèñàííîãî â ïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäè-íàò. Âî ìíîãèõ ðàáîòàõ (ñì., íàïðèìåð, [20℄) èñïîëüçîâàëèñü ëàãðàíæåâû êîîðäèíàòû,�ïðèâÿçàííûå� ê òî÷êå óðåçà, äâèæóùåéñÿ ïî ïëîñêîìó îòêîñó. Îáùèì íåäîñòàòêîìýòèõ ïóáëèêàöèé ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå îïèñàíèÿ èñïîëüçóåìûõ â òî÷êå óðåçà ðàçíîñò-íûõ êðàåâûõ óñëîâèé.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðèâåäåíû àïïðîêñèìàöèè êðàåâûõ óñëîâèé íà ïîäâèæíîé ëè-íèè óðåçà, îñíîâàííûå íà ðåçóëüòàòàõ àíàëèòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ ðåøåíèé â îêðåñò-íîñòè ýòîé ëèíèè. Ïðîâåäåííûå ðàñ÷åòû òåñòîâûõ çàäà÷ íàêàòà âîëí íà áåðåã ñ èñïîëü-çîâàíèåì ÿâíîé ñõåìû ïðåäèêòîð-êîððåêòîð âòîðîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè íà àäàï-òèâíûõ íåðàâíîìåðíûõ ñåòêàõ, îòñëåæèâàþùèõ ïîëîæåíèå ãðàíèöû âîäà�ñóøà [21℄,ïîêàçàëè ñóùåñòâåííîå ïðåèìóùåñòâî ïðåäëîæåííûõ àïïðîêñèìàöèé ïåðåä èçâåñòíû-ìè èñïîëüçóåìûìè àïïðîêñèìàöèÿìè.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è�àññìîòðèì ïëîñêèé ñëîé æèäêîñòè, îãðàíè÷åííûé ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ è íåïðî-íèöàåìûì äíîì. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî æèäêîñòü íàõîäèòñÿ â ãðàâèòàöèîííîì ïîëå, ÿâ-ëÿåòñÿ íåñæèìàåìîé è íåâÿçêîé. Äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò Oxy âûáèðàåòñÿ òàê,÷òî óðàâíåíèå ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ïîêîÿùåéñÿ æèäêîñòè èìååò âèä y = 0, ïðè ýòîì
y = −h(x) � èçâåñòíàÿ �óíêöèÿ, çàäàþùàÿ ðåëüå� äíà è ïðèëåãàþùåé ñóøè. Áóäåìñ÷èòàòü, ÷òî ïîâåðõíîñòíûå âîëíû ÿâëÿþòñÿ äëèííûìè è ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ïî íîð-ìàëè ê ïðÿìîëèíåéíîé áåðåãîâîé ëèíèè. Ïðè óêàçàííûõ äîïóùåíèÿõ çàäà÷à íàêàòàâîëí íà áåðåã ìîæåò ðåøàòüñÿ [22℄ â ðàìêàõ íåëèíåéíîé ìîäåëè ìåëêîé âîäû ïåðâîãîïðèáëèæåíèÿ, óðàâíåíèÿ êîòîðîé èìåþò âèä

∂u

∂t
+

∂f

∂x
= G, x > x0(t), t > 0. (1)
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�èñ. 1. Ñâîáîäíàÿ ãðàíèöà y = η(x, t) è ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé òî÷êà óðåçà x0(t) (•) ïðè
Hx(x0(t)) 6= 0 (1), Hx(x0(t)) = 0 (2), Hx(x0(t)) = ∞ (3)Çäåñü

u =

(

H
Hu

)

, f(u) =

(

Hu
Hu2 + gH2/2

)

, G(u) =

(

0
gHhx

)

,

t � âðåìÿ; u(x, t) � óñðåäíåííàÿ ïî ãëóáèíå ãîðèçîíòàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ âåêòîðàñêîðîñòè; H = η + h � ïîëíàÿ ãëóáèíà; η(x, t) � îòêëîíåíèå ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè îòíåâîçìóùåííîãî óðîâíÿ y = 0; g � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ; x0(t) � ïîäâèæíàÿëåâàÿ ãðàíèöà îáëàñòè ðåøåíèÿ (ïîäâèæíàÿ òî÷êà óðåçà).Óðàâíåíèÿ (1) äîïîëíÿþòñÿ êðàåâûì
H(x0(t), t) = 0, t ≥ 0, (2)è íà÷àëüíûìè

H(x, 0) = H0(x), u(x, 0) = u0(x), x ≥ x00, (3)óñëîâèÿìè, ãäå x0(t) � èñêîìàÿ êîîðäèíàòà òî÷êè óðåçà (ðèñ. 1), x00 = x0(0) � ïîëîæå-íèå ýòîé òî÷êè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè, ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âîëíà äâè-æåòñÿ ñïðàâà íàëåâî. Â ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ îáëàñòü ðåøåíèÿ îãðàíè÷èâàëàñü ñïðàâàäîñòàòî÷íî óäàëåííîé ãðàíèöåé x = L, íà êîòîðîé ñòàâèëèñü íåîòðàæàþùèå ãðàíè÷íûåóñëîâèÿ [21℄.Óðàâíåíèÿ (1) ìîæíî ïåðåïèñàòü â íåäèâåðãåíòíîé �îðìå
ut +Aux = G, (4)ãäå A = ∂f/∂u � ìàòðèöà ßêîáè. Åå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ1,2 âû÷èñëÿþòñÿ ïî �îð-ìóëàì

λ1 = u−
√

gH, λ2 = u+
√

gH. (5)Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðè x > x0(t) ïîëíàÿ ãëóáèíà ïîëîæèòåëüíà (H(x, t) > 0). Òî-ãäà λ1 6= λ2 è ñèñòåìà óðàâíåíèé (4) èìååò ãèïåðáîëè÷åñêèé òèï. Â òî÷êå óðåçà x0(t)ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (5) îäèíàêîâû (â ñèëó óñëîâèÿ H(x0(t), t) = 0), ïîýòîìó ëèíèÿ
x = x0(t) ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé êðàòíîñòè, ðàâíîé äâóì [15℄, àíàëîãè÷íî òîìó,êàê â çàäà÷å îá èñòå÷åíèè èäåàëüíîãî ãàçà â âàêóóì ðàçäåëÿþùàÿ èõ ãðàíèöà ÿâëÿåòñÿêðàòíîé õàðàêòåðèñòèêîé. Îòìå÷åííàÿ àíàëîãèÿ ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü â ñëó÷àå óðàâ-íåíèé ìåëêîé âîäû ðàçðàáîòàííûé ðàíåå [16℄ ìåòîä ïîëó÷åíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèéóðàâíåíèé èäåàëüíîãî ãàçà â îêðåñòíîñòè ãðàíèöû ãàç�âàêóóì.



Èññëåäîâàíèå ðåøåíèé óðàâíåíèé ìåëêîé âîäû... 232. Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèé ìåëêîé âîäû â îêðåñòíîñòèïîäâèæíîé ëèíèè óðåçàÄëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (1), ïåðåïèñàííîé â âèäå
Ht +Hxu+Hux = 0, ut + uxu+ gHx = gf(x), (6)ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, çàäàííûìè â íåêîòîðûé ìîìåíòâðåìåíè t = t0:

H(x, t0) = H0(x), u(x, t0) = u0(x). (7)Çäåñü f(x) = h′(x). Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ïëîñêîãî îòêîñà, çàäàííîãî �óíêöèåé
y = −h(x) = −k (x− x00) , (8)ãäå x00 � òî÷êà óðåçà â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = t0, èìååì f(x) = k = onst > 0.Â çàâèñèìîñòè îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ, êîòîðûå áóäóò èññëå-äîâàíû îòäåëüíî, à èìåííî: H ′

0(x00) 6= 0, H ′

0(x00) = 0 è H ′

0(x00) = ∞, ïðè ýòîì âñåãäà
H0(x00) = 0. (9)2.1. Ñëó÷àé H

′

0
(x00) 6= 0Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî �óíêöèè u0(x), H0(x), f(x) ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè. Òîãäàïî òåîðåìå Êîâàëåâñêîé [23℄ çàäà÷à (6), (7) èìååò åäèíñòâåííîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå.Ïðåäñòàâèì ýòî ðåøåíèå â âèäå ðÿäà ïî ñòåïåíÿì (t− t0)

q(x, t) =

∞
∑

k=0

qk(x)
(t− t0)

k

k!
, q = (H, u) , (10)è íàéäåì åãî êîý��èöèåíòû. Èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé (7) ïîëó÷àåì, ÷òî

q0(x) = (H0(x), u0(x)) ,à èç óðàâíåíèé (6) ïðè t = t0 ñëåäóåò, ÷òî
H1(x) = −H ′

0u0 −H0u
′

0, u1(x) = gf − gH ′

0 − u′

0u0. (11)Ïîñëåäóþùåå äè��åðåíöèðîâàíèå ñèñòåìû (6) ïî t, ïîäñòàíîâêà t = t0 è óæå íàéäåí-íûõ êîý��èöèåíòîâ ðÿäà (10) äàþò ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:
H2(x) = −H ′

0u1 −H0u
′

1 −H ′

1u0 −H1u
′

0, u2(x) = −gH ′

1 − u′

0u1 − u′

1u0;

· · · · · ·

Hk+1(x) = −
k

∑

n=0

Cn
k (H

′

nuk−n +Hnu
′

k−n), uk+1(x) = −gH ′

k −
k

∑

n=0

Cn
k u

′

nuk−n. (12)Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (6), (7) ïîñòðîåíî â âèäå ñõîäÿùåãîñÿ ðÿ-äà (10). Òåïåðü ìîæíî îïðåäåëèòü çàêîí äâèæåíèÿ òî÷êè óðåçà è åå ñêîðîñòü. Çíàÿðåøåíèå (10), ïåðåïèøåì êðàåâîå óñëîâèå
H(x0(t), t) = 0 (13)
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H0(x0(t))+H1(x0(t))(t− t0)+H2(x0(t))

(t− t0)
2

2
+ · · ·+Hk(x0(t))

(t− t0)
k

k!
+ · · · ≡ 0. (14)Ïîñêîëüêó ïðè èññëåäîâàíèè äàííîãî ñëó÷àÿ ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî H ′

0(x00) 6= 0, òî ñî-ãëàñíî òåîðåìå î íåÿâíîé �óíêöèè ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ëîêàëüíî-àíàëèòè÷åñêàÿ�óíêöèÿ x = x0(t), ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó (x00, t0). Íàéäåì ýòó �óíêöèþ, ïðåäñòàâèâçàêîí äâèæåíèÿ òî÷êè óðåçà â âèäå ðÿäà ïî ñòåïåíÿì (t− t0):
x0(t) = x00 + x01(t− t0) + x02

(t− t0)
2

2
+ · · ·+ x0k

(t− t0)
k

k!
+ · · · (15)×òîáû íàéòè êîý��èöèåíò x01 ðÿäà (15), ïðîäè��åðåíöèðóåì ðàâåíñòâî (14) ïî t:

H ′

0(x0(t))x
′

0(t) +H1(x0(t)) +H ′

1(x0(t))x
′

0(t)(t− t0) +H2(x0(t))(t− t0)+

+H ′

2(x0(t))x
′

0(t)
(t−t0)

2

2
+ · · ·+Hk(x0(t))

(t−t0)
k−1

(k−1)!
+H ′

k(x0(t))x
′

0(t)
(t−t0)

k

k!
+ · · · = 0, (16)è ïîëîæèì â ñîîòíîøåíèè (16) t = t0:

H ′

0(x00)x01 +H1(x00) = 0.Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà íàõîäèì
x01 = −H1(x00)

H ′

0(x00)
. (17)Äè��åðåíöèðóÿ ðàâåíñòâî (16) ïî t è ïîëàãàÿ çàòåì t = t0, ïîëó÷àåì êîý��èöèåíò

x02 = − 1

H ′

0(x00)

[

H2(x00) + 2H ′

1(x00)x01 +H ′′

0 (x00)x
2
01

]

. (18)Äëÿ íàõîæäåíèÿ îñòàëüíûõ êîý��èöèåíòîâ ðÿäà (15) ïðîäè��åðåíöèðóåì ðàâåí-ñòâî (14) k ðàç ïî t (k > 2) è ïîëîæèì t = t0. Â ðåçóëüòàòå áóäåì èìåòü
x03 = − 1

H ′

0(x00)

[

H3(x00) + 3 (H ′

1x02 +H ′

2x01) + 3
(

H ′′

0x01x02 +H ′′

1x
2
01 +H ′′′

0 x
3
01

)

]

,

· · ·

x0k = − 1

H ′

0(x00)

[

Hk(x00) + Fk

]

. (19)Çäåñü Fk � �óíêöèè, èçâåñòíûì îáðàçîì çàâèñÿùèå îò H
(m)
ℓ (x00) è x0n, ãäå 1 ≤ m ≤ k,

0 ≤ ℓ ≤ k − 1, 1 ≤ n ≤ k − 1.Ïîäñòàâëÿÿ ïîñòðîåííûé ðÿä (15) â ðåøåíèå (10), ïîëó÷èì çíà÷åíèå ñêîðîñòè æèä-êîñòè â òî÷êå óðåçà
u
∣

∣

x=x0(t)
= u(x0(t), t) ≡ uo(t). (20)Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ �óíêöèé (15), (20) ââåäåì íîâóþ íåçàâèñèìóþ ïåðåìåí-íóþ
z = x− x0(t). (21)



Èññëåäîâàíèå ðåøåíèé óðàâíåíèé ìåëêîé âîäû... 25Òîãäà âî âñå ìîìåíòû âðåìåíè òî÷êà óðåçà áóäåò èìåòü îäíó è òó æå êîîðäèíàòó z = 0,à ñèñòåìà óðàâíåíèé (6) ïðèìåò âèä
Ht + (u− x0t(t))Hz +Huz = 0, ut + (u− x0t(t))uz + gHz = gf(z + x0(t)).Ïîëîæèâ â ýòîé ñèñòåìå z = 0 è ñîîòâåòñòâåííî H(0, t) = 0, ïîëó÷èì

x0t = uo, x0(t0) = x00,

uo
t + g (Hz|z=0) = gf(x0(t)), uo(t0) = u00, (22)ãäå uo(t) = u(t, z)

∣

∣

z=0
, u00 = u0(x00).Â ñèëó òîãî ÷òî ïîñòðîåííûå �óíêöèè (15), (20) îïðåäåëÿþòñÿ åäèíñòâåííûì îáðà-çîì, îíè îäíîâðåìåííî ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè çàäà÷è (22). Àíàëèç ýòîé çàäà÷è ïîêàçû-âàåò ñëåäóþùåå:1 � çíàÿ �óíêöèè (15), (20), èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (22) ïîëó÷àåì çíà÷åíèåâûâîäÿùåé ñ ïîâåðõíîñòè óðåçà ïðîèçâîäíîé �óíêöèè H(z, t):

Hz|z=0 = f(x0(t))−
1

g
uo
t ; (23)2 � çàêîí äâèæåíèÿ ãðàíèöû óðåçà (15) ñîõðàíÿåòñÿ äî òîãî ìîìåíòà âðåìåíè t = t∗,êîãäà âûâîäÿùàÿ ñ ïîâåðõíîñòè óðåçà ïðîèçâîäíàÿ �óíêöèè H(z, t) ñòàíîâèòñÿ ðàâíîéáåñêîíå÷íîñòè (Hz(0, t∗) = ∞).2.2. Ñëó÷àé H

′

0
(x00) = 0�àâåíñòâî H ′

0(x00) = 0 îçíà÷àåò ñîâïàäåíèå â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = t0 êàñà-òåëüíûõ, ïðîâåäåííûõ ê ïîâåðõíîñòè äíà è ê ïîâåðõíîñòè âîäû â òî÷êå óðåçà (ñì. ðèñ. 1).Ïóñòü âñå ïðîèçâîäíûå H
(l)
0 (x00) = 0 ïðè 0 < l < p, à ïðîèçâîäíàÿ H

(p)
0 (x00) 6= 0.Òîãäà â ñèñòåìå (6) ñäåëàåì âûðîæäåííóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ: âìåñòî �óíêöèè H(x, t)ââåäåì �óíêöèþ θ(x, t) ïî �îðìóëå H = θp. Â ðåçóëüòàòå ñèñòåìà (6) ïåðåïèøåòñÿâ âèäå

θt + θxu+
1

p
θux = 0, ut + uxu+ pgθp−1θx = gf(x). (24)Ïîñêîëüêó H

(l)
0 (x00) = 0 äëÿ 0 < l < p, òî

H0(x) = (x− x00)
pHo(x), (25)ïðè÷åì Ho(x00) 6= 0. Òîãäà θ0(x) = (x− x00)

p

√

Ho(x) è, ñëåäîâàòåëüíî, θ′0(x00) 6= 0.Ââåäåì íîâóþ íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ (21), ãäå x = x0(t) � íåèçâåñòíûé ïîêàçàêîí äâèæåíèÿ òî÷êè óðåçà. Òîãäà â ïåðåìåííûõ z, t ñèñòåìà (24) çàïèøåòñÿ êàê
θt + (u− x0t)θz +

1

p
θuz = 0, ut + (u− x0t)uz + pgθp−1θz = gf(z + x0), (26)íà÷àëüíûå óñëîâèÿ áóäóò èìåòü âèä

θ(z, t0) = θ0(z + x00), u(z, t0) = u0(z + x00), (27)
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θ(z, t)

∣

∣

z=0
= 0. (28)Ïîëàãàÿ â ñèñòåìå (26) z = 0 è ó÷èòûâàÿ (28), ïîëó÷èì

x0t = uo, x0(t0) = x00, uo
t = gf(x0(t)), uo(t0) = u00. (29)Î÷åâèäíî, ÷òî çàäà÷ó (29) ìîæíî ïîëó÷èòü èç çàäà÷è (22), åñëè â ïîñëåäíåé ïîëîæèòü

Hz|z=0 = 0, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî â äàííîì ðàçäåëåñëó÷àÿ.Ïîñêîëüêó �óíêöèÿ f(x) â îêðåñòíîñòè òî÷êè x = x00 ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé, òîðåøåíèÿ ñèñòåìû (29) áóäóò àíàëèòè÷åñêèìè �óíêöèÿìè; â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïëîñêîãîîòêîñà (8) ïîëó÷èì ðåøåíèå
x0(t) =

k

2
g(t− t0)

2 + u00(t− t0) + x00, uo(t) = kg(t− t0) + u00, (30)êîòîðîå äëÿ t, áëèçêèõ ê t0, ïðè u00 < 0 îïèñûâàåò íàêàò âîëíû íà ïëîñêèé îòêîñ, à ïðè
u00 > 0 � îòêàò.Çíàÿ ðåøåíèå çàäà÷è (29), ïî-äðóãîìó ñ�îðìóëèðóåì íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ�óíêöèé θ, u, çàäàâ íà ãðàíèöå z = 0 èçâåñòíûå çíà÷åíèÿ

θ(0, t) = 0, u(0, t) = uo(t). (31)Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ çàäà÷ó Êîøè (26), (27), (31), äëÿ êîòîðîéñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.Òåîðåìà 1. Ñóùåñòâóåò t1 > t0 òàêîå, ÷òî ïðè t0 ≤ t ≤ t1 â íåêîòîðîé îêðåñò-íîñòè ãðàíèöû óðåçà Γ0 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ëîêàëüíî-àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèåçàäà÷è (26), (27), (31).Äîêàçàòåëüñòâî äàííîé òåîðåìû îïèðàåòñÿ íà òåîðåìó î ñóùåñòâîâàíèè åäèíñòâåí-íîãî àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé çàäà÷è Êîøè ñòàíäàðòíîãî âèäà[16, 23℄. Çàäà÷à (26), (27), (31) ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé çàäà÷åé Êîøè ñ äàííû-ìè (31) íà õàðàêòåðèñòèêå êðàòíîñòè, ðàâíîé äâóì, ïîýòîìó äëÿ ïîñòðîåíèÿ åäèíñòâåí-íîãî ëîêàëüíî-àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ñëåäóåò çàäàòü äâà äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿ.Èìè ÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿ (27).�àçëîæèì ðåøåíèå çàäà÷è (26), (27), (31) â ðÿä ïî ñòåïåíÿì z:
Q(z, t) =

∞
∑

k=0

Qk(t)
zk

k!
, Q = (θ, u) , (32)÷òî ïðè ìàëûõ z âîçìîæíî â ñèëó àíàëèòè÷íîñòè ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è â íåêîòîðîéîêðåñòíîñòè ëèíèè Γ0 � ãðàíèöû óðåçà.Ïîëàãàÿ â ñèñòåìå (26) z = 0 è ó÷èòûâàÿ êðàåâûå óñëîâèÿ (31), ïîëó÷àåì θ0(t) ≡ 0,

u0(t) = uo(t). ×òîáû íàéòè ñëåäóþùèå êîý��èöèåíòû ðÿäà (32), ïðîäè��åðåíöèðóåìñèñòåìó (26) ïî z è ïîëîæèì z = 0. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñèñòåìû òðàíñïîðòíûõóðàâíåíèé:
p = 2 : θ1t +

3

2
θ1u1 = 0, u1t + u2

1 + 2gθ21 = gf ′(x0(t)), (33)
p > 2 : θ1t +

p+ 1

p
θ1u1 = 0, u1t + u2

1 = gf ′(x0(t)). (34)



Èññëåäîâàíèå ðåøåíèé óðàâíåíèé ìåëêîé âîäû... 27Ýòè íåëèíåéíûå ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îïèñûâàþò ïî-âåäåíèå ïåðâûõ âûâîäÿùèõ ñ ãðàíèöû óðåçà Γ0 ïðîèçâîäíûõ θz|z=0 è uz|z=0.Åñëè ââåñòè íîâóþ íåèçâåñòíóþ �óíêöèþ
y(t) = exp

t
∫

t0

u1(τ)dτ ,òî ñèñòåìû óðàâíåíèé (33), (34) ïðèìóò âèä
p = 2 :

θ1t
θ1

= −3yt
2y

, ytt = yg
[

f ′(x0(t))− 2θ21
]

, (35)
p > 2 :

θ1t
θ1

= −(p+ 1)yt
py

, ytt = ygf ′(x0(t)). (36)�åøåíèÿ ïîëó÷åííûõ ñèñòåì íàõîäÿòñÿ ïðè íà÷àëüíûõ äàííûõ
y(t0) = 1, yt(t0) = u10 = u1(t0), θ1(t0) = θ10.�åøåíèå ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (35) îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé θ1 = θ10/

√

y3.Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå âî âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (35), ïîëó÷èì îäíîòðàíñïîðòíîå óðàâíåíèå â âèäå, óäîáíîì äëÿ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ:
ytt = yg

[

f ′(x0(t))− 2
θ210
y3

]

.Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ïëîñêîãî îòêîñà (8) ïîëó÷åííîå òðàíñïîðòíîå óðàâíåíèå èìååò âèä
ytt = −2g

θ210
y2è ëåãêî èíòåãðèðóåòñÿ: ñíà÷àëà îïðåäåëÿåòñÿ

yt = sgn(u10)

√

u2
10 + 4gθ210

(

1

y
− 1

)

,à çàòåì ðåøåíèå ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ çàïèñûâàåòñÿ â íåÿâíîì âèäåsgn(u10)





√

(a+ by)y − |u10|
b

+
a

b
√
b
ln

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(√
a+ by −

√
by
)

(

|u10|+
√
b
)

a

∣

∣

∣

∣

∣

∣



 = t− t0,ãäå a = 4gθ210, b = u2
10 − a. Äëÿ ïëîñêîãî îòêîñà òðàíñïîðòíîå óðàâíåíèå ytt = 0 ñèñ-òåìû (36) èìååò î÷åíü ïðîñòîå ðåøåíèå

y = 1 + u10(t− t0).Òàêèì îáðàçîì îïðåäåëÿþòñÿ ïåðâûå êîý��èöèåíòû Q1(t) ðÿäà (32). Äëÿ ïîñòðîå-íèÿ ïîñëåäóþùèõ êîý��èöèåíòîâ ñèñòåìà (26) äè��åðåíöèðóåòñÿ k ðàç ïî z è â ïîëó-÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ ïîäñòàâëÿþòñÿ z = 0 è ðàíåå íàéäåííûå êîý��èöèåíòû Ql (l < k).



28 Ñ.Ï. Áàóòèí, Ñ.Ë. Äåðÿáèí, À.Ô. Ñîììåð, �.Ñ. ÕàêèìçÿíîâÂ ðåçóëüòàòå ïîëó÷àþòñÿ ñëåäóþùèå ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâ-íåíèé:
p = 2 : θkt +

(

k +
1

2

)

θku1 +

(

1 +
k

2

)

θ1uk = F1k(t),

ukt + (k + 1)
[

u1uk + 2gθ1θk
]

= F2k(t), (37)
p > 2 : θkt +

(

k +
1

p

)

θku1 +

(

1 +
k

p

)

θ1uk = F1k(t),

ukt + (k + 1)u1uk = F2k(t). (38)Ââèäó ãðîìîçäêîñòè âûðàæåíèé äëÿ F1k, F2k èõ êîíêðåòíûé âèä çäåñü íå ïðèâîäèòñÿ.Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ñèñòåì (37), (38) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ïðè ðàçëîæåíèèâ ðÿä ïî ñòåïåíÿì z íà÷àëüíûõ �óíêöèé (27).Ñèñòåìû (37), (38) ëèíåéíû, ïîýòîìó ïåðâûå îñîáåííîñòè èõ ðåøåíèé ñîâïàäàþòñ îñîáåííîñòÿìè ðåøåíèé ñèñòåì (33), (34). Ïðîâåäåííûå ðàíåå [16℄ èññëåäîâàíèÿ ðåøå-íèé ñèñòåì, ïîäîáíûõ (33), (34), ïîêàçàëè, ÷òî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ñóùåñòâóåò êîíå÷-íûé ìîìåíò âðåìåíè t = t∗ > t0, êîãäà �óíêöèÿ y(t) ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé íóëþ. Â ýòîòìîìåíò ïðîèçâîäíûå uz|z=0 = u1 è θz|z=0 = θ1 ðàâíû áåñêîíå÷íîñòè (ðèñ. 2, a). Çàêîíäâèæåíèÿ ãðàíèöû óðåçà, îïðåäåëÿåìûé èç (29), ñîõðàíÿåòñÿ äî ýòîãî ìîìåíòà t = t∗ �ìîìåíòà âîçíèêíîâåíèÿ áåñêîíå÷íûõ ãðàäèåíòîâ íà ãðàíèöå óðåçà.2.3. Ñëó÷àé H
′

0
(x00) = ∞ � çàäà÷à îá îïðîêèäûâàíèè âîëíûÂ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å âîçíèêíîâåíèå â êàêîé-ëèáî ìîìåíò âðåìåíè áåñêîíå÷íûõïðîèçâîäíûõ θz|z=0, uz|z=0 ìîæåò ïðèâåñòè ê îïðîêèäûâàíèþ âîëíû è, êàê ñëåäñòâèå,ê èçìåíåíèþ êîí�èãóðàöèè òå÷åíèÿ. Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò, êîãäà óæå âíà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = t0 ïîÿâëÿåòñÿ òðåòèé ñëó÷àé: H ′

0(x00) = ∞.Äàëåå ýòè îáå ñèòóàöèè ðàññìàòðèâàþòñÿ â ñëåäóþùåì ïðèáëèæåíèè: â íà÷àëüíûéìîìåíò âðåìåíè t = t0 �óíêöèÿ H0(x) = H(x, t)|t=t0 â òî÷êå x = x00 èìååò ðàçðûâïåðâîãî ðîäà îò H = 0 äî H00 = H0(x00) > 0, à ïðàâåå òî÷êè x = x00 �óíêöèÿ H0(x)ïðåäïîëàãàåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé (ðèñ. 2, á). Ïîìèìî �óíêöèè H0(x) àíàëèòè÷åñêàÿ �óíê-öèÿ u0(x) òàêæå ñ÷èòàåòñÿ çàäàííîé:
u0(x) = u(x, t)|t=t0 , u0(x00) = u00ñ íåêîòîðûì çíà÷åíèåì êîíñòàíòû u00.

00

θ

x* x 00

H00

x00 x

H

00

t0

x00 x

t ΓΓ0 1
I II III

a á â�èñ. 2. Ïðî�èëü �óíêöèè θ(x, t∗) ñ áåñêîíå÷íîé ïðîèçâîäíîé â òî÷êå x = x∗ (à); çàäà÷à î ðàñ-ïàäå ñïåöèàëüíîãî ðàçðûâà ïðè t = t0 (á) è êîí�èãóðàöèÿ òå÷åíèÿ ïðè t > t0 ïîñëå ðàñïàäàðàçðûâà (â)



Èññëåäîâàíèå ðåøåíèé óðàâíåíèé ìåëêîé âîäû... 29Ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé î ðàñïàäå ñïåöèàëüíîãî ðàçðûâà [16℄. �å-øåíèå åå ìîäåëèðóåò òå÷åíèÿ, âîçíèêàþùèå ïîñëå îïðîêèäûâàíèÿ âîëíû. Ñõåìàòè÷íîêîí�èãóðàöèÿ òå÷åíèÿ, âîçíèêøåãî ïîñëå ìîìåíòà âðåìåíè t = t0, ïîêàçàíà íà ðèñ. 2, â.Â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å â ìîìåíò t = t0 íà÷èíàåòñÿ äâèæåíèå æèäêîñòè, îïðåäå-ëÿåìîå çàäàííûìè �óíêöèÿìè H0(x), u0(x) è â äàëüíåéøåì íàçûâàåìîå íåâîçìóùåííîéâîëíîé (îáëàñòü III íà ðèñ. 2, â). Êðîìå òîãî, â ìîìåíò t = t0 â ðåçóëüòàòå îïðîêèäûâà-íèÿ âîëíû (â ðåçóëüòàòå ðàñïàäà ïîñòàâëåííîãî ðàçðûâà) âîçíèêàåò åùå îäíî òå÷åíèå,ãðàíè÷àùåå ñ íåâîçìóùåííûì òå÷åíèåì è äàëåå íàçûâàåìîå âîçìóùåííîé âîëíîé (îá-ëàñòü II íà ðèñ. 2, â). Ýòî äðóãîå òå÷åíèå � âîçìóùåííàÿ âîëíà � îòäåëåíî îò íåâîç-ìóùåííîé âîëíû ëèíèåé Γ1 � çâóêîâîé õàðàêòåðèñòèêîé äàííûõ òå÷åíèé, íà êîòîðîéèìååò ìåñòî ñëàáûé ðàçðûâ. Ñ ëåâîé ñòîðîíû âîçìóùåííàÿ âîëíà îòäåëåíà îò ñóõîãîáåðåãà (îáëàñòü I íà ðèñ. 2, â) ëèíèåé Γ0 � ãðàíèöåé óðåçà, ãäå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
H(x, t)|Γ0

= 0. Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü íåâîçìóùåííóþ è âîçìóùåííóþ âîëíû, à òàêæåíàéòè çàêîíû äâèæåíèÿ Γ1 è Γ0.Êàê óæå îòìå÷àëîñü, çàäà÷à Êîøè äëÿ ñèñòåìû (6) ñ àíàëèòè÷åñêèìè íà÷àëüíûìèäàííûìè â ìîìåíò âðåìåíè t = t0 èìååò ïðè ìàëûõ |t− t0| åäèíñòâåííîå àíàëèòè÷åñêîåðåøåíèå, êîòîðîå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ ïî ñòåïåíÿì (t− t0) ñ êî-ý��èöèåíòàìè, ÿâëÿþùèìèñÿ àíàëèòè÷åñêèìè �óíêöèÿìè îò x â îêðåñòíîñòè òî÷êè
x = x00. Ïðè ïîìîùè ýòîãî ðåøåíèÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ [22℄ �óíêöèÿ x = x1(t),çàäàþùàÿ çàêîí äâèæåíèÿ ïîâåðõíîñòè ñëàáîãî ðàçðûâà Γ1 � çâóêîâîé õàðàêòåðèñòèêèíåâîçìóùåííîé âîëíû, ÷åðåç êîòîðóþ íåïðåðûâíî ñòûêóþòñÿ íåâîçìóùåííàÿ è âîçìó-ùåííàÿ âîëíû. Òàêæå îäíîçíà÷íî â âèäå àíàëèòè÷åñêèõ �óíêöèé

H|x=x1(t) = H0(t), u|x=x1(t) = u0(t) (39)îïðåäåëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ �óíêöèé H(x, t), u(x, t) íà çâóêîâîé õàðàêòåðèñòèêå Γ1. Ïîýòî-ìó äàëåå áóäóò ïðåäïîëàãàòüñÿ èçâåñòíûìè íåâîçìóùåííàÿ âîëíà, ëèíèÿ Γ1 è �óíê-öèè H0(t), u0(t).Äëÿ ïîñòðîåíèÿ âîçìóùåííîé âîëíû, êàê è â [16℄ ïðè ïîñòðîåíèè ðåøåíèÿ çàäà÷èî ðàñïàäå ðàçðûâà, â ñèñòåìå (6) äåëàåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ: çà íåçàâè-ñèìûå ïåðåìåííûå áåðóòñÿ t è H , à çà íåèçâåñòíûå �óíêöèè � x è u. Â ðåçóëüòàòå (6)çàïèøåòñÿ êàê
xt = u+HuH , xHut −H(uH)

2 + g = gxHf(x). (40)Òå÷åíèå ìåæäó Γ1 è Γ0 (â îáëàñòè âîçìóùåííîé âîëíû) áóäåì ñòðîèòü êàê ðåøåíèåñèñòåìû (40) ñ äàííûìè (39) íà õàðàêòåðèñòèêå Γ1. Ïîñêîëüêó Γ1 � õàðàêòåðèñòèêàêðàòíîñòè, ðàâíîé åäèíèöå, òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ åäèíñòâåííîãî ëîêàëüíî-àíàëèòè÷åñêîãîðåøåíèÿ íåîáõîäèìî çàäàòü îäíî äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå [16℄. Â ñëó÷àå îïðîêèäûâàíèÿâîëíû ýòèì óñëîâèåì â ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ (t, H) ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå âåðòèêàëè [16℄
x(t, H)

∣

∣

t=t0
= x00. (41)Òåîðåìà 2. Ñóùåñòâóåò t1 > 0 òàêîå, ÷òî ïðè t0 ≤ t ≤ t1 â íåêîòîðîé îêðåñòíî-ñòè Γ1 èìååòñÿ åäèíñòâåííîå ëîêàëüíî-àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (39)�(41).Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû, êàê è â [16℄, ñîñòîèò â ñâåäåíèè åå ê òåîðåìå î ñóùåñòâîâà-íèè åäèíñòâåííîãî àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ó õàðàêòåðèñòè÷åñêîé çàäà÷è Êîøè ñòàí-äàðòíîãî âèäà.



30 Ñ.Ï. Áàóòèí, Ñ.Ë. Äåðÿáèí, À.Ô. Ñîììåð, �.Ñ. ÕàêèìçÿíîâÄëÿ âûÿñíåíèÿ âîïðîñà î òîì, âõîäèò ëè ïîâåðõíîñòü Γ0 â îáëàñòü ïðèìåíèìîñòèýòîãî ðåøåíèÿ, ðàçëîæèì ðåøåíèå çàäà÷è (39)�(41) â ðÿä ïî ñòåïåíÿì (t− t0):
R(t, H) =

∞
∑

k=0

Rk(H)
(t− t0)

k

k!
, R =

(

x, u
)

, (42)÷òî ïðè ìàëûõ |t− t0| âîçìîæíî â ñèëó àíàëèòè÷íîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è î ðàñïàäå ðàç-ðûâà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè Γ1.Â ñèñòåìå (40) ïîëîæèì t = t0 è, ó÷èòûâàÿ (41), áóäåì èìåòü
x1(H) = u0(H) +Hu′

0(H), u′

0(H) = ±
√

g

H
.Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ âòîðîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷åííîé ñèñòåìû îïðåäåëÿþòñÿ

x1(H) = u∗ ± 3
√

gH, u0(H) = u∗ ± 2
√

gH.Ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ u∗, âîçíèêøàÿ ïðè èíòåãðèðîâàíèè, íàõîäèòñÿ ñ ïîìîùüþâòîðîãî íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ èç (39) ïî �îðìóëå
u∗ = u0(x00)∓ 2

√

gH0(x00) ≡ u00 ∓ 2
√

gH00.Äàëåå ñîãëàñíî �èçè÷åñêîìó ñìûñëó çàäà÷è â ïîñëåäíåì óðàâíåíèè íóæíî âçÿòü çíàêìèíóñ, à â òðåõ ïðåäûäóùèõ � ïëþñ. Íèæå (â ëåììå 2) áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî âåëè÷èíà
u∗ = u00 − 2

√

gH00 (43)åñòü íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü ãðàíèöû óðåçà ïîñëå ðàñïàäà ðàññìàòðèâàåìîãî ðàçðûâà.Äè��åðåíöèðóÿ ñèñòåìó (40) ïî t, ïîëàãàÿ t = t0 è ó÷èòûâàÿ óñëîâèå (41), èìååì
x2(H) = u1(H) +Hu′

1, Hu′

1(H)− 3

4
u1(H) = −3

4
gf(x00).Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ âòîðîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷èì

x2(H) =
7

4
u10H

3

4 + gf(x00), u1(H) = u10H
3

4 + gf(x00).Äè��åðåíöèðóÿ ñèñòåìó (40) k ðàç ïî t, ïîëàãàÿ t = t0 è ó÷èòûâàÿ óñëîâèå (41)è ðàíåå ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ äëÿ Rl(H) (l < k), èìååì
xk+1(H) = uk(H) +Hu′

k(H), Hu′

k(H)− 3

4
kuk(H) =

√
H

2
√
g
F2k(H).Èíòåãðèðîâàíèå ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ýòîé ñèñòåìû ïðèâîäèò ê �îðìóëàì

xk+1(H) =

(

1 +
3

4
k

)

H
3

4
kuk0 + F1k(H),

uk(H) = H
3

4
k



uk0 +
1

2
√
g

t
∫

t0

F2k(H)
√
HH−

3

4
k−1dH



 .



Èññëåäîâàíèå ðåøåíèé óðàâíåíèé ìåëêîé âîäû... 31Çäåñü F1k, F2k � �óíêöèè, çàâèñÿùèå îò Rl(H) (l < k); èõ âèä íå ïðèâîäèòñÿ ââèäóãðîìîçäêîñòè.Ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå uk0, ïîÿâèâøèåñÿ ïðè èíòåãðèðîâàíèè îáûêíîâåííûõ äè�-�åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ uk(H), îïðåäåëÿþòñÿ ïðè ïîìîùè óñëîâèé (39). Äëÿ ýòî-ãî H0(t) ïîäñòàâëÿåì â ïðàâûå ÷àñòè âûðàæåíèÿ äëÿ u(t, H) èç (42), à u0(t) � â ëåâûå÷àñòè. �àñêëàäûâàÿ ïîëó÷èâøèåñÿ ñïðàâà è ñëåâà �óíêöèè â ðÿäû ïî ñòåïåíÿì (t− t0)è ïðèðàâíèâàÿ êîý��èöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ, ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèÿ, èçêîòîðûõ îäíîçíà÷íî íàõîäÿòñÿ êîíñòàíòû uk0.Ëåììà 1. Êîý��èöèåíòû ðÿäîâ (42) ïðè k > 1 èìåþò âèä
Rk(H) = ak +Pk(H,H

1

2 , H
3

4 , H
3

4 lnH),ãäå ak � ïîñòîÿííûå âåêòîðû, Pk � âåêòîð-ìíîãî÷ëåíû îò óêàçàííûõ àðãóìåíòîâ,ñòåïåíè êîòîðûõ íå âûøå, ÷åì Ak, A = onst. Ïðè ýòîì
lim
H→0

Pk = 0.Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû àíàëîãè÷íî ñîîòâåòñòâóþùåìó äîêàçàòåëüñòâó äëÿ íîðìàëü-íîãî ãàçà èç [16℄ è ïðîâîäèòñÿ èíäóêöèåé ïî k. Ñíà÷àëà äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî F2k(H) îá-ëàäàþò íóæíîé ñòðóêòóðîé, à çàòåì íåïîñðåäñòâåííûì èíòåãðèðîâàíèåì âûÿñíÿåòñÿ,÷òî Rk(H) îáëàäàþò óêàçàííîé ñòðóêòóðîé.Ñ ïîìîùüþ ëåììû 1 óñòàíîâëåíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ðÿäîâ (42):1 � ïðîèçâîäíàÿ ïî ïåðåìåííîé H ðÿäà (42) èìååò ïðåäñòàâëåíèå
∂R(t, H)

∂H
= S0(t, H,H

1

2 , H
3

4 , H
3

4 lnH) +
1

H
1

2

S1(t, H,H
1

2 , H
3

4 , H
3

4 lnH)+

+
1

H
1

4

S2(t, H,H
1

2 , H
3

4 , H
3

4 lnH) +
lnH

H
1

4

S3(t, H,H
1

2 , H
3

4 , H
3

4 lnH),ãäå Si (i = 0 . . . 3) � àíàëèòè÷åñêèå âåêòîð-�óíêöèè îò ïåðå÷èñëåííûõ àðãóìåíòîâè ïîýòîìó Si|H=0 ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè �óíêöèÿìè îò t â îêðåñòíîñòè òî÷êè t = t0;2 � ïðè H → 0 ãëàâíàÿ ÷àñòü ïðîèçâîäíîé ∂R/∂H èìååò âèä
∂R(t, H)

∂H
∼ 1

H1/2
S1(t, H,H

1

2 , H
3

4 , H
3

4 lnH)è ïîýòîìó ∂R/∂H → ∞ ïðè H → 0;3 � �óíêöèè x(t, H), u(t, H) èìåþò ñòðóêòóðó
x = x0(t) + x1(t, H), u = U0(t) + U1(t, H),ïðè÷åì, êàê óæå îòìå÷åíî â ëåììå 1,

lim
H→0

x1(t, H) = 0, lim
H→0

U1(t, H) = 0,à �óíêöèè x0(t), U0(t) èìåþò âèä
x0(t) =

∞
∑

k=0

a1,k
(t− t0)

k

k!
, U0(t) =

∞
∑

k=0

a2,k
(t− t0)

k

k!
. (44)



32 Ñ.Ï. Áàóòèí, Ñ.Ë. Äåðÿáèí, À.Ô. Ñîììåð, �.Ñ. ÕàêèìçÿíîâÄëÿ �óíêöèé x0(t), U0(t) ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ëåììà.Ëåììà 2. �ÿäû (44) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è
xt = U0, x(t0) = x00, U0

t = gf(x), U0(t0) = u∗. (45)Ëåììà äîêàçûâàåòñÿ ðàçëîæåíèåì ðåøåíèÿ çàäà÷è (45) â ðÿä ïî ñòåïåíÿì (t − t0)è ñðàâíåíèåì ïîëó÷åííûõ ðÿäîâ ñ ðÿäàìè (44). �ÿäû îêàçûâàþòñÿ ðàâíûìè.Íà îñíîâàíèè ïðèâåäåííûõ ëåìì äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.Òåîðåìà 3. Ñóùåñòâóåò t2 > 0 òàêîå, ÷òî ïðè t0 ≤ t ≤ t2 îáëàñòü ñõîäèìîñòèðÿäîâ (42) ïîêðûâàåò âñþ îáëàñòü âîçìóùåííîé âîëíû îò Γ1 äî Γ0 âêëþ÷èòåëüíî.Çàêîí äâèæåíèÿ ãðàíèöû óðåçà Γ0 îïðåäåëÿåòñÿ èç ðåøåíèÿ çàäà÷è (45). Ïðè÷åì íàãðàíèöå óðåçà ∂R/∂H|H=0 = ∞ âî âñå ìîìåíòû âðåìåíè t > t0.Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó èç [16℄ äëÿ íîðìàëüíîãî ãàçàè ïðîâîäèòñÿ ïî ìåòîäèêå, ïîçâîëÿþùåé óñòàíîâèòü íåîãðàíè÷åííîñòü îáëàñòè ñõîäè-ìîñòè ðÿäîâ ïî ñîîòâåòñòâóþùåé ïåðåìåííîé â ñëó÷àå ïîëèíîìèíàëüíîé ñòðóêòóðûêîý��èöèåíòîâ ðÿäà. Ïîñêîëüêó ïðè t > t0 íà ãðàíèöå óðåçà ∂x/∂H|H=0 = ∞, òîâ �èçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ýòî óñëîâèå ïåðåõîäèò â óñëîâèå Hx|Γ0
= 0, ò. å. ïîñëå îïðî-êèäûâàíèÿ âîëíû â âîçìóùåííîé âîëíå íà ãðàíèöå óðåçà âñåãäà ðåàëèçóåòñÿ âòîðîéñëó÷àé.Çàìåòèì, ÷òî ó çàäà÷ (29) è (45) ñîâïàäàþò ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöè-àëüíûõ óðàâíåíèé. Åñëè â íà÷àëüíûõ äàííûõ çàäà÷è (45) âûñîòó íà÷àëüíîãî ðàçðûâà�óíêöèè H ïîëîæèòü ðàâíîé íóëþ: H00 = 0, òî íà÷àëüíûå óñëîâèÿ çàäà÷ (29) è (45)òîæå áóäóò ñîâïàäàòü.Ïðè íàêàòå âîëíû íà áåðåã u00 < 0, è ïîýòîìó âåëè÷èíà u∗ � ñêîðîñòü ãðàíèöûóðåçà â ìîìåíò ðàñïàäà íà÷àëüíîãî ðàçðûâà � îòðèöàòåëüíàÿ.Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ïëîñêîãî îòêîñà ðåøåíèå ñèñòåìû (45) èìååò âèä

x0(t) =
k

2
g(t− t0)

2 + u∗(t− t0) + x00, U0(t) = kg(t− t0) + u∗. (46)Ïîñêîëüêó k > 0, òî ïðè íàêàòå âîëíû íà áåðåã â íà÷àëüíûå ìîìåíòû âðåìåíè ïîñëåðàñïàäà ðàçðûâà ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ãðàíèöû óðåçà óáûâàåò ïî ìîäóëþ. Åñëè áåñêî-íå÷íûå ãðàäèåíòû íà óðåçå íå âîçíèêàþò, òî êîí�èãóðàöèÿ òå÷åíèÿ íå áóäåò ìåíÿòüñÿè â ìîìåíò âðåìåíè
tîñò = t0 −

u∗

kgòî÷êà óðåçà îñòàíîâèòñÿ è íà÷íåòñÿ îòêàò âîëíû. Ïðè ýòîì äëÿ ïëîñêîãî îòêîñà (8)âåëè÷èíû ymax (ìàêñèìàëüíàÿ âûñîòà çàïëåñêà) è xmax (ìàêñèìàëüíàÿ âåëè÷èíà ãîðè-çîíòàëüíîãî ïðîäâèæåíèÿ òî÷êè óðåçà íà áåðåã) ïðèìóò çíà÷åíèÿ
ymax =

u2
∗

2g
, xmax = x00 −

u2
∗

2kg
.Òàêèì îáðàçîì, ïðè t ≥ t0 ïîñòðîåíî ðåøåíèå çàäà÷è îá îïðîêèäûâàíèè âîëíûâ ìîìåíò t = t0. Îòìåòèì, ÷òî ðàíåå â ðàáîòå [15℄ òàêæå îòìå÷àëîñü, ÷òî ïðè íàêàòåáîðà íà ïëîñêèé îòêîñ âîçíèêàåò ðàñïàä ðàçðûâà ñ îáðàçîâàíèåì âîçìóùåííîé âîëíû,â êîòîðîé ïîâåðõíîñòü âîäû â òî÷êå óðåçà êàñàåòñÿ ïîâåðõíîñòè äíà, à òî÷êà óðåçà

x = x0(t) îêàçûâàåòñÿ íå÷óâñòâèòåëüíîé ê äðóãèì ÷àñòÿì òå÷åíèÿ â òîì ñìûñëå, ÷òî îíà



Èññëåäîâàíèå ðåøåíèé óðàâíåíèé ìåëêîé âîäû... 33äâèæåòñÿ ïî ïëîñêîìó îòêîñó êàê èçîëèðîâàííàÿ ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ïîä äåéñòâèåìëèøü ñèëû òÿæåñòè, ò. å. ñîãëàñíî ïàðàáîëè÷åñêîìó çàêîíó äâèæåíèÿ (46).�åçþìèðóÿ âûøåèçëîæåííîå, îòìåòèì, ÷òî âûøå â çàâèñèìîñòè îò íà÷àëüíûõ óñëî-âèé ðàññìîòðåíû òðè ðàçëè÷íûõ ñëó÷àÿ, âîçíèêàþùèõ ïðè âûõîäå âîëíû íà áåðåã.�åøåíèÿ ïîñòàâëåííûõ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ ïîñòðîåíû â âèäå ðÿäîâ, ñõîäÿùèõñÿ âîêðåñòíîñòè ãðàíèöû óðåçà. Çàêîí äâèæåíèÿ ýòîé ãðàíèöû îïðåäåëÿåòñÿ ëèáî â âèäåðÿäà (15), ëèáî â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâ-íåíèé (29) èëè (45). Ïîâåäåíèå âûâîäÿùåé ïðîèçâîäíîé íà ãðàíèöå óðåçà îïðåäåëÿåòìîìåíò âðåìåíè t = t∗, äî êîòîðîãî ñîõðàíÿåòñÿ íåïðåðûâíàÿ êàðòèíà òå÷åíèÿ è ïîñëåêîòîðîãî âîçíèêàåò äðóãàÿ êîí�èãóðàöèÿ òå÷åíèÿ. Çíà÷åíèå ýòîé ïðîèçâîäíîé îïðå-äåëÿåòñÿ ëèáî â âèäå (23), ëèáî ïðè ðåøåíèè ñèñòåìû òðàíñïîðòíûõ óðàâíåíèé (33)èëè (34). Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïðîâåäåííûå èññëåäîâàíèÿ íîñÿò ëîêàëüíûé õàðàêòåð: âñåñâîéñòâà ðåøåíèé óñòàíîâëåíû â îêðåñòíîñòè ãðàíèöû óðåçà.3. �àñ÷åò íàêàòà ñ èñïîëüçîâàíèåì àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿâ òî÷êå óðåçàÄëÿ ðàñ÷åòà íàêàòà ïîâåðõíîñòíûõ âîëí íà áåðåã èñïîëüçîâàëàñü ñõåìà ïðåäèêòîð-êîð-ðåêòîð íà àäàïòèâíîé ñåòêå [24℄, àïïðîêñèìèðóþùàÿ ñî âòîðûì ïîðÿäêîì óðàâíåíèÿ (1)è ñîõðàíÿþùàÿ â ëèíåéíîì ñëó÷àå ìîíîòîííîñòü ïðî�èëåé ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ. Àäàï-òèâíàÿ ñåòêà {

xn
j

} (j = 0, . . . , N) ñòðîèëàñü ìåòîäîì ýêâèðàñïðåäåëåíèÿ [21℄ è èìåëàâ îòëè÷èå îò [14℄ ïîäâèæíûå ñãóùåíèÿ â îêðåñòíîñòÿõ âåðøèí è âïàäèí âîëí ëèáî âáëè-çè òî÷êè óðåçà x0(t
n), êîòîðàÿ ñîâìåùàëàñü íà êàæäîì âðåìåíí�îì ñëîå t = tn ñ ñàìûìëåâûì ðàñ÷åòíûì óçëîì xn

0 . Òàêîå ñîâìåùåíèå ïîçâîëÿëî ÷åòêî îòñëåæèâàòü äâèæåíèåòî÷êè óðåçà äàæå íà ãðóáîé ñåòêå (ïðè íåáîëüøîì ÷èñëå óçëîâ N).Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåëè÷èí xn+1
0 , Hn+1

0 è un+1
0 íà (n+1)-ì ñëîå ïî âðåìåíè íåîáõîäèìîèìåòü ðàçíîñòíûå êðàåâûå óñëîâèÿ â òî÷êå óðåçà. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîëíîé ãëóáèíûáóäåì èñïîëüçîâàòü �îðìóëó (13), ïîëàãàÿ

Hn+1
0 = 0. (47)Åñëè ðàçíîñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿHn

x,0 íà n-ì ñëîå ïî âðåìåíè, îïðåäåëåííàÿ ïî �îðìóëå
Hn

x,0 =
Hn

1 −Hn
0

xn
1 − xn

0

, (48)óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
m ≤

∣

∣Hn
x,0

∣

∣ ≤ M, (49)ãäå 0 < m ≪ M , m, M � çàäàííûå ÷èñëà, òî ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì, èçëîæåííûì âðàçäåëå 2.1, äëÿ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ íîâîãî ïîëîæåíèÿ òî÷êè óðåçà ìîæíî èñ-ïîëüçîâàòü ÷àñòè÷íóþ ñóììó ðÿäà (15), â êà÷åñòâå êîòîðîé âîçüìåì ñëåäóþùóþ:
x0(t) = x00 + x01(t− t0) + x02

(t− t0)
2

2
. (50)Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâà (17), (18), (11, (12), ïîëó÷èì

x01 = u0(x00), x02 = −gη′0(x00), (51)



34 Ñ.Ï. Áàóòèí, Ñ.Ë. Äåðÿáèí, À.Ô. Ñîììåð, �.Ñ. Õàêèìçÿíîâãäå η0(x) = H0(x) − h(x). Ïîëàãàÿ t − t0 = τ , ãäå τ � øàã ïî âðåìåíè, è èñïîëüçóÿðàâåíñòâà (51), ïðèõîäèì ê ðàçíîñòíîìó àíàëîãó âûðàæåíèÿ (50)
xn+1
0 = xn

0 + un
0τ − gηnx,0

τ 2

2
. (52)Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè un+1

0 âîñïîëüçóåìñÿ ïðîñòåéøåé àïïðîêñèìàöèåé âòîðîãîóðàâíåíèÿ ñèñòåìû (15):
un+1
0 − un

0

τ
= −gηnx,0 ≡ −g

ηn1 − ηn0
xn
1 − xn

0

. (53)Ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè çàäà÷è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âòîðîé ñëó÷àé (H ′

0(x00) = 0) ðå-àëèçóåòñÿ ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ
∣

∣Hn
x,0

∣

∣ < m, (54)ãäå m � çàäàííîå â (49) ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Òåïåðü äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåëè-÷èí xn+1
0 è un+1

0 ñëåäóåò âîñïîëüçîâàòüñÿ àïïðîêñèìàöèåé ñèñòåìû (29). �àäè ïðîñòîòûïðèìåì ìîäè�èöèðîâàííóþ ñõåìó Ýéëåðà
xn+1
0 = xn

0 + τun
0 +

τ 2

2
gf (xn

0 ) , un+1
0 = un

0 + τgf (xn
0 ) +

τ 2

2
gun

0f
′ (xn

0 ) , (55)êîòîðàÿ äëÿ ïëîñêîãî îòêîñà (8) äàåò òî÷íîå ðåøåíèå (30).Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ âîçíèêíîâåíèÿ òðåòüåãî ñëó÷àÿ � îáðóøåíèÿ âîëíû � áóäåìèñïîëüçîâàòü íåðàâåíñòâî
∣

∣Hn
x,0

∣

∣ > M, (56)ãäå M � çàäàííîå â (49) äîñòàòî÷íî áîëüøîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. �àñ÷åò çíà÷åíèé
xn+1
0 è un+1

0 ïðîâîäèòñÿ òåïåðü ñ ïîìîùüþ ðàçíîñòíîé ñõåìû, àíàëîãè÷íîé (55) è àï-ïðîêñèìèðóþùåé ñèñòåìó (45):
xn+1
0 = xn

0 + τu∗ +
τ 2

2
gf (xn

0 ) , un+1
0 = u∗ + τgf (xn

0 ) +
τ 2

2
gu∗f

′ (xn
0 ) , (57)ïðè ýòîì äëÿ âû÷èñëåíèÿ u∗ ïî �îðìóëå (43) èñïîëüçóåì çíà÷åíèÿ u00 = un
1 è H00 = Hn

1çà �ñêà÷êîì� (â ïåðâîì, ñîñåäíåì ñ óðåçîì, óçëå ñåòêè) , ò. å.
u∗ = un

1 − 2
√

gHn
1 . (58)Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ïëîñêîãî îòêîñà (8) �îðìóëû (57) òî÷íî îïèñûâàþò àíàëèòè÷åñêîåðåøåíèå (46).3.1. Äâèæåíèå âîëíû ïîíèæåíèÿ ïî ñóõîìó ãîðèçîíòàëüíîìó ðóñëóÏðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñïðàâà îò ïëîòèíû, ðàñïîëîæåííîé â òî÷êå ñ êîîðäèíàòîé xd, ïîë-íàÿ ãëóáèíà ñëîÿ ïîêîÿùåéñÿ æèäêîñòè ðàâíà H1, à ñëåâà âîäû íåò. Ïîñëå ðàçðóøåíèÿïëîòèíû îáðàçóåòñÿ âîëíà ïîíèæåíèÿ, îãðàíè÷åííàÿ ñëåâà ïîäâèæíîé òî÷êîé êîíòàêòà

x = x0(t) ñ ñóõèì äíîì, à ñïðàâà � ïîäâèæíîé òî÷êîé ñîïðÿæåíèÿ x = x1(t) ñ ïîêîÿùåé-ñÿ æèäêîñòüþ. Âîçüìåì ýòó âîëíó ïîíèæåíèÿ â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè tb â êà÷åñòâå



Èññëåäîâàíèå ðåøåíèé óðàâíåíèé ìåëêîé âîäû... 35íà÷àëüíûõ äàííûõ äëÿ óðàâíåíèé (1). Òîãäà òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(3) ïðè t ≥ 0èìååò ñëåäóþùèé âèä:
H(x, t) =















0 ïðè 0 6 x 6 x0(t),

1

9

(

2
√

H1 +
x− xd

t + tb

)2 ïðè x0(t) 6 x 6 x1(t),

H1 ïðè x1(t) 6 x 6 L,

(59)
u(x, t) =















0 ïðè 0 6 x < x0(t),

−2

3

(

√

H1 −
x− xd

t+ tb

) ïðè x0(t) 6 x 6 x1(t),

0 ïðè x1(t) 6 x 6 L,

(60)ãäå L � äëèíà îáëàñòè ðåøåíèÿ, ïðèíÿòî g = 1 è
x0(t) = xd − 2

√

H1(t + tb) (Γ0) , (61)
x1(t) = xd +

√

H1(t+ tb) (Γ1) . (62)Ýòà çàäà÷à èíòåðåñíà òåì, ÷òî ïîäâèæíàÿ òî÷êà êîíòàêòà ñóõîå äíî�âîäà (äàëåå�òî÷êà óðåçà�) àíàëîãè÷íà ïîäâèæíîé òî÷êå óðåçà ïðè íàáåãàíèè âîëí íà íàêëîííûéáåðåã, ïîýòîìó çàäà÷à ìîæåò ñëóæèòü â êà÷åñòâå òåñòîâîé äëÿ àïðîáàöèè àëãîðèòìîâðàñ÷åòà ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé íà Γ0. Êîí�èãóðàöèÿ òå÷åíèÿ àíàëîãè÷íà èçîáðàæåííîéíà ðèñ. 2 â: ñëåâà îò ãðàíèöû óðåçà Γ0 ðàñïîëàãàåòñÿ ñóõîå äíî, ìåæäó Γ0 è çâóêîâîéõàðàêòåðèñòèêîé Γ1 � âîçìóùåííàÿ âîëíà (âîëíà ïîíèæåíèÿ) ñî ñâåðõêðèòè÷åñêèìòå÷åíèåì â ïîäîáëàñòè x0(t) ≤ x < xd, ñïðàâà îò Γ1 � íåâîçìóùåííàÿ âîëíà (â äàííîìïðèìåðå � ïîêîÿùàÿñÿ æèäêîñòü ñ ïîñòîÿííîé ãëóáèíîé H1).�àññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à îòíîñèòñÿ êî âòîðîìó ñëó÷àþ (H ′

0(x00) = 0), ïîñêîëüêó â íà-÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ïîëíàÿ ãëóáèíà â îêðåñòíîñòè ãðàíèöû Γ0 îïèñûâàåòñÿ �óíê-öèåé âèäà (25) ñ ïîêàçàòåëåì p = 2:
H0(x) = (x− x00)

2Ho(x),ãäå x00 = xd − 2tb
√
H1, Ho(x) = (3tb)

−2. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ ðàâåíñòâî
H ′

x(x0(t), t) = 0 âûïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ t ≥ 0, îäíàêî äëÿ ðàçíîñòíîé ïðîèçâîäíîé (48) ýòîðàâåíñòâî íàðóøàåòñÿ, ïîýòîìó â ïðîöåññå ðàñ÷åòà ïðîâîäèëñÿ àíàëèç âñåõ êðèòåðèåâ(49), (54), (56).Ïðåäñòàâëåííûå íà ðèñ. 3 ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû ïðè çàäàííûõ m = 10−3, M = 10 èñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ âõîäíûõ ïàðàìåòðîâ:
H1 = 1, tb = 1, xd = 12, L = 20, h(x) ≡ 1.Êàê âèäíî èç ðèñ. 3, a, â îêðåñòíîñòè �òî÷êè óðåçà� ðàñ÷åòíûé è òåîðåòè÷åñêèé ïðî-�èëè ñâîáîäíîé ãðàíèöû âèçóàëüíî íåðàçëè÷èìû. Ïðè÷èíîé ñòîëü âûñîêîé òî÷íîñòèÿâëÿåòñÿ êàê èñïîëüçîâàíèå ðàçíîñòíûõ êðàåâûõ óñëîâèé â �òî÷êå óðåçà�, âûâåäåííûõíà îñíîâå àíàëèòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ ðåøåíèé, òàê è ïðèìåíåíèå àäàïòèâíûõ ñåòîê,èìåþùèõ ñèëüíîå ñãóùåíèå îêîëî ãðàíèöû Γ0 (ñì. ðèñ. 3, á, íà êîòîðîì èçîáðàæåíûòðàåêòîðèè óçëîâ àäàïòèâíîé ñåòêè, ïîñòðîåííîé ñîãëàñíî óïðàâëÿþùåé �óíêöèè

w = 1 + α|η|, (63)ãäå α > 0).
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xa á�èñ. 3. Äâèæåíèå âîëíû ïîíèæåíèÿ ïî ñóõîìó ðóñëó: a � ãðà�èêè òî÷íîãî (ñïëîøíûå ëè-íèè) è ÷èñëåííîãî (øòðèõ) ðåøåíèé: ñâîáîäíàÿ ïîâåðõíîñòü y = η(x, T ) â ìîìåíòû âðåìåíè
T = 1 (i), 2 (ii) è 3 (iii); òðàåêòîðèÿ x = x0(t) �òî÷êè óðåçà� è åå ñêîðîñòü u = uo(t) ïðè
N = 100 (1) è 800 (2); á � òðàåêòîðèè óçëîâ àäàïòèâíîé ñåòêè ïðè N = 400, α = 40Âî ìíîãèõ ðàáîòàõ (ñì., íàïðèìåð, [25℄) îòìå÷àåòñÿ, ÷òî ïðî�èëü ïîëíîé ãëóáèíûïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè ïîäîáíûõ òåñòîâûõ çàäà÷ ñ ïîäâèæíîé �òî÷êîé óðåçà� îáû÷-íî ïåðåäàåòñÿ íåïëîõî, îäíàêî äëÿ ñêîðîñòè íàáëþäàþòñÿ çíà÷èòåëüíûå ïîãðåøíîñòè.Ïðèìåíÿåìûé â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìåòîä àäàïòèâíûõ ñåòîê äàåò äëÿ ñêîðîñòè äâèæåíèÿ�òî÷êè óðåçà� âèçóàëüíî íåðàçëè÷èìûå ñ òî÷íûì ðåøåíèåì ãðà�èêè (â ðàññìàòðèâàå-ìîé çàäà÷å uo(t) ≡ −2). ×òîáû ýòè ãðà�èêè ðàçëè÷àëèñü, áûëè ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû íàïîäâèæíûõ ðàâíîìåðíûõ ñåòêàõ (w ≡ 1). Èç ðèñ. 3, a âèäíî, ÷òî íà ðàâíîìåðíûõ ñåò-êàõ ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèÿ x0(t) è uo(t) ñòàíîâèòñÿ çàìåòíîé, îäíàêî ïðè èçìåëü÷åíèèñåòêè îíà óìåíüøàåòñÿ. Áîëåå òîãî, äëÿ âûáðàííîãî çíà÷åíèÿ m = 10−3 ïîãðåøíîñòüðàñ÷åòà ýòèõ âåëè÷èí èñ÷åçàåò íå òîëüêî íà àäàïòèâíûõ, íî äàæå è íà ðàâíîìåðíûõñåòêàõ, åñëè äëÿ ïîñëåäíèõ âçÿòü N > 1200. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî íà òàêèõ ìåëêèõñåòêàõ âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ êðèòåðèé (54) è �îðìóëû (55), êîòîðûå äëÿ èññëåäóåìîéçàäà÷è ïðèíèìàþò âèä

xn+1
0 = xn

0 + τun
0 ; un+1

0 = un
0 ,òî÷íî ïåðåäàþò ïîëîæåíèå (61) è ñêîðîñòü uo(t) ïîäâèæíîé �òî÷êè óðåçà� x0(t). Ïðèèñïîëüçîâàíèè àäàïòèâíîé ñåòêè, ñãóùàþùåéñÿ ê òî÷êå óðåçà, ýòîò æå ðåçóëüòàò ïî-ëó÷àåòñÿ íà ìåíüøåì êîëè÷åñòâå óçëîâ. Îòìåòèì, ÷òî òàêàÿ òî÷íîñòü íèêîãäà íå äî-ñòèãàëàñü äëÿ ïðèìåíÿåìûõ ðàíåå àïïðîêñèìàöèé êðàåâûõ óñëîâèé â òî÷êå óðåçà [21℄.3.2. Íàêàò îäèíî÷íîé âîëíû íà ïëîñêèé îòêîñ�àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î íàáåãàíèè âîëí íà ïëîñêèé îòêîñ, ñîïðÿãàþùèéñÿ ñ ãîðèçîí-òàëüíûì äíîì ãëóáèíû 1. �åëüå� äíà è ïðèëåãàþùåé ñóøè îïèñûâàåòñÿ �óíêöèåé

y = −h(x) =

{

0.5− x tan θ ïðè 0 6 x 6 xs,
−1 ïðè xs 6 x 6 L,



Èññëåäîâàíèå ðåøåíèé óðàâíåíèé ìåëêîé âîäû... 37ãäå θ � óãîë íàêëîíà îòêîñà, xs = 1.5 cot θ � àáñöèññà îñíîâàíèÿ ñêëîíà. Â íà÷àëüíûéìîìåíò âðåìåíè òî÷êà óðåçà èìåëà êîîðäèíàòó x00 = 0.5 cot θ.Èìåþòñÿ âïîëíå óäîâëåòâîðèòåëüíûå ÷èñëåííûå ìåòîäû ðàñ÷åòà âçàèìîäåéñòâèÿ ïî-âåðõíîñòíûõ âîëí ñ îòíîñèòåëüíî êðóòûìè îòêîñàìè (íàïðèìåð, θ ≥ 20◦ â [20℄). Äëÿìàëûõ óãëîâ θ ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå îñëîæíÿåòñÿ èç-çà âîçìîæíîãî îáðóøåíèÿ âîë-íû â ïðîöåññå íàêàòà èëè ïðè ïîÿâëåíèè îïðîêèäûâàþùåãîñÿ áîðà â �àçå îòêàòà [15℄,ïðè÷åì ïðè ìàëûõ θ âîçíèêíîâåíèå ðàçðûâîâ â ðåøåíèè âîçìîæíî äàæå äëÿ î÷åíü ìà-ëûõ àìïëèòóä íàáåãàþùåé âîëíû [7, 8℄. Îäíàêî ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå äàæå íåîá-ðóøàþùèõñÿ âîëí íà ïîëîãèõ îòêîñàõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåïðîñòóþ çàäà÷ó [18℄ èç-çàñëîæíîñòè ñ÷åòà â ïðîòÿæåííîé îáëàñòè ìàëûõ çíà÷åíèé ïîëíîé ãëóáèíû è ñâåðõêðè-òè÷íîãî ðåæèìà òå÷åíèÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè óðåçà. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìàêñèìàëüíûåçíà÷åíèÿ âåðòèêàëüíîãî çàïëåñêà â ðàñ÷åòàõ ïîëíîñòüþ ñîâïàëè ñ òåîðåòè÷åñêèìè çíà-÷åíèÿìè, ïðèâåäåííûìè â ðàáîòå [5℄ äëÿ óåäèíåííîé âîëíû ñ àìïëèòóäîé A èç äèàïàçî-íà îò 0.005 äî 0.01 è ìàëîãî óãëà íàêëîíà îòêîñà (cot θ = 19.85). Ýòîò èíòåðåñíûé �àêòìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê êîñâåííîå ïîäòâåðæäåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ðåøåíèé, ïî-ëó÷åííûõ ðàçíûìè ïóòÿìè è ïðåäñòàâëåííûõ â ðàçíîé �îðìå â íàñòîÿùåé ðàáîòå è â [5℄.�àñ÷åòû âûïîëíÿëèñü òàêæå äëÿ îäèíî÷íûõ âîëí äðóãîé �îðìû. Ïðèâåäåì, íà-ïðèìåð, ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ íàêàòà îäèíî÷íîé âîëíû, êîòîðàÿ â íà÷àëüíûé ìîìåíòâðåìåíè çàäàâàëàñü �îðìóëàìè
η(x, t)

∣

∣

∣

t=0
= η0(x), u(x, t)

∣

∣

∣

t=0
= u0(x) ≡ − η0(x)

1 + η0(x)

√
1 + A, (64)ãäå

η0(x) =







A

2

(

1 + cos
(2π(x− xw)

λ

)

)

, |x− xw| ≤ λ/2,

0, |x− xw| > λ/2,

λ � äëèíà âîëíû, xw � àáñöèññà åå âåðøèíû ïðè t = 0.
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xa á�èñ. 4. Íàêàò îäèíî÷íîé âîëíû íà ïîëîãèé ïëîñêèé îòêîñ (θ = 2.8◦): a � ïðî�èëè ñâîáîäíîéãðàíèöû y = η(x, t) â ìîìåíòû âðåìåíè t = 20 (1), 30 (2), 40 (3) è 50 (4); á � òðàåêòîðèè óçëîâàäàïòèâíîé ñåòêè ïðè N = 400, α = 6
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a á�èñ. 5. Ïîâåäåíèå òî÷êè óðåçà: a � ãîðèçîíòàëüíîå ñìåùåíèå òî÷êè óðåçà ïðè θ = 2.8◦: A =
0.005 (1), 0.009 (2); á � âåðòèêàëüíîå ñìåùåíèå òî÷êè óðåçà ïðè A = 0.01: θ = 2◦ (1), 5◦ (2),
8◦ (3)Ïðåäñòàâëåííûå íà ðèñ. 4 è 5 ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïîëó÷åíû ïðè ñëåäóþùèõ çíà÷å-íèÿõ ïàðàìåòðîâ: λ = 30, xw = xs+λ/2, L = xs+λ. Êàê ñëåäóåò èç 4, a (ñì. ñ. 37), â ïðî-öåññå âçàèìîäåéñòâèÿ âîëíû ñ áåðåãîì ìîæåò ðåàëèçîâàòüñÿ ëþáîé èç òðåõ ðåæèìîâ:(49), (54) èëè (56). Â îïèñûâàåìûõ ðàñ÷åòàõ ïåðåêëþ÷åíèå ðåæèìîâ îñóùåñòâëÿëîñüïî ïîðîãîâûì çíà÷åíèÿì m = 10−5 è M = 1, à ïîäâèæíàÿ ñåòêà ñòðîèëàñü íà îñíîâåóïðàâëÿþùåé �óíêöèè (63), àäàïòèðóÿñü ê �îðìå âîëíû è ê ïîäâèæíîé òî÷êå óðåçà(ðèñ. 4, á).Èíòåðåñíîé îñîáåííîñòüþ âçàèìîäåéñòâèÿ îäèíî÷íîé âîëíû ñ ïîëîãèì îòêîñîì ÿâ-ëÿåòñÿ êîëåáàòåëüíûé õàðàêòåð ïðîöåññà íàêàòà�îòêàòà (ðèñ. 5, a). Ïðè ýòîì íèçêî-÷àñòîòíûå êîëåáàíèÿ òî÷êè óðåçà íå ñâÿçàíû ñ îòðàæåíèåì âîëí îò ïðàâîé ãðàíèöû
x = L: îíà ïðîïóñêàåò äâèæóùèåñÿ âïðàâî âîëíû ïðàêòè÷åñêè áåç îòðàæåíèÿ. Ñ ÷èñ-ëåííûìè ý��åêòàìè êîëåáàíèÿ òàêæå íå ñâÿçàíû, ïîñêîëüêó ñõåìà [24℄ ñâîáîäíà îò�ïàðàçèòè÷åñêèõ� îñöèëëÿöèé. Ïðè÷èíà èõ âîçíèêíîâåíèÿ, âèäèìî, â îñîáîì ðåæèìåâçàèìîäåéñòâèÿ íàáåãàþùåé âîëíû ñ î÷åíü ïîëîãèì ñêëîíîì. Íà âîçìîæíîñòü äëèòåëü-íûõ íèçêî÷àñòîòíûõ êîëåáàíèé òî÷êè óðåçà ïðè íàáåãàíèè îäèíî÷íîé âîëíû íà î÷åíüïîëîãèé áåðåã óêàçàíî â ðàáîòå [26℄, íî èçó÷åíî ýòî ÿâëåíèå ïîêà íåäîñòàòî÷íî. Îòìå-òèì, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì êðóòèçíû ïëîñêîãî îòêîñà êîëåáàòåëüíûé õàðàêòåð äâèæåíèÿòî÷êè óðåçà ïðàêòè÷åñêè èñ÷åçàåò. Ýòî ñëåäóåò èç ðèñ. 5, á, íà êîòîðîì èçîáðàæåíûãðà�èêè �óíêöèè R(t) = η(x0(t), t) ïðè ðàçíûõ óãëàõ íàêëîíà θ. Âèäíî, ÷òî ïðè θ = 8◦ïðîöåññ âçàèìîäåéñòâèÿ îäèíî÷íîé âîëíû ñ ïëîñêèì îòêîñîì ñâîäèòñÿ ê ïðîñòîìó íà-êàòó è îòêàòó, ïîñëå êîòîðîãî òî÷êà óðåçà áûñòðî âîçâðàùàåòñÿ â ñâîå ïåðâîíà÷àëüíîåïîëîæåíèå x00 è îñòàåòñÿ òàì äî êîíöà ðàñ÷åòà.3.3. �åçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ íàêàòà îäèíî÷íîé âîëíûíà íåðîâíûé ìîäåëüíûé îòêîñÄëÿ èññëåäîâàíèÿ âëèÿíèÿ íåðîâíîñòè ðåëüå�à äíà è ïðèëåãàþùåé ñóøè íà ïðîöåñ-ñû íàêàòà�îòêàòà áûë âûáðàí ìîäåëüíûé ðåëüå� ñ íåíóëåâîé êðèâèçíîé, çàäàííûé
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a á�èñ. 6. Íàêàò îäèíî÷íîé âîëíû ñ àìïëèòóäîé A = 0.01 íà íåðîâíûé îòêîñ ïðè θ0 = 5◦ (1) è
11◦ (2): a � ïðî�èëè äíà y = −h(x) (ñïëîøíûå ëèíèè) è ëîêàëüíûå óãëû íàêëîíà äíà θ = θ(x)(øòðèõ); á � âåðòèêàëüíîå ñìåùåíèå R(t) òî÷êè óðåçàñ ïîìîùüþ ãëàäêîé ìîíîòîííî óáûâàþùåé �óíêöèè

y = −h(x) =
h+ + h−

2
+

h+ − h−

2
tanh [c(x− ξ)] , (65)ãäå h+ < 0 � ãëóáèíà äíà â ïðàâîé áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êå, h− > 0 � âûñîòà ñóøèâ ëåâîé áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êå,

c =
2 tan θ0
h− − h+

, ξ =
1

2c
ln

h0 − h+

h− − h0
,

θ0 � ìàêñèìàëüíûé óãîë íàêëîíà íåðîâíîãî ñêëîíà, êîòîðûé äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå ïå-ðåãèáà ξ, h0 � âûñîòà ñóøè â òî÷êå x = 0 (0 < h0 < h−). Ñîãëàñíî óðàâíåíèþ (65) âíà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè òî÷êà óðåçà èìååò êîîðäèíàòó
x00 = ξ − 1

2c
ln

(

−h+

h−

)

,ïðè ýòîì 0 < x00 < ξ.Â ðàñ÷åòàõ èñïîëüçîâàëèñü ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ: h+ = −1, h− = 0.15,
h0 = 0.14, äëèíà îáëàñòè L = 60. Íà ðèñ. 6, à ìîäåëüíûé ïðî�èëü äëÿ äâóõ çíà÷åíèéóãëà θ0 èçîáðàæåí ñïëîøíîé ëèíèåé, ïóíêòèðîì ïðèâåäåíî ïîëîæåíèå íåâîçìóùåííîéñâîáîäíîé ãðàíèöû. Âèäíî, ÷òî ïðè θ0 = 5◦ ëîêàëüíûå óãëû íàêëîíà ïðî�èëÿ â îêðåñò-íîñòè íà÷àëüíîé òî÷êè óðåçà íå ïðåâûøàþò 2.5◦. Íà÷àëüíîå âîçìóùåíèå çàäàâàëîñü ââèäå îäèíî÷íîé âîëíû (64), ïðè ýòîì ïîëàãàëîñü xw = 0.75L, λ = 30. Ïàðàìåòðû ðàç-íîñòíîé ñõåìû áðàëèñü òàêèìè æå, êàê â ïðåäûäóùåé çàäà÷å.Íà ðèñ. 6, á ïðèâåäåíû ãðà�èêè âåðòèêàëüíîãî ñìåùåíèÿ òî÷êè óðåçà äëÿ äâóõ çíà-÷åíèé óãëà θ0. Âèäíî, ÷òî íà íåðîâíîì ñêëîíå êîëåáàòåëüíûé õàðàêòåð äâèæåíèÿ òî÷êèóðåçà òàêæå èìååò ìåñòî. Êàê è äëÿ ïëîñêîãî îòêîñà, ìàêñèìàëüíàÿ àìïëèòóäà êîëåáà-íèé óìåíüøàåòñÿ ïðè âîçðàñòàíèè θ0. Îäíàêî íà íåðîâíîì ñêëîíå â îòëè÷èå îò ðîâíîãîêîëåáàíèÿ òî÷êè óðåçà íàáëþäàþòñÿ è äëÿ áîëüøèõ óãëîâ θ0, ïðè ýòîì ðîñò θ0 âåäåò êóâåëè÷åíèþ ÷àñòîòû êîëåáàíèé.
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