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×èñëåííîå èññëåäîâàíèå âûñîêîòî÷íûõ ñõåìâ îáëàñòÿõ êëåò÷àòîé ñòðóêòóðû∗Ä.À. È÷åòîâêèíÍîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, �îññèÿe-mail: neo�211.ruÂ.È. ÏààñîíåíÈíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíûõ òåõíîëîãèé ÑÎ �ÀÍ, Íîâîñèáèðñê, �îññèÿÍîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåòe-mail: paas�it.ns.ru�àáîòà ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì öèêëà ñòàòåé, ðàññìàòðèâàþùèõ ìåòîä ðàñ÷å-òà êðàåâûõ çàäà÷ â êóñî÷íî-îäíîðîäíûõ îáëàñòÿõ ñ íåçàâèñèìîé âûñîêîòî÷íîéàïïðîêñèìàöèåé ïîòîêîâ â ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ. �àíåå ýòîò ìåòîä èññëåäîâàí àâ-òîðàìè â ñëó÷àå çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè â ñëîèñòûõîáëàñòÿõ. Â äàííîé ðàáîòå ïðåäñòàâëåíî ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå ìåòîäà äëÿ ñìå-øàííûõ êðàåâûõ çàäà÷ â êóñî÷íî-îäíîðîäíûõ îáëàñòÿõ áîëåå îáùåé, ÷åì ñëîèñòûå,ñòðóêòóðû.Êëþ÷åâûå ñëîâà: îäíîñòîðîííÿÿ àïïðîêñèìàöèÿ ïîòîêà, ìíîãîòî÷å÷íûå ãðà-íè÷íûå óñëîâèÿ, êîìïàêòíàÿ ñõåìà, íåîäíîðîäíàÿ îáëàñòü, àïïðîêñèìàöèè ãðà-íè÷íûõ óñëîâèé, âûñîêîòî÷íàÿ ñõåìà, ñõåìà âûñîêîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè, ìíîãîòî-÷å÷íàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ïîòîêà.ÂâåäåíèåÂ [1℄ áûë ïðåäëîæåí óíèâåðñàëüíûé ìåòîä ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ â ñîñòàâíûõ îáëà-ñòÿõ, îñíîâàííûé íà àïïðîêñèìàöèè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ñ ëþáûì ïîðÿäêîì òî÷íîñòè,îõâàòûâàþùèé êàê òðàäèöèîííûå ñõåìû âòîðîãî ïîðÿäêà, òàê è êîìïàêòíûå âûñîêî-òî÷íûå ñõåìû. Òåîðåòè÷åñêèå îöåíêè ñõîäèìîñòè áûëè ïîäòâåðæäåíû [2℄ ÷èñëåííî íàîäíîìåðíûõ è äâóìåðíûõ çàäà÷àõ Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè â îáëà-ñòÿõ ñëîèñòîé ñòðóêòóðû. Îäíàêî â ñëó÷àå íåîäíîðîäíûõ îáëàñòåé áîëåå îáùåãî âèäà,ñîñòàâëåííûõ èç êîíå÷íîãî ÷èñëà îäíîðîäíûõ îäèíàêîâî îðèåíòèðîâàííûõ ïðÿìîóãîëü-íèêîâ, à òàêæå äëÿ áîëåå îáùèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïðè ðåàëèçàöèè ðàçíîñòíîé êðàåâîéçàäà÷è âîçíèêàåò ïðîáëåìà, ñâÿçàííàÿ ñ íàëè÷èåì îñîáûõ óçëîâ. Ýòî óñòóïû ïîäîáëà-ñòè, òî÷êè ñîïðÿæåíèÿ òðåõ èëè ÷åòûðåõ ìàòåðèàëîâ, à íà âíåøíåé ãðàíèöå � òî÷êèñîïðÿæåíèÿ äâóõ ìàòåðèàëîâ è èçëîìû ãðàíèöû. Äëÿ òàêèõ óçëîâ â ìåòîäèêå [1℄ íåïî-ñðåäñòâåííî íå ïðåäóñìîòðåí ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ðåøåíèÿ, à äîîïðåäåëåíèå ðåøåíèÿ âîñîáûõ óçëàõ ïðèìåíåíèåì ðàçëè÷íûõ ýêñòðàïîëÿöèîííûõ ïðîöåäóð ìîæåò ïðèâîäèòüê ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè è òî÷íîñòè. Êðîìå òîãî, òàêîå äîîïðåäåëåíèå ðåøåíèÿ â ñèëó
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82 Ä.À. È÷åòîâêèí, Â.È. Ïààñîíåííåîäíîçíà÷íîñòè ñïîñîáà è íàïðàâëåíèÿ ýêñòðàïîëÿöèè äåëàåò ìåòîä â öåëîì íåñêîëü-êî íåîïðåäåëåííûì.Â [3℄ áûëà ðàçðàáîòàíà êîíöåïöèÿ ïåðåñ÷åòà ðåøåíèÿ â îñîáûõ óçëàõ ñ ëþáûì ïî-ðÿäêîì, äîñòàòî÷íî ïåðñïåêòèâíàÿ ââèäó òîãî, ÷òî àëãîðèòì ïåðåñ÷åòà íå îïèðàåòñÿ íàýêñòðàïîëÿöèþ, à îñíîâàí íà èíòåãðèðîâàíèè ïî ÷åòûðåì ñîñåäíèì ÿ÷åéêàì ðàçíîñòíûõàïïðîêñèìàöèé äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Êðîìå òîãî, ïðîöåäóðà â ýòîì ñëó÷àåÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íîé è óíèâåðñàëüíîé, ò. å. åäèíîé äëÿ ëþáîãî òèïà îñîáûõ òî÷åê.Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ÷èñëåííîìó èññëåäîâàíèþ ðàçíîñòíûõ ñõåì ðàçëè÷íûõïîðÿäêîâ àïïðîêñèìàöèè äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè â ñîñòàâíûõ îáëàñòÿõ îïè-ñàííîãî âûøå òèïà íà îñíîâå àëãîðèòìà [1℄ ñ ïðèâëå÷åíèåì �îðìóë çàìûêàíèÿ [3℄ äëÿðåøåíèÿ â îñîáûõ òî÷êàõ îáëàñòè. Öåëü ñîñòîèò â òåñòèðîâàíèè �îðìóë çàìûêàíèÿàëãîðèòìà è â ýêñïåðèìåíòàëüíîì ïîäòâåðæäåíèè ñîîòâåòñòâèÿ ïðàêòè÷åñêè íàáëþäà-åìûõ è òåîðåòè÷åñêèõ ïîðÿäêîâ ñõîäèìîñòè â çàäà÷àõ ñ ðàçðûâíûìè êîý��èöèåíòàìè.1. ÊîíöåïöèÿÏóñòü äâóìåðíàÿ íåîäíîðîäíàÿ îáëàñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå îäíîðîäíûõïîäîáëàñòåé, ñîñòàâëåííûõ èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ïðÿìîóãîëüíèêîâ, îäèíàêîâî îðèåíòè-ðîâàííûõ ïî îñÿì, ñ ïîñòîÿííûìè â ïðåäåëàõ ïîäîáëàñòè òåïëî�èçè÷åñêèìè õàðàêòå-ðèñòèêàìè. Âíóòðè êàæäîé èç îäíîðîäíûõ ïîäîáëàñòåé âûïîëíÿåòñÿ óðàâíåíèå òåïëî-ïðîâîäíîñòè ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè, íà ðàçëè÷íûõ ó÷àñòêàõ âíåøíèõ ãðàíèöïîñòàâëåíû óñëîâèÿ ïåðâîãî, âòîðîãî èëè òðåòüåãî ðîäà, à íà ãðàíèöàõ ðàçäåëà ñðåä �óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè òåìïåðàòóðû è íîðìàëüíûõ ê ãðàíèöå ïîòîêîâ. ×òîáû ñìåøàí-íàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à áûëà êîððåêòíà, ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðåäïîëàãàþòñÿ ñîãëàñîâàí-íûìè.Ïðîäîëæèâ âñå ãðàíèöû ðàçäåëà ñðåä è âñå âíåøíèå ãðàíèöû â âåðòèêàëüíîì èãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèÿõ äî ïåðåñå÷åíèé ñî âñåìè ãðàíèöàìè îðòîãîíàëüíîãî íà-ïðàâëåíèÿ, ïåðåâåäåì ëîãè÷åñêè ñëîæíóþ íåîäíîðîäíóþ îáëàñòü â áîëåå ïðîñòóþ îá-ëàñòü êëåò÷àòîé ñòðóêòóðû, ãäå êàæäàÿ êëåòêà îäíîðîäíà, ïðè÷åì íåêîòîðûå êëåòêèìîãóò áûòü è ïóñòûìè. ßñíî, ÷òî ïðè ïðîäîëæåíèè ãðàíèö âîçíèêàþò �èêòèâíûå ãðà-íèöû ðàçäåëà ñðåä ìåæäó êëåòêàìè, çàíÿòûìè îäíèì è òåì æå ìàòåðèàëîì. Â ýòîìñëó÷àå ñ öåëüþ óíè�èêàöèè àëãîðèòìà áóäåì �îðìàëüíî ðàññìàòðèâàòü èõ êàê ðàç-ëè÷íûå ìàòåðèàëû, ò. å. áóäåì çàäàâàòü íà �èêòèâíûõ ãðàíèöàõ óñëîâèÿ íåïðåðûâíî-ñòè ïîòîêà, êîòîðûå ââèäó ñîâïàäåíèÿ êîý��èöèåíòîâ òåïëîïðîâîäíîñòè îçíà÷àþò âäàííîì ñëó÷àå óñëîâèå ãëàäêîñòè â �îðìå ðàâåíñòâà ëåâûõ è ïðàâûõ ïðîèçâîäíûõ. Ïî-ñòðîèì äâóìåðíóþ ïðÿìîóãîëüíóþ ñåòêó, ñîãëàñîâàííóþ ñ âíåøíèìè è âíóòðåííèìèãðàíèöàìè òàê, ÷òîáû â ïðåäåëàõ êàæäîé êëåòêè ñåòêà áûëà ðàâíîìåðíîé â îáîèõ íà-ïðàâëåíèÿõ. Äîáàâèì ñëåâà è ñïðàâà, ñâåðõó è ñíèçó ïî îäíîé �èêòèâíîé ëèíèè ñåòêè,ò. å. îêàéìèì îáëàñòü ñî âñåõ ñòîðîí ñëîåì øèðèíîé â îäíó ÿ÷åéêó. Ýòî ïîçâîëÿåò ðàñ-ñìàòðèâàòü âíóòðåííèå è ãðàíè÷íûå óçëû âñåõ òèïîâ åäèíîîáðàçíî êàê öåíòðàëüíûåóçëû 9-òî÷å÷íîãî øàáëîíà òèïà �ÿùèê�. Ïîñëåäíåå âàæíî äëÿ óíè�èêàöèè àëãîðèòìàâû÷èñëåíèÿ ðåøåíèÿ â îñîáûõ òî÷êàõ, êîòîðûå â òàêîé ìîäè�èöèðîâàííîé ïîñòàíîâêåñ êëåò÷àòîé ñòðóêòóðîé îáëàñòè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãðàíèö êëåòîê.Â ýòîì ñëó÷àå âñå òèïû îñîáûõ óçëîâ (òî÷êè ñîïðÿæåíèÿ òðåõ èëè ÷åòûðåõ ìàòåðèàëîâ,òî÷êè ñîïðÿæåíèÿ äâóõ ìàòåðèàëîâ è âíåøíåé ñðåäû, óñòóïû ãðàíèöû ïîäîáëàñòè èëèâíåøíåé ãðàíèöû, óãëû îáëàñòè) íàõîäÿòñÿ â óãëàõ êëåòîê.



×èñëåííîå èññëåäîâàíèå âûñîêîòî÷íûõ ñõåì â îáëàñòÿõ... 83�àçíîñòíûå ñõåìû, èñïîëüçóåìûå äëÿ âíóòðåííèõ óçëîâ êëåòîê, îáùåèçâåñòíû èçäåñü íå ïðèâîäÿòñÿ. Ýòî äâå ñõåìû ïðèáëèæåííîé �àêòîðèçàöèè � îáû÷íàÿ ÷èñòîíåÿâíàÿ ñõåìà òî÷íîñòè O(τ + h2) íà øàáëîíå �êðåñò� è êîìïàêòíàÿ ñõåìà òî÷íîñòè
O(τ 2 + h4) íà 9-òî÷å÷íîì øàáëîíå ñî ñïåöèàëüíûìè çíà÷åíèÿìè âåñîâ. Âíóòðåííèå èâíåøíèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ àïïðîêñèìèðîâàëèñü íåïîñðåäñòâåííî ïóòåì çàìåíû íîð-ìàëüíîé ïðîèçâîäíîé íà îäíîñòîðîííþþ ðàçäåëåííóþ ðàçíîñòü, çàïèñàííóþ ïî (s+ 1)òî÷êàì, ñ ïîãðåøíîñòüþ àïïðîêñèìàöèè O(hs), ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîé íà òàêîì øàá-ëîíå. Äëÿ ñõåìû âòîðîãî ïîðÿäêà ðàññìàòðèâàëèñü âàðèàíòû ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ñ s = 1è s = 2, à äëÿ êîìïàêòíîé ñõåìû � áîëåå �äëèííûå� óñëîâèÿ ñ s = 3 è s = 4. Òàêèì îá-ðàçîì, òåñòèðîâàëèñü ÷åòûðå ðàçëè÷íûå ðàçíîñòíûå ñõåìû, ïîðÿäîê êîòîðûõ ìåíÿëñÿîò åäèíèöû äî ÷åòûðåõ.Âíåøíèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ çàïèñûâàëèñü íà îäíîìåðíîì øàáëîíå, ñîñòîÿùåì èç
s + 1 óçëîâ, à øàáëîí âíóòðåííèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé çàíèìàë 2s + 1 óçëîâ. Øàãèñåòêè íå äîëæíû áûòü ÷ðåçìåðíî êðóïíûìè äëÿ òîãî, ÷òîáû â êàæäîé êëåòêå â îáîèõíàïðàâëåíèÿõ áûëî íå ìåíåå ÷åì s ÿ÷ååê, èíà÷å øàáëîíû ðàçíîñòíûõ àïïðîêñèìàöèéïîòîêîâ ìîãóò âûñòóïàòü çà ïðåäåëû ãðàíèöû îäíîðîäíîñòè, ÷òî íåäîïóñòèìî.2. Àëãîðèòì ðåàëèçàöèèÂ ðåçóëüòàòå ðàñùåïëåíèÿ �àêòîðèçîâàííîé ñõåìû ïîëó÷àåòñÿ äâå ñîâîêóïíîñòè îä-íîìåðíûõ ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì ñ ëåíòî÷íîé ìàòðèöåé ïî÷òè òðåõäèàãî-íàëüíîãî âèäà. Îòëè÷èå îò òðåõäèàãîíàëüíîé ìàòðèöû ñîçäàþò �äëèííûå� ñòðîêè, ñî-îòâåòñòâóþùèå ìíîãîòî÷å÷íûì ðàçíîñòíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì. Íàïðèìåð, äëÿ ñõå-ìû ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè ïåðâàÿ è ïîñëåäíÿÿ ñòðîêè ìàòðèöû èìåþò ïîïÿòü íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ, à íåñêîëüêî èçîëèðîâàííûõ ñòðîê, ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðà-íèöàì ðàçäåëà ñðåä, ñîäåðæàò ïî äåâÿòü ýëåìåíòîâ, îòëè÷íûõ îò íóëÿ. Òàêàÿ ìàòðèöàçà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ïðèâîäèòñÿ ê òðåõäèàãî-íàëüíîé, äëÿ ÷åãî äîñòàòî÷íî ïî îòäåëüíîñòè ïðåîáðàçîâàòü êàæäóþ �äëèííóþ� ñòðîêóâ òðåõòî÷å÷íóþ ëîêàëüíûì ïðèìåíåíèåì ïðîöåäóðû èñêëþ÷åíèÿ �àóññà. Ïîñëå ýòîãîçàäà÷à ðåøàåòñÿ îáû÷íîé ïðîãîíêîé.Íà ïåðâîì øàãå ïðîãîíêîé âû÷èñëÿþòñÿ ïðîìåæóòî÷íûå çíà÷åíèÿ äðîáíîãî øà-ãà ïî îäíîìó èç íàïðàâëåíèé, íàïðèìåð, ïî âñåì âåðòèêàëüíûì ëèíèÿì ñåòêè, êðîìåãðàíèö êëåòîê. Íà âòîðîì øàãå ïðîâîäèì ïðîãîíêó ïî âñåì ãîðèçîíòàëüíûì ëèíèÿìñåòêè òàêæå êðîìå ãðàíè÷íûõ ëèíèé. Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå âòîðîé ïðîãîíêè ðåøåíèåíà âåðõíåì ñëîå îñòàåòñÿ íå âû÷èñëåííûì íà ãîðèçîíòàëüíûõ ãðàíèöàõ êëåòîê. Ìíî-æåñòâî óçëîâ ñåòêè ýòîãî ìíîæåñòâà ñîñòîèò èç äâóõ ïîäìíîæåñòâ � ïîäìíîæåñòâà íåóãëîâûõ óçëîâ êëåòîê (íå ÿâëÿþùèõñÿ òî÷êàìè ïåðåñå÷åíèé ñ âåðòèêàëüíûìè ãðàíè-öàìè êëåòîê) è ïîäìíîæåñòâà óãëîâ êëåòîê (òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ãðàíèö êëåòîê). Äëÿîïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ â ïåðâîì ïîäìíîæåñòâå äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ îïèñàííûìèâûøå ðàçíîñòíûìè àïïðîêñèìàöèÿìè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà âåðõíåì âðåìåííîì ñëîå,âûðàçèâ èç íèõ çíà÷åíèÿ èñêîìîé �óíêöèè íà ãðàíèöå. Ïîñëå ýòîãî ðåøåíèå íà âåðõ-íåì ñëîå ñòàíîâèòñÿ èçâåñòíûì âñþäó, êðîìå óãëîâ êëåòîê. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ âíèõ èñïîëüçîâàëèñü ñïåöèàëüíûå �îðìóëû [3℄, àïïðîêñèìèðóþùèå èñõîäíîå óðàâíåíèåâ óçëàõ íà ñòûêå äî ÷åòûðåõ ðàçëè÷íûõ ìàòåðèàëîâ. Íå ïðèâîäÿ çäåñü ýòè �îðìóëû,çàìåòèì, ÷òî îíè ïîëó÷åíû èíòåãðèðîâàíèåì ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ïðîèçâîëüíîãî ïî-ðÿäêà àïïðîêñèìàöèè ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì ïî ÷åòûðåì ñìåæíûì ÿ÷åé-êàì. Øàáëîí �îðìóë çàìûêàíèÿ èìååò âèä (4s+ 1)-òî÷å÷íîãî êðåñòà.



84 Ä.À. È÷åòîâêèí, Â.È. Ïààñîíåí3. �åçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâÑ öåëüþ òåñòèðîâàíèÿ �îðìóë çàìûêàíèÿ è ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ ïðàêòè÷åñêè íà-áëþäàåìûõ ïîðÿäêîâ ñõîäèìîñòè áûëè ïðîâåäåíû ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû. �àñ÷åòûïðîâîäèëèñü ïî ÷åòûðåì ñõåìàì ðàññìîòðåííîãî òèïà � ñ ïåðâîãî äî ÷åòâåðòîãî ïîðÿä-êà àïïðîêñèìàöèè. Ýòè ñõåìû ïðè îïèñàíèè ðåçóëüòàòîâ èìåþò íîìåðà, ñîîòâåòñòâóþ-ùèå ïîðÿäêó òî÷íîñòè.Òåñòîâûå çàäà÷è ñîçäàâàëèñü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ðàñïðåäå-ëåíèÿ òåìïåðàòóð âûáèðàëàñü ãëàäêàÿ �óíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ. Íà ãðàíèöàõ �îð-ìèðîâàëèñü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, ñîãëàñîâàííûå ìåæäó ñîáîé â óãëîâûõ òî÷êàõ îáëàñòèè ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè. Îöåíêà ïðàêòè÷åñêè íàáëþäàåìîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ïðî-âîäèëàñü íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òðåõ ñãóùàþùèõñÿ ñåòîê ïî êîý��èöèåíòó óáûâàíèÿîøèáêè
rh =

ǫh
ǫh/2

=
‖Uh − Uh/4‖C
‖Uh/2 − Uh/4‖C

,êîòîðûé òåîðåòè÷åñêè ïðè ìàëûõ h äîëæåí ñòðåìèòüñÿ ê ñòåïåíÿì äâîéêè 2s. ×òîáû÷èñëî τ/h2 îñòàâàëîñü ïîñòîÿííûì, øàã ïî âðåìåíè τ ïðè äåëåíèè ïðîñòðàíñòâåííîãîøàãà ïîïîëàì óìåíüøàëñÿ â ÷åòûðå ðàçà.Òî÷íîå ðåøåíèå â òåñòàõ íå áûëî èçâåñòíî. Îäíàêî âî âñåõ òåñòàõ ïðè äåòàëèçàöèèñåòêè çàìå÷åíà ñõîäèìîñòü ðåçóëüòàòîâ ïî âñåì ñõåìàì ê îäíîìó ïðåäåëó, ïîýòîìó çàòî÷íîå ðåøåíèå ïðè ðàñ÷åòå óñëîâíî ïðèíèìàëîñü ÷èñëåííîå ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå íàñåòêå ñ øàãîì h/4 ïî ñõåìå ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà, êîòîðàÿ ñõîäèëàñü áûñòðåå äðóãèõ ïðèóìåíüøåíèè øàãîâ ñåòêè.Ïåðâîé çàäà÷åé áûëà çàäà÷à Äèðèõëå â åäèíè÷íîì êâàäðàòå, â âåðõíåé ïðàâîé ÷åò-âåðòè êîòîðîãî êîý��èöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè λ1 = 0.02, à â îñòàëüíîé ÷àñòè λ2 = 2.Òåïëîåìêîñòü ïðèíèìàëàñü ðàâíîé åäèíèöå äëÿ îáîèõ ìàòåðèàëîâ. Íà÷àëüíûå äàííûåè ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ãåíåðèðîâàëèñü �óíêöèåé
U(x, y, t) =

1

2
(1 + sin(4πt))

(

1

x+ 1
+

1

y + 1

)

.Â ýòîé çàäà÷å �îðìóëà çàìûêàíèÿ [3℄ äåéñòâóåò â åäèíñòâåííîé òî÷êå � â öåíòðå êâàä-ðàòà, â êîòîðîì ðàñïîëîæåí óñòóï îäíîé èç ñðåä.Â òàáë. 1 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ ïîðÿäêà ñõîäèìîñòè ïîñõåìàì ðàçëè÷íûõ ïîðÿäêîâ òî÷íîñòè äëÿ äàííîé çàäà÷è. Çäåñü ïîêàçàíû íîðìû îøè-áîê íà ñãóùàþùèõñÿ ñåòêàõ äëÿ âñåõ ñõåì è êîý��èöèåíòû óáûâàíèÿ îøèáîê. Äëÿâñåõ ïîðÿäêîâ îáíàðóæèâàåòñÿ ñòðåìëåíèå êîý��èöèåíòà óáûâàíèÿ îøèáêè ê 2s, ÷òîñîîòâåòñòâóåò òåîðèè.Ò à á ë è ö à 1. Ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ îöåíêà ïîðÿäêà òî÷íîñòè â ïåðâîé çàäà÷å ïðè h = 1/40Ñõåìà Îøèáêà ǫh Îøèáêà ǫh/2 Êîý��èöèåíò rhðàñ÷åòà
1 0.038298 0.019225 1.9921
2 0.030408 0.007102 4.2817
3 0.003418 0.000411 8.3181
4 0.003212 0.000201 15.9834
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�èñ. 1. �åøåíèå ïåðâîé çàäà÷è íà ìîìåíò âðåìåíè t = 1 (à) è åãî èçîëèíèè (á)Íà ðèñ. 1, à èçîáðàæåíà ïîâåðõíîñòü, ïîñòðîåííàÿ ïî ðåçóëüòàòàì ðàñ÷åòà íà ìî-ìåíò âðåìåíè t = 1 ïî ñõåìå ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè íà ñåòêå ñ øàãîì h = 0.025.Íà ïîâåðõíîñòè õîðîøî âèäåí èçëîì ðåøåíèÿ íà ãðàíèöå ðàçäåëà ñðåä. Ñîîòâåòñòâó-þùèå èçîëèíèè ïðèâåäåíû íà ðèñ. 1, á. Ñïëîøíûå èçîëèíèè ñîîòâåòñòâóþò �òî÷íîìó�ðåøåíèþ, à ìàðêåðàìè îòìå÷åíû ðåçóëüòàòû íà áîëåå ãðóáîé ñåòêå ñ øàãîì h = 0.1.Âòîðàÿ çàäà÷à � ñìåøàííàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à â åäèíè÷íîì êâàäðàòå. Çäåñü ëèíèÿ ðàç-äåëà ñðåä ñîâïàäàëà ñ ãðàíèöåé íèæíåé ëåâîé ÷åòâåðòè êâàäðàòà. Â íåé êîý��èöèåíòòåïëîïðîâîäíîñòè λ1 = 0.02, â îñòàëüíîé îáëàñòè λ2 = 2. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíèòåìïåðàòóðà âî âñåé îáëàñòè áûëà íóëåâàÿ. Íà ëåâîé è íèæíåé ãðàíèöàõ çàäàâàëàñüíîðìàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ òåìïåðàòóðû
∂U

∂x
=

∂U

∂y
=

t2

10
,íà îñòàëüíîé ÷àñòè âíåøíåé ãðàíèöû ñòàâèëèñü óñëîâèÿ Äèðèõëå

U(x, 1, t) =
t2

10
(993 − 158x2 − x+ 60), U(1, y, t) =

t2

10
(41y3 − 62y2 + y + 20)äëÿ âåðõíåé è ïðàâîé ãðàíèö ñîîòâåòñòâåííî.Â äàííîì ýêñïåðèìåíòå èìåþòñÿ ÷åòûðå îñîáûå òî÷êè, â êîòîðûõ èñïîëüçîâàëèñü�îðìóëû çàìûêàíèÿ. Ýòî óãëû íèæíåé ëåâîé ÷åòâåðòè êâàäðàòà.Ò à á ë è ö à 2. Ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ îöåíêà ïîðÿäêà òî÷íîñòè âî âòîðîé çàäà÷å ïðè h = 1/40Ñõåìà Îøèáêà ǫh Îøèáêà ǫh/2 Êîý��èöèåíò rhðàñ÷åòà

1 0.030194 0.017058 1.7701
2 0.020274 0.005132 3.9507
3 0.004082 0.000511 7.9901
4 0.0020264 0.000128 15.83151
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�èñ. 2. �åøåíèå âòîðîé çàäà÷è íà ìîìåíò âðåìåíè t = 1 (à) è åãî èçîëèíèè (á)Â òàáë. 2 (ñì. ñ. 85) ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ ïîðÿäêà ñõîäèìîñòè äëÿðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è. Çäåñü òàêæå î÷åâèäíà áëèçîñòü êîý��èöèåíòà óáûâàíèÿ îøèá-êè ê 2s, ÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ òåîðèåé.Íà ðèñ. 2 ïîêàçàíû ðåøåíèå íà ìîìåíò âðåìåíè t = 1 è åãî èçîëèíèè.Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñâèäåòåëüñòâóþò î òîì, ÷òî íåñìîòðÿ íà íàëè÷èå ðàçðûâîâïðîèçâîäíûõ ðåøåíèÿ äëÿ êðàåâûõ çàäà÷ â êóñî÷íî-îäíîðîäíûõ îáëàñòÿõ êëåò÷àòîéñòðóêòóðû ïðèìåíåíèå �îðìóë çàìûêàíèÿ â îñîáûõ òî÷êàõ íå ïðèâîäèò ê íåóñòîé÷è-âîñòè èëè ëîêàëüíûì âîçìóùåíèÿì, è ðàçíîñòíûå ñõåìû ñ îäíîñòîðîííåé àïïðîêñè-ìàöèåé ïîòîêîâ, âõîäÿùèõ â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, íà ïðàêòèêå îáíàðóæèâàþò ïîðÿäêèòî÷íîñòè, ñîâïàäàþùèå ñ òåîðåòè÷åñêèìè.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Ïààñîíåí Â.È. Ïàðàëëåëüíûé àëãîðèòì äëÿ êîìïàêòíûõ ñõåì â íåîäíîðîäíûõ îáëà-ñòÿõ // Âû÷èñë. òåõíîëîãèè. 2003. T. 8, � 3. C. 98�106.[2℄ È÷åòîâêèí Ä.À., Ïààñîíåí Â.È. ×èñëåííîå èññëåäîâàíèå íåçàâèñèìîé àïïðîêñèìàöèèãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ðåøåíèÿõ ñ ðàçðûâàìè ïðîèçâîäíûõ // Òàì æå. 2010. T. 15, � 1.C. 77�84.[3℄ Ïààñîíåí Â.È. Ôîðìóëû çàìûêàíèÿ äëÿ êîìïàêòíûõ ñõåì â íåîäíîðîäíûõ îáëàñòÿõ //Òàì æå. 2009. T. 14, � 4. C. 93�99. Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 16 íîÿáðÿ 2009 ã.


