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k · p-ïðèáëèæåíèè∗Â.Ï. Æóêîâ, Ì.Ï. ÔåäîðóêÈíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíûõ òåõíîëîãèé ÑÎ �ÀÍ, Íîâîñèáèðñê, �îññèÿe-mail: zukov�it.ns.ru, mife�it.ns.ruÏðåäëîæåí êîìïàêòíûé, äèâåðãåíòíûé è ýðìèòîâûé êîíå÷íî-ðàçíîñòíûé àíà-ëîã îïåðàòîðà Øðåäèíãåðà äëÿ øåñòèçîííîé k · p-ìîäåëè. Îïèñàí íåÿâíûé èòåðà-öèîííûé ìåòîä ïîèñêà îñíîâíîãî è ïåðâîãî âîçáóæäåííîãî ñîñòîÿíèé ýòîãî êîíå÷íî-ðàçíîñòíîãî îïåðàòîðà. Ïîêàçàíî, ÷òî îáîáùåíèå øåñòèçîííîé k ·p-ìîäåëè íà ñëó-÷àé çàâèñÿùèõ îò ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò ý��åêòèâíûõ ìàññ èìååò ðàçëè÷-íûé âèä. Ñïåêòð íåêîòîðûõ âàðèàíòîâ òàêîãî îáîáùåíèÿ íå�èçè÷åí.Êëþ÷åâûå ñëîâà: øåñòèçîííàÿ k·p-ìîäåëü, êâàíòîâàÿ òî÷êà, îïåðàòîð Øðåäèí-ãåðà, ý��åêòèâíàÿ ìàññà, íåÿâíàÿ êîíå÷íî-ðàçíîñòíàÿ ñõåìà, ñîáñòâåííàÿ �óíê-öèÿ.ÂâåäåíèåÂ íàñòîÿùåå âðåìÿ óñïåøíî âûðàùèâàþòñÿ ïîëóïðîâîäíèêîâûå íàíîñòðóêòóðû, ïðåä-ñòàâëÿþùèå ñîáîé âêëþ÷åíèå ãåðìàíèÿ â âèäå ïðàâèëüíîé ÷åòûðåõãðàííîé ïèðàìèäûâ ìàòðèöó êðåìíèÿ (êâàíòîâàÿ òî÷êà) [1℄. Ýòè ñòðóêòóðû èìåþò ðàçëè÷íûå ïðèëîæå-íèÿ. Â ÷àñòíîñòè, îáñóæäàåòñÿ âîçìîæíîñòü èõ ïðèìåíåíèÿ â êà÷åñòâå ýëåìåíòíîé áàçûêîìïüþòåðîâ, â òîì ÷èñëå êâàíòîâûõ êîìïüþòåðîâ, îòêðûâàþùèõ ïðèíöèïèàëüíî íî-âûå âîçìîæíîñòè â âû÷èñëåíèÿõ çà ñ÷åò èñïîëüçîâàíèÿ êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêèõ ý��åê-òîâ [2℄. Â ñâÿçè ñ ýòèì âñòàåò âîïðîñ î ñâîéñòâàõ íàíîñòðóêòóð, ïðè èçó÷åíèè êîòîðûõâîçíèêàåò ïîòðåáíîñòü â âû÷èñëåíèè ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà è âîëíîâûõ �óíêöèé, ñî-îòâåòñòâóþùèõ îïðåäåëåííîìó ýíåðãåòè÷åñêîìó ñîñòîÿíèþ. Ïðè ýòîì ñ ïðàêòè÷åñêîéòî÷êè çðåíèÿ íàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò îñíîâíîå è ïåðâîå âîçáóæäåííûå ñî-ñòîÿíèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå îïèñûâàåòñÿ ÷èñëåííûé ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé ïðîâîäèòüâû÷èñëåíèÿ ýòèõ ñîñòîÿíèé â ïðèáëèæåíèè õîðîøî çàðåêîìåíäîâàâøåé ñåáÿ øåñòèçîí-íîé k · p-ìîäåëè [3, 4℄.Îñîáåííîñòüþ êâàíòîâûõ òî÷åê ïèðàìèäàëüíîé �îðìû ÿâëÿåòñÿ íèçêàÿ (ïî ñðàâíå-íèþ ñî ñ�åðè÷åñêè èëè öèëèíäðè÷åñêè ñèììåòðè÷íûìè ñòðóêòóðàìè) ñèììåòðèÿ. Ïðèðåøåíèè êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêèõ çàäà÷ ñ íèçêîé ñèììåòðèåé ïðèìåíåíèå ðàçëîæåíèéóðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ïî êàêèì-ëèáî â äîñòàòî÷íîé ìåðå ïðîñòûì �óíêöèÿì [5, 6℄íåðàöèîíàëüíî. Â ýòîì ñëó÷àå áîëåå óäîáåí êîíå÷íî-ðàçíîñòíûé ìåòîä. Îòìåòèì, ÷òîèñïîëüçîâàííûé â ðàáîòàõ [3, 5℄ ïðîñòåéøèé èòåðàöèîííûé ìåòîä äëÿ ïîèñêà ñîáñòâåí-íûõ �óíêöèé è ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé êîíå÷íî-ðàçíîñòíîãî àíàëîãà îïåðàòîðà Øðåäèí-
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58 Â.Ï. Æóêîâ, Ì.Ï. Ôåäîðóêãåðà òðåáóåò íåïðèåìëåìî áîëüøîãî ðàñ÷åòíîãî âðåìåíè, à äëÿ àëãîðèòìà, ïðåäëîæåí-íîãî â [7, 8℄, â êîòîðîì ïðèìåíÿåòñÿ ðàçëîæåíèå ïî áîëüøîìó ÷èñëó ïîñòðîåííûõ îïðå-äåëåííûì îáðàçîì ñåòî÷íûõ �óíêöèé, íåîáõîäèìà çíà÷èòåëüíàÿ ïàìÿòü êîìïüþòåðà.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëîæåíû êîíå÷íî-ðàçíîñòíûé àíàëîã îïåðàòîðà Øðåäèíãå-ðà è èòåðàöèîííûé ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé ý��åêòèâíî âû÷èñëÿòü ýíåðãèþ è âîëíîâóþ�óíêöèþ îñíîâíîãî è ïåðâîãî âîçáóæäåííîãî ñîñòîÿíèé íàíîñòðóêòóðû, ñîñòîÿùåé èçêðåìíèåâîé ìàòðèöû ñ âêëþ÷åíèåì ãåðìàíèÿ, îïèñûâàåìûõ øåñòèçîííîé k ·p-ìîäåëüþâ òðåõìåðíîì ñëó÷àå, íà ïåðñîíàëüíûõ êîìïüþòåðàõ çà ðàçóìíîå âðåìÿ. Ïðåäñòàâëåí-íûé êîíå÷íî-ðàçíîñòíûé îïåðàòîð Øðåäèíãåðà ÿâëÿåòñÿ ýðìèòîâûì, äèâåðãåíòíûì(÷òî âàæíî äëÿ çàäà÷ ñ ðàçðûâíûìè êîý��èöèåíòàìè) è êîìïàêòíûì (äëÿ àïïðîê-ñèìàöèè èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî áëèæàéøèå óçëû).Èñõîäíî k·p-ìîäåëü âûâåäåíà äëÿ ñòðóêòóð ñ ïîñòîÿííûìè ý��åêòèâíûìè ìàññàìè[3, 4℄. Çíà÷åíèÿ ýòèõ ìàññ äëÿ ãåðìàíèÿ è êðåìíèÿ ðàçëè÷àþòñÿ â íåñêîëüêî ðàç, â ñâÿ-çè ñ ÷åì âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü îáîáùèòü äàííóþ ìîäåëü íà ñëó÷àé èçìåíÿþùèõñÿâ ïðîñòðàíñòâå ý��åêòèâíûõ ìàññ. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè [3, 7℄.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå âîïðîñó î âèäå îïåðàòîðà Øðåäèíãåðà â øåñòèçîííîé k · p-ìîäåëèâ ñëó÷àå íåïîñòîÿííûõ ìàññ óäåëåíî çíà÷èòåëüíîå âíèìàíèå.�åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ è àíàëèòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ, ïðåäñòàâëåííûå â ðàáîòå, ïðè-âåëè ê âûâîäó î íåîáõîäèìîñòè ââåäåíèÿ îïðåäåëåííûõ îãðàíè÷åíèé ïðè èñïîëüçîâà-íèè øåñòèçîííîé k ·p-ìîäåëè äëÿ ñòðóêòóð, ñîñòîÿùèõ èç âåùåñòâ ñ èçìåíÿþùèìèñÿ âïðîñòðàíñòâå ý��åêòèâíûìè ìàññàìè, â ÷àñòíîñòè, â ñëó÷àå øèðîêî ðàñïðîñòðàíåííîéïàðû ãåðìàíèé/êðåìíèé. Ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè ó÷åò ýòèõ îãðàíè÷åíèé òðå-áóåòñÿ òîëüêî ïðè ðàñ÷åòàõ íàíîñòðóêòóð, íî ñòðîãî ãîâîðÿ îãðàíè÷åíèÿ èìåþò ìåñòîïðè ëþáûõ (â òîì ÷èñëå è î÷åíü áîëüøèõ) õàðàêòåðíûõ ðàçìåðàõ ïîëóïðîâîäíèêîâîéñòðóêòóðû ïðè íàëè÷èè ðåçêîé ãðàíèöû ìåæäó ñîñòàâëÿþùèìè åå âåùåñòâàìè.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÎäíîýëåêòðîííàÿ âîëíîâàÿ �óíêöèÿ Ψ, îïèñûâàþùàÿ ðàñïðåäåëåíèå ýëåêòðîíîâ â ñè-ñòåìå, ñîñòîÿùåé èç êðåìíèåâîé ìàòðèöû ñ ãåðìàíèåâûìè êâàíòîâûìè òî÷êàìè, ïðåä-ñòàâëÿåò ñîáîé âåêòîð èç øåñòè êîìïîíåíò (ψ1, ψ2, ψ3, ψ4, ψ5, ψ6). Ñòàöèîíàðíîå óðàâíå-íèå Øðåäèíãåðà äëÿ íåå èìååò âèä [3, 4℄
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Ψ+ UΨ. (1)

Çäåñü â ïåðâûõ äâóõ ÷ëåíàõ ñïðàâà ïîä �0� ïîíèìàåòñÿ íóëåâàÿ ìàòðèöà 3× 3,
Ĥµ = (h(1)µ , h(2)µ , h(3)µ ), (2)
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µ ìàòðèöû Ĥµ èìåþò âèä
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Êîý��èöèåíòû L, M , N , εij , U , ∆0 ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûìè �óíêöèÿìè êîîðäèíàò,ïðè ýòîì L, M , N , ∆0 ≥ 0. Êîý��èöèåíòû L, M , N ñâÿçàíû ñ ìàññîé ÷àñòèöû âðàçëè÷íûõ íàïðàâëåíèÿõ, ε̂ ñâÿçàíà ñ äå�îðìàöèîííûìè ý��åêòàìè, ∆0 � ñî ñïèí-îðáèòàëüíûì âçàèìîäåéñòâèåì, U � äîáàâêà ê ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, îáåñïå÷èâàþùàÿðàçðûâ çîí íà ãåòåðîãðàíèöå ãåðìàíèé�êðåìíèé. �îëü êîý��èöèåíòà µ (0 ≤ µ ≤ 1)áóäåò îáúÿñíåíà â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.Çàäà÷à ñîñòîèò â îòûñêàíèè ñîáñòâåííûõ �óíêöèé è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì óðîâíåéýíåðãèè E â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî íà áåñêîíå÷íîñòè Ψ = 0. Ïîñêîëüêó ïðåäñòàâëÿþùèåèíòåðåñ ëîêàëèçîâàííûå âîëíîâûå �óíêöèè äîñòàòî÷íî áûñòðî ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ñðàññòîÿíèåì îò êâàíòîâîé òî÷êè, òî áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî Ψ = 0 íà ãðàíèöàõ ðàñ÷åòíîéîáëàñòè 0 < x < x0, 0 < y < y0, 0 < z < z0.Ïðîâåäåì íîðìèðîâêó çàäà÷è. Âûáåðåì â êà÷åñòâå ìàñøòàáà äëèíû âåëè÷èíó l â íì,âðåìåíè � t∗ = 2ml2/h̄ = 1.7275555 · 10−14(m/me)l
2
[nm] â ñ. Çäåñü h̄ = 1.0546 · 10−34Äæ · ñ � ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà, m � ìàññà íîñèòåëÿ, me = 9.1094 · 10−31 êã � ìàññàýëåêòðîíà. Âèä óðàâíåíèé ïîñëå íîðìèðîâêè íå èçìåíèòñÿ, íî êîý��èöèåíòû L, M ,

N íåîáõîäèìî âû÷èñëÿòü â åäèíèöàõ h̄2/(2me), à ïîä ∆0, εij è U íàäî ïîíèìàòü ýòèâåëè÷èíû, âûðàæåííûå â ýëåêòðîíâîëüòàõ (1 ýÂ = 1.6022 · 10−19 Äæ) è óìíîæåííûå íà
u0 = (2ml2/h̄2)1.6022 · 10−19 = 26.24587(m/me)l

2
[nm],ãäå m/me � îòíîøåíèå ìàññû íîñèòåëÿ ê ìàññå ýëåêòðîíà. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîëà-ãàåòñÿ m/me = 1. Çíà÷åíèÿ ðàçëè÷íûõ êîý��èöèåíòîâ ïðèâåäåíû â [3℄.



60 Â.Ï. Æóêîâ, Ì.Ï. Ôåäîðóê2. Ïðîáëåìû k · p-ìîäåëè è âûáîð ïàðàìåòðà µÍàëè÷èå êîý��èöèåíòà µ â (2) ñâÿçàíî ñ ïîïûòêîé îáîáùåíèÿ k · p-ìîäåëè íà ñëó-÷àé íåïîñòîÿííûõ â ïðîñòðàíñòâå êîý��èöèåíòîâ L, M è N . Êàê ëåãêî âèäåòü, ïðè
N = onst ïàðàìåòð µ â (2) èñ÷åçàåò. Ñòðîãîãî âûâîäà óðàâíåíèé â ñëó÷àå N 6= onst íåñóùåñòâóåò. Èç òðåáîâàíèÿ åñòåñòâåííîé ñèììåòðèè óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ïîâîðîòîâñëåäóåò, ÷òî ïðè N 6= onst â êà÷åñòâå ÷ëåíîâ ãàìèëüòîíèàíà, ñâÿçàííûõ ñ N , ìîæíîâçÿòü ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ âûðàæåíèé
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, (4)êîòîðûå ïðè N = onst íå îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà. Ïîä ψk ïîíèìàþòñÿ âåêòîðû
(ψ1, ψ2, ψ3) èëè (ψ4, ψ5, ψ6) â çàâèñèìîñòè îò òîãî, íà êàêèå êîìïîíåíòû Ψ äàííàÿ ÷àñòüîïåðàòîðà äåéñòâóåò. Îáà îïåðàòîðà (3), (4) ýðìèòîâû. Âûðàæåíèå (3) ñîîòâåòñòâóåò
µ = 1, à (4) � µ = 0.Èññëåäîâàíèÿ âûÿâèëè ñëåäóþùèé íåäîñòàòîê øåñòèçîííîé k · p-ìîäåëè â ñëó÷àåíåïîñòîÿííûõ êîý��èöèåíòîâ. Ñóùåñòâóåò äèàïàçîí çíà÷åíèé ïàðàìåòðà µ, îïðåäåëÿ-þùèéñÿ âåëè÷èíàìè L, M è N âõîäÿùèõ â ãåòåðîñòðóêòóðó ìàòåðèàëîâ, â êîòîðîìñïåêòð îïåðàòîðà �àìèëüòîíà Ĥ ÿâëÿåòñÿ íå�èçè÷åñêèì. À èìåííî, êà÷åñòâåííàÿ çà-âèñèìîñòü ýíåðãèè E, ñîîòâåòñòâóþùåé ëîêàëèçîâàííîé â îêðåñòíîñòè êâàíòîâîé òî÷êèñîáñòâåííîé �óíêöèè îïåðàòîðà Ĥ, îò õàðàêòåðíîãî ïðîñòðàíñòâåííîãî ìàñøòàáà ñîá-ñòâåííîé �óíêöèè R èìååò âèä, èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 1. Ïðè ìàëûõ R−1 ýíåðãèÿ ðàñòåòñ óâåëè÷åíèåì R−1, îäíàêî íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ îíà óìåíüøàåòñÿ. Ïðè R→ 0ñóùåñòâóåò àñèìïòîòèêà

E ∼ 1

R2
, E < 0.Âîëíîâàÿ �óíêöèÿ ïðè R → 0 îêàçûâàåòñÿ ëîêàëèçîâàííîé îêîëî ãðàíèöû êîíòàêòàäâóõ ìàòåðèàëîâ ñ ðàçíûìè ïàðàìåòðàìè (â íàøåì ñëó÷àå íà ãðàíÿõ ïèðàìèäû) â ñëîåòîëùèíîé ∼ R è èìååò õàðàêòåðíûé ìàñøòàá îñöèëëÿöèé âäîëü êîíòàêòíîé ãðàíè-öû òàêæå ïîðÿäêà R. Ýòà ñèòóàöèÿ ýêâèâàëåíòíà ñèòóàöèè ñ îòðèöàòåëüíîé ìàññîé èÿâëÿåòñÿ íå�èçè÷åñêîé. Õàðàêòåðíàÿ âåëè÷èíà ïðîñòðàíñòâåííîãî ìàñøòàáà R∗, ïðèêîòîðîì E ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé ýíåðãèè ñîñòîÿíèÿ ñ âîëíîâîé �óíêöèåé, îáëàäàþùåéíàèáîëüøèì ïðîñòðàíñòâåííûì ìàñøòàáîì, èìååò ïîðÿäîê íàíîìåòðà.Äëÿ ñëó÷àÿ êîíòàêòà ãåðìàíèÿ è êðåìíèÿ ïîäîáíîå ÿâëåíèå íàáëþäàåòñÿ ïðè µ∗ ≤

µ ≤ 1, µ∗ ∼ 0.4, à ïðè µ, áëèçêîì ê íóëþ, îíî íå ñóùåñòâóåò. Îäíàêî ýòî íå îçíà-÷àåò, ÷òî äëÿ äðóãèõ âåùåñòâ íåîáõîäèìî âûáèðàòü µ, áëèçêîå ê 0. Íàïðèìåð, åñ-ëè âçÿòü ïàðó ãèïîòåòè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ ñ L1 = M1 = (LGe + MGe)/2, N1 = NGeè L2 = M2 = (LSi +MSi)/2, N2 = NSi, òî îïåðàòîð (1), (2) áóäåò èìåòü óêàçàííûé äå-�åêò ïðè µ, áëèçêîì ê 0 è 1, à ïðè µ, íàõîäÿùåìñÿ â îêðåñòíîñòè 1/2, íå�èçè÷åñêèéý��åêò îòñóòñòâóåò. Åñëè âçÿòü äâà ìàòåðèàëà ñ ïàðàìåòðàìè ãåðìàíèÿ è êðåìíèÿ,íî â êà÷åñòâå NGe èñïîëüçîâàòü âåëè÷èíó, çíà÷èòåëüíî ìåíüøóþ åå ðåàëüíîãî çíà÷å-íèÿ, òî íå�èçè÷åñêèé ý��åêò îòñóòñòâóåò ïðè ëþáûõ µ.Ê èçëîæåííûì âûâîäàì ïðèâîäèò àíàëèç ðåçóëüòàòîâ àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé çà-äà÷è î ñîáñòâåííûõ �óíêöèÿõ îïåðàòîðà Ĥ â ñëó÷àå ïëîñêîãî ñëîÿ îäíîãî ìàòåðèàëà



Êîíå÷íî-ðàçíîñòíûé ìåòîä âû÷èñëåíèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ... 61(ãåðìàíèÿ), ïîìåùåííîãî â äðóãîé ìàòåðèàë (êðåìíèé), è çàäà÷è î êîíòàêòå ïîëóïðî-ñòðàíñòâ, çàíèìàåìûõ ðàçíûìè ìàòåðèàëàìè. �åøåíèå äàííûõ çàäà÷ áóäåò ïðèâåäåíîâ îòäåëüíîé ðàáîòå. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîëíîñòüþ ïîäòâåðæäàþòñÿ ïðèâåäåííûìíèæå ÷èñëåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è î êâàíòîâîé òî÷êå ãåðìàíèÿ â ìàòðèöå êðåìíèÿ.Íàëè÷èå íå�èçè÷åñêîãî ðåøåíèÿ â êàêîé-òî ñòåïåíè ìîæíî ïîíÿòü èç ñëåäóþùèõ ñî-îáðàæåíèé. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà � Ĥµ ïðè ïîñòîÿííûõ
L,M è N äëÿ ñîáñòâåííûõ �óíêöèé Ψ ∼ eik(x+y) èìåþò âèä E = (L+M−N)k2. ÏðèN <
L+M ýòî ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû ñ ìàññîé ïîðÿäêà (L+M−N)−1 > 0,ïðè N > L +M � ñëó÷àþ îòðèöàòåëüíîé ìàññû è ìèíèìàëüíîé ýíåðãèè, ðàâíîé −∞ïðè k = ∞. Ïðè êîíòàêòå òàêèõ ìàòåðèàëîâ êàê ãåðìàíèé è êðåìíèé íà êîíòàêòíîéãðàíèöå âåëè÷èíà NGe ≈ 34.14 ñóùåñòâåííî ïðåâûøàåò LSi +MSi ≈ 9.44. Òàêèì îáðà-çîì, èìååò ìåñòî êîíòàêò äâóõ ìàòåðèàëîâ ñ N > L +M . Çàìåòèì, ÷òî äëÿ òèïè÷íûõïîëóïðîâîäíèêîâ (â òîì ÷èñëå ãåðìàíèÿ è êðåìíèÿ) 0 < L +M − N ≪ L + M , ò. å.ñèòóàöèÿ áëèçêà ê ïðåäåëüíî äîïóñòèìîìó ñëó÷àþ L+M = N .�àññìîòðèì ïðîÿâëåíèå íå�èçè÷åñêèõ ý��åêòîâ ïðè ðåøåíèè çàäà÷ íà ñîáñòâåí-íûå çíà÷åíèÿ ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ðàçíîñòíûõìåòîäîâ îãðàíè÷èâàåò íàèìåíüøèé ìàñøòàá çàäà÷è øàãîì ðàçíîñòíîé ñåòêè h, à ïðè èñ-ïîëüçîâàíèè ðàçëîæåíèé ïî êàêèì-ëèáî �óíêöèÿì � õàðàêòåðíûì ìàñøòàáîì íàèáîëååñèëüíî ìåíÿþùåéñÿ â ïðîñòðàíñòâå �óíêöèè. Ïîýòîìó ïðè ïîèñêå îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿîïåðàòîðà Ĥ ñî çíà÷åíèÿìè µ, äàþùèìè íå�èçè÷åñêèé ý��åêò â ñëó÷àå ñòðóêòóð ñ ìàñ-øòàáîì âûøå íåñêîëüêèõ äåñÿòêîâ íàíîìåòðîâ, â êà÷åñòâå îñíîâíîé áóäåò âûäåëÿòüñÿãàðìîíèêà ñ íàèìåíüøèì ïðîñòðàíñòâåííûì ìàñøòàáîì. Óìåíüøåíèå øàãà ñåòêè h áó-äåò ñîçäàâàòü èëëþçèþ ñõîäèìîñòè ðàçíîñòíîãî ðåøåíèÿ ê ýòîé ãàðìîíèêå. Îäíàêî, êàêòîëüêî øàã ñåòêè ñòàíåò < R∗ (ñì. ðèñ. 1), âîçíèêíóò ëîêàëèçîâàííûå íà êîíòàêòíîéãðàíèöå ìåëêîìàñøòàáíûå ãàðìîíèêè è ÷èñëåííîå ðåøåíèå áóäåò íîñèòü ÿâíî íå�è-çè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîñêîëüêó ìíîãîìåðíûå çàäà÷è òðåáóþò áîëüøèõ âû÷èñëèòåëüíûõðåñóðñîâ, òî âîçìîæíà ñèòóàöèÿ, êîãäà âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäÿòñÿ íå íà äîñòàòî÷íî ìåë-êîé ñåòêå, äàþùåé ïðàâèëüíûé ñ òî÷êè çðåíèÿ ñîîòâåòñòâèÿ äè��åðåíöèàëüíîé çàäà÷å(íî íå �èçèêå!) ðåçóëüòàò. Àíàëîãè÷íîå ìîæåò ïðîèçîéòè è ïðè ðåøåíèè ðàññìàòðèâàå-ìîé çàäà÷è ìåòîäîì ðàçëîæåíèÿ Ψ ïî êàêèì-ëèáî �óíêöèÿì: åñëè ÷èñëî ýòèõ �óíêöèé

�èñ. 1. Êà÷åñòâåííàÿ çàâèñèìîñòü ýíåðãèè E ñâÿçàííîãî ñîñòîÿíèÿ îò õàðàêòåðíîãî ïðîñòðàí-ñòâåííîãî ìàñøòàáà R âîëíîâîé �óíêöèè ýòîãî ñîñòîÿíèÿ ïðè íåóäà÷íîì âûáîðå ïàðàìåòðà µ



62 Â.Ï. Æóêîâ, Ì.Ï. Ôåäîðóêìàëî, òî íå�èçè÷åñêîå ðåøåíèå ìîæåò ñåáÿ íå ïðîÿâèòü. Óêàçàííûå îñîáåííîñòè ÷èñ-ëåííîãî ðåøåíèÿ ïîäòâåðæäàþòñÿ ðåøåíèåì íèæåïðèâåäåííûõ çàäà÷.Ïðè áîëüøèõ õàðàêòåðíûõ ðàçìåðàõ çàäà÷è îãðàíè÷åííîñòü ìåëêîãî ìàñøòàáà øà-ãîì ðàçíîñòíîé ñåòêè ÿâëÿåòñÿ ñâîåîáðàçíûì �èëüòðîì, ðåãóëÿðèçàòîðîì äëÿ íåêîð-ðåêòíîé èñõîäíîé äè��åðåíöèàëüíîé çàäà÷è. Îäíàêî äëÿ ñèñòåì ñ ðàçìåðàìè ïîðÿäêàíåñêîëüêèõ íàíîìåòðîâ øàã ñåòêè ñðàâíèì ñ êðèòè÷åñêèì ìàñøòàáîì è òðåáóåòñÿ âû-áîð êîíêðåòíîãî çíà÷åíèÿ µ.Çàìåòèì òàêæå, ÷òî óðàâíåíèÿ áîëåå ñëîæíîé âîñüìèçîííîé ìîäåëè [4℄ èìåþò ñòðóê-òóðó, ïîäîáíóþ ñòðóêòóðå óðàâíåíèé ðàññìàòðèâàåìîé øåñòèçîííîé ìîäåëè, ïîýòîìóïðè îïèñàíèè ñòðóêòóð ñ ìåíÿþùèìèñÿ â ïðîñòðàíñòâå ý��åêòèâíûìè ìàññàìè â äàí-íîé ìîäåëè ìîãóò âîçíèêàòü àíàëîãè÷íûå ïðîáëåìû.3. Êîíå÷íî-ðàçíîñòíûé àíàëîã îïåðàòîðà ØðåäèíãåðàÏðîñòåéøèé êîíå÷íî-ðàçíîñòíûé àíàëîã îïåðàòîðà Øðåäèíãåðà (1), â êîòîðîì âñå êîì-ïîíåíòû âîëíîâîé �óíêöèè âû÷èñëÿþòñÿ â îäíèõ è òåõ æå òî÷êàõ ïðè çàâèñÿùåì îòêîîðäèíàò êîý��èöèåíòå N , îêàçûâàåòñÿ íå ýðìèòîâûì. Äëÿ èñïðàâëåíèÿ ýòîé ñèòóà-öèè áóäåì âû÷èñëÿòü ðàçëè÷íûå êîìïîíåíòû âîëíîâîé �óíêöèè è çàäàâàòü ðàçëè÷íûåêîý��èöèåíòû â ðàçíûõ óçëàõ:
ψ1, ψ4, ε11 â òî÷êàõ i+ 1/2, j, k,
ψ2, ψ5, ε22 â òî÷êàõ i, j + 1/2, k,
ψ3, ψ6, ε33 â òî÷êàõ i, j, k + 1/2.Êîý��èöèåíòû L, U , ∆0 è íåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ε̂ (εij ïðè i 6= j) áóäåì çàäà-âàòü â òî÷êàõ i, j, k, à M � â òî÷êàõ i + 1/2, j + 1/2, k + 1/2. Ïðè âû÷èñëåíèè ÷ëåíîâñ ñîìíîæèòåëåì µ â (2) �óíêöèÿ N âû÷èñëÿåòñÿ â òî÷êàõ i + 1/2, j + 1/2, k + 1/2, àïðè âû÷èñëåíèè ÷ëåíîâ ñ ñîìíîæèòåëåì 1 − µ � â òî÷êàõ i, j, k. Ïîñêîëüêó N ÿâëÿåò-ñÿ çàäàííîé �óíêöèåé, âû÷èñëåíèå ýòîãî ïàðàìåòðà â ðàçíûõ òî÷êàõ íå ïðåäñòàâëÿåòòðóäíîñòè.Âû÷èñëåíèå ðàçëè÷íûõ âåëè÷èí íà ñäâèíóòûõ ñåòêàõ ïîçâîëÿåò íå òîëüêî åñòåñòâåí-íûì è êîìïàêòíûì îáðàçîì àïïðîêñèìèðîâàòü îïåðàòîð Ĥµ, íî è îáåñïå÷èâàåò ýðìèòî-âîñòü êîíå÷íî-ðàçíîñòíîãî àíàëîãà ýòîãî îïåðàòîðà. Íàïðèìåð, äëÿ ïåðâîé êîìïîíåíòûâîëíîâîé �óíêöèè áóäåì èìåòü (äëÿ êðàòêîñòè ðàññìîòðèì ñëó÷àé µ = 1)

{

∂

∂x

(

L
∂ψ1

∂x

)

+
∂

∂y

(

M
∂ψ1

∂y
+N

∂ψ2

∂x

)

+
∂

∂z

(

M
∂ψ1

∂z
+N

∂ψ3

∂x

)}

i+1/2,j,k

=

=
qx i+1,j,k − qx i,j,k

hx
+
qy i+1/2,j+1/2,k − qy i+1/2,j−1/2,k

hy
+
qz i+1/2,j,k+1/2 − qz i+1/2,j,k−1/2

hz
,

qx i,j,k = Li,j,k

ψ1 i+1/2,j,k − ψ1 i−1/2,j,k

hx
,

qy i+1/2,j+1/2,k =
Mi+1/2,j+1/2,k+1/2 +Mi+1/2,j+1/2,k−1/2

2

ψ1 i+1/2,j+1,k − ψ1 i+1/2,j,k

hy
+

+
Ni+1/2,j+1/2,k+1/2 +Ni+1/2,j+1/2,k−1/2

2

ψ2 i+1,j+1/2,k − ψ2 i,j+1/2,k

hx
,



Êîíå÷íî-ðàçíîñòíûé ìåòîä âû÷èñëåíèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ... 63
qz i+1/2,j,k+1/2 =

Mi+1/2,j+1/2,k+1/2 +Mi+1/2,j−1/2,k+1/2

2

ψ1 i+1/2,j+1,k − ψ1 i+1/2,j,k

hz
+

+
Ni+1/2,j+1/2,k+1/2 +Ni+1/2,j−1/2,k+1/2

2

ψ3 i+1,j,k+1/2 − ψ3 i,j,k+1/2

hx
.Ïðîâåðèì ýðìèòîâîñòü êîíå÷íî-ðàçíîñòíîãî àíàëîãà îïåðàòîðà Ĥµ, ò. å. âûïîëíåíèåðàâåíñòâà 〈Φ|Ĥµ|Ψ〉 = 〈Ψ|Ĥ∗

µ|Φ〉. Ïîä 〈Φ|Ĥµ|Ψ〉 ïîíèìàåòñÿ
∑

i=0,i0−1

j=1,j0−1

k=1,k0−1

φ1 i+1/2,j,k(ĤµΨ)
(1)
i+1/2,j,k +

∑

i=1,i0−1

j=0,j0−1

k=1,k0−1

φ2 i,j+1/2,k(ĤµΨ)
(2)
i,j+1/2,k+

+
∑

i=1,i0−1

j=1,j0−1

k=0,k0−1

φ3 i,j,k+1/2(ĤµΨ)
(3)
i,j,k+1/2 + ...Çäåñü âåðõíèå èíäåêñû (öè�ðû â ñêîáêàõ) îòíîñÿòñÿ ê íîìåðó êîìïîíåíò. Áóäåì ó÷è-òûâàòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

ψ1 i=−1/2,j,k = −ψ1 i=1/2,j,k, ψ1 i=i0+1/2,j,k = −ψ1 i=i0−1/2,j,k,

ψ1 i+1/2,j=0,k = ψ1 i+1/2,j=j0,k = ψ1 i+1/2,j,k=0 = ψ1 i+1/2,j,k=k0 = 0(àíàëîãè÷íî äëÿ äðóãèõ êîìïîíåíò).Äëÿ êðàòêîñòè äîêàæåì ýðìèòîâîñòü òîëüêî äëÿ ÷ëåíîâ, ñâÿçàííûõ ñ N , ïðè µ = 1,â äâóìåðíîì ñëó÷àå è ëèøü äëÿ ïåðâûõ äâóõ êîìïîíåíò Ψ. Èòàê, èìååì,
∑

i=0,i0−1

j=1,j0−1

φ1 i+1/2,j{Ni+1/2,j+1/2(ψ2 i+1,j+1/2−ψ2 i,j+1/2)−Ni+1/2,j−1/2(ψ2 i+1,j−1/2−ψ2 i,j−1/2)}+

+
∑

i=1,i0−1

j=0,j0−1

φ2 i,j+1/2{Ni+1/2,j+1/2(ψ1 i+1/2,j+1 − ψ1 i+1/2,j)−

−Ni−1/2,j+1/2(ψ1 i−1/2,j+1 − ψ1 i−1/2,j)}. (5)Ïðîâåäÿ çàìåíó èíäåêñîâ, ïåðâóþ ñóììó ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
∑

i=0,i0−1

j=1,j0−1

φ1 i+1/2,jNi+1/2,j+1/2(ψ2 i+1,j+1/2 − ψ2 i,j+1/2)−

−
∑

i=0,i0−1

j=0,j0−2

φ1 i+1/2,j+1Ni+1/2,j+1/2(ψ2 i+1,j+1/2 − ψ2 i,j+1/2).Ñ ó÷åòîì òîãî ÷òî φ1 i+1/2,j=0 = 0, ïåðâóþ èç ýòèõ ñóìì ìîæíî ïðîäëèòü äî j = 0,ñ ó÷åòîì φ1 i+1/2,j=j0 = 0 âòîðóþ ñóììó ìîæíî ïðîäëèòü äî j = j0 − 1. Â èòîãå ïîëó÷èìâûðàæåíèå
∑

i=0,i0−1

j=1,j0−1

Ni+1/2,j+1/2(φ1 i+1/2,j − φ1 i+1/2,j+1)(ψ2 i+1,j+1/2 − ψ2 i,j+1/2).



64 Â.Ï. Æóêîâ, Ì.Ï. ÔåäîðóêÏðîäåëàâ àíàëîãè÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ âòîðîé ñóììû â (5), âìåñòî ýòîãî óðàâíåíèÿïîëó÷èì
∑

i=0,i0−1

j=1,j0−1

Ni+1/2,j+1/2{(φ1 i+1/2,j − φ1 i+1/2,j+1)(ψ2 i+1,j+1/2 − ψ2 i,j+1/2)+

+(φ2 i,j+1/2 − φ2 i+1,j+1/2)(ψ1 i+1/2,j+1 − ψ1 i+1/2,j)}.Ýòî âûðàæåíèå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî çàìåíû Φ íà Ψ, ÷òî è îçíà÷àåò ýðìèòîâîñòü.Àïïðîêñèìàöèÿ ÷ëåíîâ ĤΨ â (1), ñâÿçàííûõ ñ U è  äèàãîíàëüíûìè êîìïîíåíòà-ìè ε̂, íå âûçûâàåò çàòðóäíåíèé. Íî âñëåäñòâèå âû÷èñëåíèÿ êîìïîíåíò Ψ íà ñäâèíóòûõñåòêàõ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ýðìèòîâîãî êîíå÷íî-ðàçíîñòíîãî àíàëîãà ÷ëåíîâ ñ ∆0 è íåäèà-ãîíàëüíûìè êîìïîíåíòàìè ε̂, çàâèñÿùèìè îò êîîðäèíàò, ïîíàäîáÿòñÿ äîïîëíèòåëüíûåóñèëèÿ. Ïîñòóïèì ñëåäóþùèì îáðàçîì.Äëÿ àïïðîêñèìàöèè âûðàæåíèÿ âèäà ∆0ψm â íåêîòîðîé òî÷êå pqr, íå ñîâïàäàþùåéñ òî÷êàìè çàäàíèÿ �óíêöèé ∆0 è ψm, âû÷èñëèì â ýòîé òî÷êå âåëè÷èíó [
√
∆0 ]pqr ïóòåìóñðåäíåíèÿ âåëè÷èí√∆0 ijk â òî÷êó pqr. Ñ ïîìîùüþ àíàëîãè÷íîãî óñðåäíåíèÿ √∆0 i,j,kâû÷èñëèì âåëè÷èíó [

√
∆0 ]eghψm â òî÷êàõ egh, â êîòîðûõ âû÷èñëÿåòñÿ m-êîìïîíåíòàâîëíîâîé �óíêöèè. Çàòåì óñðåäíèì [

√
∆0 ]eghψm â òî÷êó pqr. Îáîçíà÷èì ðåçóëüòàò ÷åðåç

[[
√
∆0 ]eghψm]pqr. Â êà÷åñòâå ∆0ψm â òî÷êå pqr ïðèìåì âåëè÷èíó [

√
∆0 ]pqr[[

√
∆0 ]eghψm]pqr.Ïðîäåìîíñòðèðóåì ýòî íà ïðèìåðå ñîïðÿæåííûõ ÷ëåíîâ −∆0ψ2, êîòîðûé íåîáõîäè-ìî âû÷èñëèòü â òî÷êå i + 1/2, j (èíäåêñ k äëÿ êðàòêîñòè îïóñêàåì), è ∆0ψ1, êîòîðûéíåîáõîäèìî âû÷èñëèòü â òî÷êå i, j + 1/2. Â ýòîì ñëó÷àå èìååì

(−∆0ψ2)i+1/2,j = −
√

∆0 i,j +
√

∆0 i+1,j

2

f2 i,j+1/2 + f2 i,j−1/2 + f2 i+1,j+1/2 + f2 i+1,j−1/2

4
,ãäå f2 i,j+1/2 =

√

∆0 i,j +
√

∆0 i,j+1

2
ψ2 i,j+1/2,

∆0ψ1 i,j+1/2 =

√

∆0 i,j +
√

∆0 i,j+1

2

f1 i+1/2,j + f1 i−1/2,j + f1 i+1/2,j+1 + f1 i−1/2,j+1

4
,ãäå f1 i+1/2,j =

√

∆0 i,j +
√

∆0 i+1,j

2
ψ1 i+1/2,j .Ïðîâîäÿ èññëåäîâàíèÿ àíàëîãè÷íûå ñäåëàííûì äëÿ ÷ëåíîâ, ñâÿçàííûõ ñ N , ìîæíîïîêàçàòü ýðìèòîâîñòü âûøåîïèñàííûõ ÷ëåíîâ ñ ∆0.Ïîñêîëüêó �óíêöèè εij ìîãóò ìåíÿòü çíàê, òî âî èçáåæàíèå âû÷èñëåíèÿ êîðíÿ èçîòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà è ïîÿâëåíèÿ êîìïëåêñíûõ âåëè÷èí â èñõîäíî âåùåñòâåííîì îïå-ðàòîðå ïðåäñòàâèì íåäèàãîíàëüíûå êîìïîíåíòû εij â âèäå

εij = ε+ij − ε−ij,ãäå ε+ij = εij, åñëè εij > 0, è ε+ij = 0, åñëè εij ≤ 0, ε−ij = −εij, åñëè εij < 0, è ε−ij = 0, åñëè
εij ≥ 0. Àïïðîêñèìàöèÿ ÷ëåíîâ ñ ε+ij è ε−ij ïðîèçâîäèòñÿ òàê æå, êàê è ÷ëåíîâ ñ ∆0.



Êîíå÷íî-ðàçíîñòíûé ìåòîä âû÷èñëåíèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ... 654. Èòåðàöèîííûé ìåòîäÄëÿ ïîèñêà îñíîâíîãî ýíåðãåòè÷åñêîãî óðîâíÿ (íàèìåíüøåãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ E)è ñîîòâåòñòâóþùåé åìó âîëíîâîé �óíêöèè Ψ èñïîëüçóåì èòåðàöèîííûé ïðîöåññ, êî-òîðûé ïî ñóùåñòâó ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåøåíèå óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè (óðàâíå-íèÿ Øðåäèíãåðà ñ ìíèìûì âðåìåíåì) íà óñòàíîâëåíèå. Ïîñêîëüêó êîíå÷íî-ðàçíîñòíûéàíàëîã îïåðàòîðà Ĥ ýðìèòîâ, òî ïðè äîñòàòî÷íîì ÷èñëå èòåðàöèé áóäåò âûäåëÿòüñÿ ãàð-ìîíèêà ñ íàèìåíüøèì E. Äëÿ óâåëè÷åíèÿ ïàðàìåòðà èòåðàöèé τ (øàãà ïî �âðåìåíè�) èóñòîé÷èâîñòè èòåðàöèé ïðèìåíèì ñëåäóþùóþ íåÿâíóþ ñõåìó:
ψ̃1 − ψn

1

τ
= L0

∂2ψ̃1

∂x2
+M0

∂2ψ̃1

∂y2
+

∂

∂z

(

M0

∂ψ̃1

∂z

)

+ f1(ψ
n
1 , ψ

n
2 , ..., ψ

n
6 ) + En

Pψ
n
1 ,

ψ̃2 − ψn
2

τ
=M0

∂2ψ̃2

∂x2
+ L0

∂2ψ̃2

∂y2
+

∂

∂z

(

M0

∂ψ̃2

∂z

)

+ f1(ψ̃1, ψ
n
2 , ..., ψ

n
6 ) + En

Pψ
n
2 ,

ψ̃3 − ψn
3

τ
=M0

∂2ψ̃3

∂x2
+M0

∂2ψ̃3

∂y2
+

∂

∂z

(

L0

∂ψ̃3

∂z

)

+ f1(ψ̃1, ψ̃2, ψ
n
3 , ..., ψ

n
6 ) + En

Pψ
n
3 ,

. . .

ψ̃6 − ψn
6

τ
=M0

∂2ψ̃6

∂x2
+M0

∂2ψ̃6

∂y2
+

∂

∂z

(

L0

∂ψ̃6

∂z

)

+ f1(ψ̃1, ..., ψ̃5, ψ
n
6 ) + En

Pψ
n
6 ,

L0(z) = max
x,y

L(x, y, z), M0(z) = max
x,y

M(x, y, z), (6)

Ψn+1 =
Ψ̃

(〈Ψ̃Ψ̃〉)1/2
, 〈ΦΨ〉 =

∫∫∫

Φ∗Ψdxdydz. (7)Çäåñü ïîä äè��åðåíöèàëüíûìè îïåðàòîðàìè ïîäðàçóìåâàþòñÿ èõ êîíå÷íî-ðàçíîñòíûåàíàëîãè, n � íîìåð èòåðàöèè. Ïîä fm(Ψ) ïîíèìàåòñÿ m-êîìïîíåíòà �óíêöèè −ĤΨ çàâû÷åòîì ÷ëåíîâ ñ M0, L0. Óðàâíåíèÿ (6) ðåøàëèñü ïóòåì ðàçëîæåíèÿ â ðÿäû Ôóðüå ïî
x è y è ïðîãîíêîé ïî z.Âåëè÷èíà En

P ñâÿçàíà ñ ýíåðãèåé
En = 〈Ψn(ĤΨn)〉/〈ΨnΨn〉 (8)ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â íà÷àëå èòåðàöèé En=0

P = 0. Ïðè |En−En−1| < δE |En| ïîëàãàåòñÿ
En+1

P = En. Çäåñü δE � ìàëîå ÷èñëî. Â ïðèâåäåííûõ íèæå ðàñ÷åòàõ îïòèìàëüíûìîêàçàëîñü δE ∼ 10−3. Èòåðàöèè ïðåêðàùàþòñÿ ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ
max
x,y,z

(|(Ψn)∗(HΨn − EnΨn)|)1/2 < δmax
x,y,z

|Ψn| (9)âî âñåõ òî÷êàõ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè. Çäåñü δ � ìàëîå ÷èñëî.×ëåí ñ En
P â èòåðàöèîííîì ïðîöåññå (6) íåîáõîäèì â ñèëó òîãî ÷òî èñïîëüçóåìàÿñõåìà ÿâëÿåòñÿ ñõåìîé ðàñùåïëåíèÿ, êîòîðóþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

Ψ̃ = (1 + τP̂ + τEn
P )Ψ

n, (10)



66 Â.Ï. Æóêîâ, Ì.Ï. Ôåäîðóêãäå îïåðàòîð P̂ çàâèñèò îò τ è En
P è ñîâïàäàåò ñ êîíå÷íî-ðàçíîñòíûì àíàëîãîì îïåðàòîðàØðåäèíãåðà Ĥh òîëüêî â ïðåäåëå

lim
τ→0

P̂ = Ĥh. (11)Ñîîòâåòñòâåííî ñîáñòâåííûå �óíêöèè è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðîâ P̂ è Ĥh îò-ëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà íà âåëè÷èíó ïîðÿäêà τ . Ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèÿ ñîáñòâåí-íûõ çíà÷åíèé è �óíêöèé îïåðàòîðà Øðåäèíãåðà ìîæåò áûòü âåëèêà, ïîñêîëüêó äëÿáîëåå áûñòðîé ñõîäèìîñòè òðåáóþòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèå τ . Îäíàêî, åñëè En
P ðàâíîñîáñòâåííîìó ÷èñëó îïåðàòîðà Ĥh, òî ýòî ÷èñëî è ñîáñòâåííàÿ �óíêöèÿ îïåðàòîðà Ĥh,ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýòîìó ÷èñëó, ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûì ÷èñëîì è ñîáñòâåííîé �óíêöèåéîïåðàòîðà P̂ . Íî äðóãèå ñîáñòâåííûå ÷èñëà è �óíêöèè îïåðàòîðîâ P̂ è Ĥh íå ñîâïàäàþòïðè êîíå÷íîì τ . Èçìåíåíèå En

P â ïðîöåññå èòåðàöèé (6) ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî En
P ñòðå-ìèòñÿ ê ñîáñòâåííîìó ÷èñëó, à Ψn � ê ïîñòîÿííîé �óíêöèè, îïðåäåëÿåìîé óðàâíåíèåì

(Ĥ − En
P )Ψ = 0, ò. å. ê òðåáóåìîìó ðåøåíèþ.Äåéñòâèòåëüíî, ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâ (6) ïðè Ψ̃ = Ψn ïåðåõîäèò â âûðàæåíèå

(Ĥh+E
n
P )Ψ

n. Ïîýòîìó åñëè En
P ðàâíî ñîáñòâåííîìó ÷èñëó, à Ψn � ñîáñòâåííîé �óíêöèèîïåðàòîðà Ĥh, òî (1 + τP̂ + τEn

P )Ψ
n = Ψn íåçàâèñèìî îò τ .Èíòåðåñíî çàìåòèòü, ÷òî, ïî-âèäèìîìó, îïåðàòîð P̂ ÿâëÿåòñÿ ýðìèòîâûì. Ïðè∆0 6= 0ýòî ïðåäïîëîæåíèå íå î÷åâèäíî è ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ. Èññëåäîâàòü ïîäðîá-íî ýðìèòîâîñòü îïåðàòîðà P̂ íå áóäåì.5. Óñêîðåíèå è âû÷èñëåíèå ïåðâîãî âîçáóæäåííîãî ñîñòîÿíèÿÄëÿ äàííîé çàäà÷è îêàçàëàñü ý��åêòèâíîé ñòàíäàðòíàÿ ïðîöåäóðà óñêîðåíèÿ. Îíàçàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïîñëå áîëüøîãî ÷èñëà èòåðàöèé n, êîãäà îñòàþòñÿ òîëüêî äâåíàèáîëåå ïëîõî çàòóõàþùèå ãàðìîíèêè, â ñèëó íîðìèðîâêè (7) �óíêöèþ Ψn ìîæíîïðåäñòàâèòü â âèäå
Ψn+m ≈ Ψ0 + wmΨ1, (12)ãäå Ψ0 � èíòåðåñóþùàÿ íàñ �óíêöèÿ, Ψ1 � ïîãðåøíîñòü, îò êîòîðîé íåîáõîäèìî èç-áàâèòüñÿ, w � äåêðåìåíò çàòóõàíèÿ. Ïðåäïîëàãàÿ îðòîãîíàëüíîñòü Ψ0 è Ψ1, èç (12)èìååì

w2 ≈

∫∫∫

|Ψn+3 −Ψn+2|2dxdydz
∫∫∫

|Ψn+2 −Ψn+1|2dxdydz
, (13)

Ψ0 ≈ (Ψn+3 − wΨn+2)/(1− w).Ôóíêöèÿ
Ψ1 ≈ (Ψn+2 −Ψn+3)/(w2(1− w)) (14)â (12) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå ïåðâîãî âîçáóæäåííîãî ñîñòîÿíèÿ.Åñëè èñïîëüçîâàòü Ψ1 â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ äàííûõ äëÿ èòåðàöèé (6), òî áóäåò íàáëþ-äàòüñÿ ñëåäóþùàÿ êàðòèíà. Ïåðâûå èòåðàöèè äàäóò ñ íåêîòîðîé òî÷íîñòüþ ýíåðãèþè âîëíîâóþ �óíêöèþ ïåðâîãî âîçáóæäåííîãî ñîñòîÿíèÿ. Ñ óâåëè÷åíèåì n òî÷íîñòüìîæåò íåñêîëüêî óâåëè÷èâàòüñÿ. Îäíàêî îñíîâíûå ãàðìîíèêè Ψ0 äîñòàòî÷íî áûñòðîñòàíîâÿòñÿ ñðàâíèìûìè ñ Ψ1, à ïîñëå áîëüøîãî ÷èñëà èòåðàöèé � ïðåîáëàäàþùèìè:

Ψ0 ≫ Ψ1.



Êîíå÷íî-ðàçíîñòíûé ìåòîä âû÷èñëåíèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ... 67Âîçìîæåí àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ïåðâîãî âîçáóæäåííîãî ñîñòîÿíèÿ, ñîñòîÿùèé âïðîâåäåíèè èòåðàöèé (6) äî òåõ ïîð, ïîêà íå çàòóõíóò âñå ãàðìîíèêè, êðîìå Ψ0 è Ψ1.Ïðè ýòîì âðåìÿ îò âðåìåíè ïðîâîäèòñÿ âû÷èòàíèå Ψ0 ñ ïîìîùüþ �îðìóë, àíàëîãè÷-íûõ �îðìóëàì (12)�(14). Ïîñëå âû÷èòàíèÿ îñòàåòñÿ Ψ1. Áîëåå ïîäðîáíî ìåòîä âûãëÿäèòñëåäóþùèì îáðàçîì.1. Ïðîâîäèì èòåðàöèè (6) äî òåõ ïîð, ïîêà íå âûäåëèòñÿ îñíîâíàÿ ãàðìîíèêà Ψ0.Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (9). Òèïè÷íîå δ â ïðèâåäåííûõ íèæå ðàñ÷åòàõñîñòàâëÿëî 10−(4÷7).2. Âû÷èñëÿåì Ψ1 ïî �îðìóëàì (13), (14) è ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå ýíåðãèè ïåðâîãîâîçáóæäåííîãî ñîñòîÿíèÿ E1 ïî �îðìóëå (8), â êîòîðîé â êà÷åñòâå Ψn èñïîëüçóåòñÿ Ψ1.3. Ïðîâîäèì èòåðàöèè (6) ïðè En
P = E1 = onst. Òàêîé âûáîð En

P ïðè âû÷èñëåíèèïåðâîãî âîçáóæäåííîãî ñîñòîÿíèÿ íåîáõîäèì ïî ïðè÷èíàì, óêàçàííûì â ðàçäåëå 4 íà-ñòîÿùåé ðàáîòû. Âàæíûì �àêòîðîì (ñì. íèæå) ÿâëÿåòñÿ òàêæå òî, ÷òî ýòè èòåðàöèèïðîâîäÿòñÿ óæå áåç íîðìèðîâêè (7) íà êàæäîì øàãå. Ïîëó÷àþùóþñÿ ïîñëåäîâàòåëü-íîñòü �óíêöèé îáîçíà÷èì ÷åðåç Ψ̃n. Èòåðàöèè ïðîäîëæàþòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà Ψ0 îïÿòüíå ñòàíåò ïðåîáëàäàþùåé.Ïðèçíàê òîãî ÷òî Ψ0 ïðåîáëàäàåò ïðè En
P = onst, íå ðàâíîé ýíåðãèè îñíîâíîãîóðîâíÿ, èìååò âèä íå (9), à

max
x,y,z

(|(Ψ̃n+1 − Ψ̃n)/τ − eΨ̃n| < δmax
x,y,z

|Ψ̃n|, (15)ãäå
e = τ−1

(

〈Ψ̃n+1Ψ̃n〉
〈Ψ̃nΨ̃n〉

− 1

)

.Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèÿ (9) è (15) áóäóò âûïîëíÿòüñÿ îäíîâðåìåííî òîëüêî â òîì ñëó-÷àå, åñëè âåëè÷èíà En
P ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ ðàâíà ýíåðãèè, à Ψ̃n � âîëíîâîé �óíêöèèïåðâîãî âîçáóæäåííîãî ñîñòîÿíèÿ. Ýòî èìååò ìåñòî ïðè íà÷àëüíûõ ïîñëå ýòàïà 2 èòåðà-öèÿõ (çàòåì áóäåò ðàñòè ãàðìîíèêà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ îñíîâíîìó ñîñòîÿíèþ) è ñëóæèòîñíîâàíèåì äëÿ ïðåêðàùåíèÿ èòåðàöèé è îáúÿâëåíèÿ Ψ̃n âîëíîâîé �óíêöèåé ïåðâîãîâîçáóæäåííîãî ñîñòîÿíèÿ ñ òî÷íîñòüþ δ.4. Âû÷èñëÿåì Ψ1, íî óæå íå ïî �îðìóëàì (13), (14), à ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî àëãî-ðèòìà. Ïîëàãàåì, ÷òî ïîñëå áîëüøîãî ÷èñëà èòåðàöèé n �óíêöèþ Ψ̃n ìîæíî ïðåäñòà-âèòü â âèäå

Ψ̃n+m ≈ wm
0 Ψ0 + wm

1 Ψ1. (16)Â ñèëó òîãî ÷òî ïðè âû÷èñëåíèè ïåðâîãî âîçáóæäåííîãî ñîñòîÿíèÿ En
P ñ âîçðàñòàþùåéòî÷íîñòüþ ñòðåìèòñÿ ê òî÷íîìó çíà÷åíèþ ýíåðãèè ýòîãî ñîñòîÿíèÿ, w1 ñòðåìèòñÿ êåäèíèöå. Ïîýòîìó ïîëîæèì â (16) w1 = 1:

Ψ̃n+m ≈ wm
0 Ψ0 +Ψ1,ñîîòâåòñòâåííî

w2
0 =

∫∫∫

|Ψ̃n+3 − Ψ̃n+2|2dxdydz
∫∫∫

|Ψ̃n+2 − Ψ̃n+1|2dxdydz
,

Ψ1 ≈ (Ψ̃n+3 − w0Ψ̃
n+2)/(1− w0).



68 Â.Ï. Æóêîâ, Ì.Ï. ÔåäîðóêÄàëåå âû÷èñëÿåì ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå ýíåðãèè ïåðâîãî âîçáóæäåííîãî ñîñòîÿíèÿ
E1 ïî �óíêöèè Ψ1 ïî �îðìóëå (8) è âîçâðàùàåìñÿ íà ýòàï 3.Â ðåçóëüòàòå ïðè ïåðâûõ ïîñëå ýòàïà 2 èòåðàöèÿõ En

P áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê òî÷íîìóçíà÷åíèþ ýíåðãèè, à Ψ̃n � ê âîëíîâîé �óíêöèè ïåðâîãî âîçáóæäåííîãî ñîñòîÿíèÿ.Íåîáõîäèìîñòü îòêàçà îò íîðìèðîâêè (7) ñâÿçàíà ñî ñëåäóþùèì. Ôîðìóëà (12) âîáîçíà÷åíèÿõ (16) èìååò âèä
Ψn+m ≈ wm

0 Ψ0 + wm
1 Ψ1

(a20w
2m
0 + a21w

2m
1 )1/2

≈ Ψ0

a0

(

1− 1

2

(

w1

w0

)2m
a21
a20

)

+

(

w1

w0

)m
Ψ1

a0
, (17)ãäå

a20 =

∫∫∫

|Ψ̃0|2dxdydz, a21 =

∫∫∫

|Ψ̃1|2dxdydz.Ïðè ïîèñêå âîëíîâîé �óíêöèè ïåðâîãî âîçáóæäåííîãî ñîñòîÿíèÿ Ψ1 â îòëè÷èå îò àëãî-ðèòìà ïîèñêà îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ îòíîøåíèå Ψ1/Ψ0 íà ýòàïå 4 îñòàåòñÿ õîòÿ è ìàëûì,íî êîíå÷íûì. Ïîýòîìó íàëè÷èå âòîðîãî ÷ëåíà â (17) áóäåò äàâàòü êîíå÷íóþ îøèá-êó è îïèñûâàåìûé àëãîðèòì ïðè èñïîëüçîâàíèè �îðìóë (12)�(14) ñõîäèòüñÿ íå áóäåò.Äàííûé àëãîðèòì ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü ïåðâîå âîçáóæäåííîå ñîñòîÿíèå ñ òî÷íîñòüþ
δ = 10−(2÷3) çà ÷èñëî èòåðàöèé, ñðàâíèìîå ñ ÷èñëîì èòåðàöèé, íåîáõîäèìûì äëÿ âû÷èñ-ëåíèÿ Ψ0 ñ òî÷íîñòüþ δ = 10−10.Âîçìîæåí äðóãîé ñïîñîá ïîèñêà ïåðâîãî âîçáóæäåííîãî ñîñòîÿíèÿ. Åñëè áû òî÷íîåçíà÷åíèå ýíåðãèÿ E1 áûëî èçâåñòíî, òî âîëíîâóþ �óíêöèþ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ìîæ-íî âû÷èñëèòü ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ, à çàòåì ïðîâåñòè èòåðàöèè ïðè En

P = E1 = onst,âû÷èòàÿ íà êàæäîì øàãå êîìïîíåíòó âîëíîâîé �óíêöèè, ñîîòâåòñòâóþùóþ îñíîâíîìóñîñòîÿíèþ. Â ðåçóëüòàòå áóäåò âûäåëÿòüñÿ âîëíîâàÿ �óíêöèÿ ïåðâîãî âîçáóæäåííîãîñîñòîÿíèÿ. Íî òàê êàê çíà÷åíèå E1 íå èçâåñòíî, òî íåîáõîäèìî ïðîèçâîäèòü èòåðàöèèïî E1, êàæäûé ðàç âû÷èñëÿÿ ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ âîëíîâóþ �óíêöèþ îñíîâíîãî ñî-ñòîÿíèÿ, êîòîðàÿ â ñëó÷àå íåÿâíîé ñõåìû çàâèñèò îò En
P è τ . Êðîìå òîãî, â èíòåðåñóþ-ùåé íàñ êîí�èãóðàöèè âîëíîâàÿ �óíêöèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ìíîãîêðàòíî âûðîæäå-íà (ñì. Ïðèëîæåíèå). Ñîîòâåòñòâåííî íåîáõîäèìî âû÷èñëÿòü ðàçíîîáðàçíûå âîëíîâûå�óíêöèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ, îòâå÷àþùèå ðàçëè÷íûì ñèììåòðèÿì. Äîáàâèì, ÷òî ñõå-ìà ðàñùåïëåíèÿ (6) âíîñèò íåêîòîðîå íåðàâíîïðàâèå â âû÷èñëåíèå êîìïîíåíò âåêòîðà Ψïðè çíà÷åíèè En

P , íå ðàâíîì ýíåðãèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ. Ýòî ìîæåò ïðèâåñòè ê òîìó,÷òî ñâÿçü ìåæäó âîëíîâûìè �óíêöèÿìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíîçàìåíû xy → yx, áóäåò èìåòü íàìíîãî áîëåå ñëîæíûé âèä, ÷åì â ñëó÷àå îïåðàòîðà Ĥh.6. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðè ïîñòîÿííûõ L, M , N è ∆0�àññìîòðèì ñëó÷àé ïîñòîÿííûõ L = 31.5, M = 5.75, N = 34.14 â áåçðàçìåðíûõ åäèíè-öàõ, ∆0 = 0.289 ýÂ. Ýòè çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþò ïàðàìåòðàì ãåðìàíèÿ. Òåíçîð íàïðÿ-æåíèé ε̂ = 0. Ïîòåíöèàë U = −0.54 ýÂ â íåêîòîðîé îáëàñòè Ω è U = 0 âíå åå. Îáëàñòü
Ω ñîñòîèò èç ñìà÷èâàþùåé ïîâåðõíîñòè z0/2 < z < z0/2+hw, hw = 0.54 íì, è êâàíòîâîéòî÷êè � îáëàñòè, èìåþùåé �îðìó ïðàâèëüíîé ïèðàìèäû âûñîòîé hp = 1 íì. Îñíîâàíèåïèðàìèäû íàõîäèòñÿ â ïëîñêîñòè z = z0/2+ hw è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàäðàò ñî ñòîðî-íîé 10 íì. �ðàíè îñíîâàíèÿ îðèåíòèðîâàíû âäîëü îñåé êîîðäèíàò. Âåðøèíà ïèðàìèäûðàñïîëîæåíà íà ïðÿìîé x = x0/2, y = y0/2.



Êîíå÷íî-ðàçíîñòíûé ìåòîä âû÷èñëåíèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ... 69�åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ äåìîíñòðèðóþò, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå âîëíîâàÿ �óíêöèÿ îñíîâíîãîñîñòîÿíèÿ ëîêàëèçîâàíà â öåíòðàëüíîé ÷àñòè ïèðàìèäû. Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíî ðàñïðåäå-ëåíèå ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè |Ψ|2 = ∑

α=1,6

ψ∗

αψα. Øòðèõîì ïîêàçàíû êîíòóðû îáëàñòè Ω.Èç ðàñ÷åòîâ ñëåäóåò, ÷òî |Ψ|2 îáëàäàåò ñèììåòðèåé
|Ψ(x, y)| = |Ψ(−x, y)| = |Ψ(x,−y)| = |Ψ(−x,−y)| =

= |Ψ(y, x)| = |Ψ(−y, x)| = |Ψ(y,−x)| = |Ψ(−y,−x)|.Ïðè ýòîì èòåðàöèè íà÷èíàëèñü ñ çàâåäîìî íåñèììåòðè÷íîé �óíêöèè.Ïîñêîëüêó ðåàëüíûå ðàçìåðû ìàòðèöû êðåìíèÿ âåëèêè, à ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü êîíå÷-íà, òî ïåðâàÿ ñåðèÿ ðàñ÷åòîâ èìåëà öåëü íàéòè ðàçìåð îáëàñòè, ïðè êîòîðîì âëèÿíèåãðàíèö áóäåò íåñóùåñòâåííûì. Îêàçàëîñü, ÷òî ïðè x0×y0×z0 = 40×40×20 íì äàëüíåé-øåå óâåëè÷åíèå ðàñ÷åòíîé îáëàñòè ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ çíà÷åíèé ýíåðãèè E è �óíê-öèè |Ψ|2 â ïÿòîì çíàêå. Íèæå äàííûå áóäóò ïðèâîäèòüñÿ äëÿ îáëàñòè 40× 40× 20 íì.�àññìîòðèì, êàê ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ çàâèñÿò îò ÷èñëà óçëîâ êîíå÷íî-ðàçíîñòíîéñåòêè i0, j0, k0 ïî x, y, z ñîîòâåòñòâåííî. �àñ÷åòû íà ñåòêàõ 32× 32× 80, 64× 64× 160,
128 × 128 × 320 äàþò çíà÷åíèÿ ýíåðãèè îñíîâíîãî óðîâíÿ E = −0.35414, −0.33287,
−0.32160, ÷òî îòâå÷àåò ïåðâîìó ïîðÿäêó ñõîäèìîñòè ïî ïðîñòðàíñòâåííûì øàãàì. Ïî-ëàãàÿ, ÷òî âû÷èñëåííàÿ ïðè øàãå h ýíåðãèÿ ðàâíà ñóììå òî÷íîãî çíà÷åíèÿ ýíåðãèè èâåëè÷èíû, ïðîïîðöèîíàëüíîé h, èç ýòèõ äàííûõ ïîëó÷àåì òî÷íîå çíà÷åíèå E ≈ −0.309ýÂ. �àñïðåäåëåíèå |Ψ|2 âäîëü âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç âåðøèíó ïèðà-ìèäû, è ïðÿìîé x = x0/2, z = z0/2 äëÿ ýòèõ ñåòîê ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 3. Øòðèõïóíê-òèðíàÿ, ïóíêòèðíàÿ è ñïëîøíàÿ ëèíèè � ñåòêè 32×32×80, 64×64×160 è 128×128×320.Âèäíî, ÷òî èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü è ïîãðåøíîñòü ðàñ÷åòîâ íà ñåòêå 64 × 64 × 160 ñî-ñòàâëÿåò íå áîëåå 7%.Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïîãðåøíîñòü ïî øàãàì ïðîñòðàíñòâåííîé ñåòêè èìååò ïåð-âûé ïîðÿäîê. Îòëè÷èå îò âòîðîãî ïîðÿäêà ñõîäèìîñòè ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî �óíêöèÿ Uðàçðûâíà, à óçëû ïðîñòðàíñòâåííîé ñåòêè íå ñîâïàäàþò ñ ïîâåðõíîñòüþ ðàçðûâà.

�èñ. 2. �àñïðåäåëåíèå |Ψ|2 â ïëîñêîñòÿõ y = y0/2 (ïðîõîäèò ÷åðåç âûñîòó ïèðàìèäû) è z =
z0/2 + hw (îñíîâàíèå ïèðàìèäû); øòðèõ � êîíòóð îáëàñòè, çàíèìàåìîé ãåðìàíèåì
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a á�èñ. 3. �àñïðåäåëåíèå |Ψ|2 âäîëü âûñîòû ïèðàìèäû (à) è âäîëü ïðÿìîé x = x0/2, z = z0/2 (á);øòðèõïóíêòèð, ïóíêòèð è ñïëîøíàÿ ëèíèè ñîîòâåòñòâóþò ñåòêàì 32× 32× 80, 64× 64× 160 è
128× 128 × 320

�èñ. 4. �àñïðåäåëåíèå |Ψ|2 ïåðâîãî âîçáóæäåííîãî ñîñòîÿíèÿ â ïëîñêîñòÿõ y = y0/2 (ïðîõîäèò÷åðåç âûñîòó ïèðàìèäû) è z = z0/2 + hw (îñíîâàíèå ïèðàìèäû)Â ïðèâåäåííûõ ðàñ÷åòàõ èòåðàöèè ïðåêðàùàëèñü ïðèmax
x,y,z

(|(Ψn)∗(HΨn−EnΨn)|)1/2 <
δ = 10−10, ÷òî ñîîòâåòñòâîâàëî îøèáêàì îêðóãëåíèÿ. Ïðè ýòîì îïòèìàëüíîå τ ≈ 0.06.Òðåáîâàëîñü íåñêîëüêî ñîòåí èòåðàöèé, ÷òî äëÿ ñåòêè 64× 64× 160 ñîñòàâëÿåò 1.5 ÷ íàPC aer5710 (1 �ãö). Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ íóæä èòåðàöèè ìîæíî ïðåêðàùàòüóæå ïðè δ ∼ 10−5. Çíà÷åíèå E âû÷èñëÿåòñÿ ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ ïðè åùå á�îëüøèõ δ.Íà ðèñ. 4 ïîêàçàíî ðàñïðåäåëåíèå |Ψ|2 ïåðâîãî âîçáóæäåííîãî ñîñòîÿíèÿ â ðàñ-ñìàòðèâàåìîì ñëó÷àå. Â òî÷êå, ðàñïîëîæåííîé ïðèìåðíî â öåíòðå ðàñ÷åòíîé îáëàñòè,
|Ψ|2 = 0. Ïðè óäàëåíèè îò ýòîé òî÷êè |Ψ|2 óâåëè÷èâàåòñÿ, äîñòèãàÿ ìàêñèìóìà, à çàòåìóìåíüøàåòñÿ. Ïðè ýòîì ìàêñèìóìû âäîëü îñè z ñóùåñòâåííî ìåíüøå ìàêñèìóìîâ âäîëüîñåé x, y. Ýíåðãèÿ ýòîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíà ïðèìåðíî 0.25 ýÂ.



Êîíå÷íî-ðàçíîñòíûé ìåòîä âû÷èñëåíèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ... 717. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðè L, M , N , ∆0 6= onst è µ = 1�àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà â îáëàñòè Ω (ñì. ïðåäûäóùèé ðàçäåë) íàõîäèòñÿ ãåðìà-íèé ñ ïàðàìåòðàìè LGe = 31.5, MGe = 5.75 (áåçðàçìåðíûå çíà÷åíèÿ), ∆0Ge = 0.289,
UGe = −0.54 ýÂ, îêðóæåííûé êðåìíèåì ñ ïàðàìåòðàìè LSi = 6.22,MSi = 3.22, NSi = 8.28(áåçðàçìåðíûe çíà÷åíèÿ), ∆0Si = 0.044, USi = 0 ýÂ. Çíà÷åíèå ïàðàìåòðà NGe = 34.14.�àñ÷åò ñ òàêèìè ïàðàìåòðàìè ñòàëêèâàåòñÿ ñ òðóäíîñòÿìè, ñâÿçàíûìè ñ ý��åêòàìè,îïèñàííûìè â ðàçäåëå 2. Ïîýòîìó èññëåäóåì âàðèàíòû, â êîòîðûõ ïàðàìåòð N â îáëà-ñòè Ω ðàâåí íåêîòîðîìó çíà÷åíèþ N∗. �àñ÷åòíàÿ îáëàñòè, êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå,èìåëà ðàçìåð 40× 40× 20 íì.Ïðè N∗ ≤ 17 ðàñïðåäåëåíèå |Ψ|2 è çíà÷åíèå E ïðèíöèïèàëüíî íå îòëè÷àþòñÿ îòîïèñàííûõ â ðàçäåëå 6. Íàïðèìåð, íà ñåòêå 64× 64× 80 E ñ óâåëè÷åíèåì N∗ îò 0 äî 17ïëàâíî óìåíüøàåòñÿ îò −0.351 äî −0.374 ýÂ. Îäíàêî ïðè N∗ ≈ 18 ðåøåíèå êà÷åñòâåííîìåíÿåòñÿ. Ìàêñèìóìû ðàñïðåäåëåíèÿ |Ψ|2 äîñòèãàþòñÿ íà ãðàíèöå ãåðìàíèé�êðåìíèé,íà ðàñïðåäåëåíèè |Ψ|2 ïîÿâëÿþòñÿ ìåëêîìàñøòàáíûå îñöèëëÿöèè (ðèñ. 5). Ýíåðãèÿ Eäîñòèãàåò çíà÷åíèÿ −0.47 ýÂ. Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè N∗ E ðåçêî óìåíüøàåòñÿ (íà-ïðèìåð, ïðè N∗ = 20 E = −0.765 ýÂ), à îñöèëëÿöèè |Ψ|2 íà ãðàíèöå ãåðìàíèé�êðåìíèéóâåëè÷èâàþòñÿ. Ïðè N∗ ≥ 18 ñõîäèìîñòü ñóùåñòâåííî óõóäøàåòñÿ. Ýòè ðåçóëüòàòû íà-õîäÿòñÿ â ïîëíîì ñîîòâåòñòâèè ñ àðãóìåíòàìè, âûñêàçàííûìè â ðàçäåëå 2.Ïðè ðàçðûâíûõ êîý��èöèåíòàõ äåëàòü êàêèå-ëèáî âûâîäû î ñõîäèìîñòè ÷èñëåííî-ãî ðåøåíèÿ ê òî÷íîìó çàòðóäíèòåëüíî. Ïîýòîìó áûëè ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû ñ ïëàâíûìïåðåõîäîì çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ êðåìíèþ, ê çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðîâ,ñîîòâåòñòâóþùèõ ãåðìàíèþ. Êðîìå òîãî, èññëåäîâàíà àíàëîãè÷íàÿ äâóìåðíàÿ çàäà÷à,ïîçâîëÿþùàÿ èñïîëüçîâàòü áîëåå ìåëêóþ ïðîñòðàíñòâåííóþ ñåòêó. Ýòè ðàñ÷åòû òàêæåóêàçûâàþò íà òî, ÷òî ïîÿâëåíèå íå�èçè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñâîéñòâîì èñõîäíîéäè��åðåíöèàëüíîé çàäà÷è, à íå äå�åêòîì ðàçíîñòíîãî àëãîðèòìà. Ñðàâíåíèå ðåçóëüòà-òîâ ðàñ÷åòîâ ñ êîý��èöèåíòàìè ñ ðàçëè÷íîé ñòåïåíüþ ñãëàæèâàíèÿ è áåç ñãëàæèâàíèÿïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè N∗ ≤ 17 ïðåäëîæåííàÿ â ðàáîòå ñõåìà èìååò â ñëó÷àå ðàçðûâíûõêîý��èöèåíòîâ ïåðâûé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè ïî øàãó ïðîñòðàíñòâåííîé ñåòêè h.Èç ðàñ÷åòîâ ñ êâàíòîâîé òî÷êîé ðàçëè÷íûõ ðàçìåðîâ ñëåäóåò, ÷òî ïðè NGe, ðàâíîìðåàëüíîìó çíà÷åíèþ äëÿ ãåðìàíèÿ, íå�èçè÷åñêîå ðåøåíèå âîçíèêàåò òîëüêî ïðè äîñ-òàòî÷íî ìåëêîì øàãå h. Åñëè øàã h áîëüøîé, òî â êà÷åñòâå ãàðìîíèêè ñ íàèìåíüøåé

�èñ. 5. �àñïðåäåëåíèå |Ψ|2 â ïëîñêîñòÿõ y = y0/2 (ïðîõîäèò ÷åðåç âûñîòó ïèðàìèäû) è z =
z0/2 + hw (îñíîâàíèå ïèðàìèäû) ïðè ðàçðûâíîì N (N∗ = 18) è µ = 1



72 Â.Ï. Æóêîâ, Ì.Ï. Ôåäîðóêýíåðãèåé âûäåëÿåòñÿ ãàðìîíèêà ñ õàðàêòåðíûì ðàçìåðîì ïîðÿäêà ðàçìåðîâ ïèðàìèäû.Ýòî òàêæå ïîëíîñòüþ ñîîòâåòñòâóåò ðåçóëüòàòàì, èçëîæåííûì â ðàçäåëå 2.8. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðè L, M , N , ∆0 6= onst è µ = 0�àñ÷åòû ïðè µ = 0 è ïàðàìåòðàõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ãåðìàíèþ è êðåìíèþ, ïîêàçûâàþòíàëè÷èå �èçè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ñ õàðàêòåðíûì ðàçìåðîì ïîðÿäêà ðàçìåðîâ âêëþ÷åíèÿãåðìàíèÿ, ïîäîáíîãî ðåøåíèþ, ïðåäñòàâëåííîìó íà ðèñ. 2. Ñõîäèìîñòü èìååò ïåðâûéïîðÿäîê ñõîäèìîñòè ïî h. Ïðè òåõ æå ðàçìåðàõ êâàíòîâîé òî÷êè, êàê â ðàçäåëå 6, òî÷íîåçíà÷åíèå ýíåðãèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ, âû÷èñëåííîå ïî ðàñ÷åòàì íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòèñåòîê, ðàâíî −0.356 ýÂ.9. �àñ÷åòû ïðè ε̂ 6= 0Ìåòîäè÷åñêèå ðàñ÷åòû, ïðîâåäåííûå ñ ε̂ 6= 0, ïîêàçàëè, ÷òî íàëè÷èå ÷ëåíîâ ñ ε̂ íåïðèâîäèò ê êàêèì-ëèáî âû÷èñëèòåëüíûì òðóäíîñòÿì èëè ïðèíöèïèàëüíûì ý��åêòàì,ïîäîáíûì ý��åêòó, îïèñàííîìó â ðàçäåëå 2. Èññëåäîâàíèå �èçè÷åñêèõ îñîáåííîñòåéðåøåíèÿ, ñâÿçàííûõ ñ ε̂ 6= 0, íå âõîäèò â öåëè íàñòîÿùåé ðàáîòû.Çàêëþ÷åíèåÂ ðàáîòå ïîñòðîåí êîíå÷íî-ðàçíîñòíûé àíàëîã îïåðàòîðà Øðåäèíãåðà (1) äëÿ øåñòè-çîííîé k · p-ìîäåëè. Ýòîò êîíå÷íî-ðàçíîñòíûé îïåðàòîð èìååò äèâåðãåíòíóþ �îðìó,êîìïàêòåí (äëÿ âû÷èñëåíèÿ ĤΨ â óçëå êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé ñåòêè èñïîëüçóåòñÿ Ψ òîëü-êî â áëèæàéøèõ óçëàõ) è ýðìèòîâ.Åñëè âõîäÿùèå â (1) êîý��èöèåíòû çàâèñÿò îò ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò ãëàä-êèì îáðàçîì, òî ïðåäëîæåííûé îïåðàòîð àïïðîêñèìèðóåò (1) ñî âòîðûì ïîðÿäêîì òî÷-íîñòè. Åñëè êîý��èöèåíòû ðàçðûâíû, òî ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè ïàäàåò äî ïåðâîãî.Ïðåäëîæåí íåÿâíûé èòåðàöèîííûé ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé ý��åêòèâíî íàõîäèòü âîë-íîâóþ �óíêöèþ è ýíåðãèþ îñíîâíîãî è ïåðâîãî âîçáóæäåííîãî ñîñòîÿíèé îïåðàòîðà (1).Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè îïèñàíèè ïîëóïðîâîäíèêîâûõ ñòðóêòóð ñ èçìåíÿþùèìñÿ â ïðî-ñòðàíñòâå ïàðàìåòðîì N âèä øåñòèçîííîé k·p-ìîäåëè íåîäíîçíà÷åí. Â ñëó÷àå ïîëóïðî-âîäíèêîâûõ ñòðóêòóð, â êîòîðûõ èìååò ìåñòî êîíòàêò òàêèõ ìàòåðèàëîâ, â êîòîðûõ Nîäíîãî èç íèõ îêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííî áîëüøå L+M äðóãîãî (ê òàêèì ñòðóêòóðàì îò-íîñèòñÿ, â ÷àñòíîñòè, ÷ðåçâû÷àéíî ðàñïðîñòðàíåííàÿ ñòðóêòóðà êðåìíèé�ãåðìàíèé),âûáîð çíà÷åíèÿ µ îãðàíè÷åí. Ïðè íåïðàâèëüíîì âûáîðå çíà÷åíèÿ µ îïåðàòîð Øðåäèí-ãåðà èìååò íå�èçè÷åñêèé ñïåêòð. Ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè çàäà÷ â ñèñòåìàõ ñ áîëüøèìèõàðàêòåðíûìè ðàçìåðàìè (ñîòíè íàíîìåòðîâ) íå�èçè÷åñêàÿ ÷àñòü ñïåêòðà ìîæåò íåïðîÿâëÿòüñÿ ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ øàãîâ êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé ñåòêè. Îä-íàêî ïðè ðàñ÷åòå íàíîñòðóêòóð ïðàâèëüíûé âûáîð ïàðàìåòðà µ èìååò ïðèíöèïèàëüíîåçíà÷åíèå. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî óðàâíåíèÿ âîñüìèçîííîé k · p-ìîäåëè èìåþò ñòðóêòó-ðó, àíàëîãè÷íóþ ñòðóêòóðå óðàâíåíèé øåñòèçîííîé ìîäåëè. Ïîýòîìó â âîñüìèçîííîéìîäåëè òàêæå ìîãóò ïðîÿâëÿòüñÿ ïîäîáíûå ý��åêòû.Âûáîð çíà÷åíèÿ µ äëÿ êîíêðåòíîé ãåòåðîñòðóêòóðû äîëæåí îñíîâûâàòüñÿ ëèáî íàáîëåå ãëóáîêîì �èçè÷åñêîì àíàëèçå �èç ïåðâûõ ïðèíöèïîâ�, êîòîðûé, ïî-âèäèìîìó,íåâîçìîæåí èç-çà ñâîåé ñëîæíîñòè, ëèáî íà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ.



Êîíå÷íî-ðàçíîñòíûé ìåòîä âû÷èñëåíèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ... 73Àâòîðû âûðàæàþò áëàãîäàðíîñòü Ñ.Á. Ìåäâåäåâó è Þ.Í. Ìîðîêîâó çà ïîëåçíûåîáñóæäåíèÿ ìàòåðèàëà ïðåäñòàâëåííîé ðàáîòû.Ïðèëîæåíèå. Ñèììåòðèÿ çàäà÷èÏóñòü êîý��èöèåíòû ∆0, L, M , N , U ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî îòðàæåíèÿ êîîðäèíàò x, y(â òîì ÷èñëå îäíîé èç êîîðäèíàò) è çàìåíû x→ y, y → x, à òåíçîð ε̂ èìååò ñèììåòðèþ
ε12(x, y) = −ε12(−x, y) = −ε12(x,−y),

ε13(x, y) = −ε13(−x, y) = ε13(x,−y),

ε23(x, y) = ε13(y, x),

ε23(x, y) = ε23(−x, y) = −ε23(x,−y).Ïîä òî÷êàìè x = y = 0 ïîäðàçóìåâàþòñÿ òî÷êè âåðòèêàëüíîé îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòðîñíîâàíèÿ ïèðàìèäû. Äëÿ êðàòêîñòè çàâèñèìîñòü îò z çäåñü îïóùåíà.Ïóñòü âåêòîð-�óíêöèÿ Ψ ñ êîìïîíåíòàìè ψm ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì (1) ñ ýíåðãèåé ñîñòîÿíèÿ(íå îáÿçàòåëüíî îñíîâíîãî) E. Òîãäà âåêòîð-�óíêöèÿ Φ(1) ñ êîìïîíåíòàìè Φ
(1)
m , ñîîòâåòñòâó-þùàÿ ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî çàìåíû x íà −x

Φ
(1)
1 (x, y) = −ψ4(−x, y), Φ

(1)
2 (x, y) = ψ5(−x, y), Φ

(1)
3 (x, y) = ψ6(−x, y),

Φ
(1)
4 (x, y) = −ψ1(−x, y), Φ

(1)
5 (x, y) = ψ2(−x, y), Φ

(1)
6 (x, y) = ψ3(−x, y),òàêæå áóäåò ðåøåíèåì (1) ñ òîé æå ýíåðãèåé E. Çàïèøåì ýòè è ñîîòâåòñòâóþùèå äðóãèìñèììåòðèÿì âûðàæåíèÿ â áîëåå êîìïàêòíîì âèäå:

Φ(1)(x, y) = (−ψ4, ψ5, ψ6,−ψ1, ψ2, ψ3)(−x, y), Φ(1) = P̂x→−xΨ,

Φ(2)(x, y) = (ψ4,−ψ5, ψ6,−ψ1, ψ2,−ψ3)(x,−y), Φ(2) = P̂y→−yΨ,

Φ(3)(x, y) = (ψ1, ψ2,−ψ3, ,−ψ4, −ψ5, ψ6)(−x,−y), Φ(3) = −P̂y→−yP̂x→−xΨ,

Φ(4)(x, y) = (ψ5, ψ4, ψ6,−iψ2, −iψ1, −iψ3)(y, x), Φ(4) = P̂xy→yxΨ

Φ(5)(x, y) = (ψ2, −ψ1, −ψ3, iψ5, −iψ4, −iψ6)(y,−x), Φ(5) = −iP̂x→−xP̂xy→yx

Φ(6)(x, y) = (ψ2, −ψ1, ψ3,−iψ5, iψ4, −iψ6)(−y, x), Φ(6) = iP̂y→−yP̂xy→yxΨ

Φ(7)(x, y) = (ψ5, ψ4,−ψ6, iψ2, iψ1, −iψ3)(−y,−x), Φ(7) = −P̂y→−yP̂x→−xP̂xy→yxΨ.Åùå îäíîé ñèììåòðèåé ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî íàïðàâëåíèÿ ñïèíà. Îíà ñîñòîèòâ òîì, ÷òî åñëè �óíêöèÿ Ψ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì (1) ñ ýíåðãèåé E, òî
Φ(x, y, z) = (−ψ∗

4 ,−ψ∗

5 ,−ψ∗

6 , ψ
∗

1 , ψ
∗

2 , ψ
∗

3)(x, y, z)òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñ òîé æå ýíåðãèåé ñîñòîÿíèÿ.
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