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ρ
∂vi
∂t

=
∂σik

∂xk
, σik = −Pδik + 2μsik, (1)

P = −K(ull − 3ε(T )), (2)

∂sik
∂t

= −sik
τr

+
∂s0ik
∂t

, (3)

s0ik = uik − ullδik/3, uik =
1

2

(
∂ui

∂xk
+

∂uk

∂xi

)
, (4)

v =
∂u

∂t
. (5)

.���� u � v 1 �����	�� � �!���� ����#/ K � μ 1 ��)�� �"
��� � �����
/ ρ 1
���	��� ����#/ P 1 �
���	��/ sik 1 ��	�� �����
��+ �����
/ τr 1 ����� ���
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���
sik/ T 1 ������
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 � ��
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0�� 0���� u/ 	���
�	
��	#� !��	�	�# sik � σik

�
�	# 	)� / σϕϕ = σθθ/ srr = −2sϕϕ = −2sθθ% ������ �
!"� ��	
0�	��

σr = σrr, σt = σϕϕ = σθθ, s = srr, v = ∂u/∂t.

C)��� ������
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��/ 0� ��� ����	�	�� ������
�)�# T / D � �	�3	�� �
���	��
P���/ E-
 *�� ��� ������# �������� �����		 � ��
�	�	� � �
�
!���	#� ������
	�� �
������
	�	�� ��)!
 � ���� � )��
	���	�� ����		+ � ���� ���� ������
�)�#%
9�� �����0��!�� ������� *� �#��	����� � ���3+ �0	��� % -�� *�� �
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 ����	�	�� �	�3	�� )����+ ������
�
 ��� ��
�	��#�� � �����	��
���
!�
��� τr ��� ���3��� τr% F��
 ���+ 0
��� )�
�	�	�� $', �"	 ���	����0�%

-�����"��/ 0� � 	
0
��	#+ ���	� �����	� ������
 	
������ � �
�	�����
$v = 0, ��� �
���	�� P0/ E-
 � ������
�)�� T0/ D% F�����
�)�
 ������
�
���� ����
3+/ 
 τr 1 ���������		 �
�#�% -*��) ����� ���� ���
!�
��� ������#� 	
����
"�	�+� sik = 0% � *�� ��)0
� )�
�	�	�� $', ��� �����	�� � 	
0
��	#+ ���	� �����	�
u0 ≡ u(t = 0) ����� ��� $K0 1 �	
0�	�� ��)�� )��)���� ��� P0/ T0,

K0

(
1

r2
∂(u0r

2)

∂r
− 3ε(T0)

)
= −P0 (6)

� ������� 	
+�� �#�
"�	�� ��� u0/ !	!���	#+ ��� !��� ��� �
��	�+3�� �
��
�)"��	�� 	� �
"�	% -�����
��� u � ����

u = u0 + ũ.

2�"� �	
! �����# ) ũ �)��� �)�!
��%
7 )0��� �#3����"�		� )�
�	�	�� $',5$<, � 	
0
��	#� )����� ! 	�� �)�)�

����) �����

∂

∂r

(
K

(
1

r2
∂(ur2)

∂r
− 3ε(T )− P0

K0

)
+ 2μs

)
+

6μs

r
= 0, (7)

∂s

∂t
= − s

τr
+

∂s0
∂t

, s0 =
2

3

(
∂u

∂r
− u

r

)
, (8)

t = 0 : u = 0, s = 0. (9)

9�� ε = ε(T )− ε(T0) �"	 �������
�� �#�
"�	��

ε =

(
ρ0

ρ(T )

)1/3

−
(

ρ0
ρ(T0)

)1/3

.

.���� ρ(T ) 1 ���	��� �������
 ��� ������
�)�� T � �
���	�� P = 0/ ρ0 ≡ ρ(T = 0)%
-�� *�� )0��#�
���� �
��#+ ������% 2
������/ ���� � 	
0
��	� ����	�� �#�
!*��� $	�"� ����� �	��!� GH�,/ 
 � !	�0	� 1 !�
�� $	�"� 1 IJK,/ �

ε =

(
ρ����

ρ���(T )

)1/3

−
(

ρ����
ρ���(T0)

)1/3

.
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"�	�� ��� P / σr � σt�

P = −K

(
1

r2
∂(r2u)

∂r
− 3ε− P0

K0

)
,

σr = −P + 2μs = K

(
1

r2
∂(r2u)

∂r
− 3ε− P0

K0

)
+ 2μs,

σt = −(P + μs).

-�����"��/ 0� �
���
����
��� ��� ����� �� m0 �����0��!�� ����/ �
���
�"�		#� ��"�) �����	����� r = Rm−1 � r = Rm $0 = R0 < R1... < Rm0,/ �������
�� �
���0	#� ������� ��� �
�	#� �
� �	� �������
% 8*������	�# K/ μ/ τr ��)�
���! ��	����� ��� ������� � �	� ��� ! ��)��)% 2
 ��
	��
� �
��#�
 	����
��� ���
���� )����� 	�����#�	��� u � σr�

u(r = Rm − 0) = u(r = Rm + 0), σr(r = Rm − 0) = σr(r = Rm + 0). (10)

2
 �� ������# � 	
 �	�3	�+ ��
	��� ����� )�����

u(r = 0) = 0, σr(r = Rm0) = −P���. (11)

-�����"��/ 0� � ��� � 	���� mtr ��)� �)������
�� ��� �
�# �	� � ��
"� ��	��
�
/ �
�����		#� �����	��� r = rtr% 9�� �������		��� �)��� ������
 !*���� � ��� (Rmtr−1 : rtr) � !�
��� � ��� (rtr : Rmtr)% ���"�	 �
��#+ ������
!*���
 � !�
�� � 	
���% 7��������		 ��
	��
 �
����
 �
� rtr �"�� ����	�����
� �!���� vtr�

drtr
dt

= vtr. (12)

C)��� ��
�
��/ 0� � 	
0
��	#+ ���	� �����	� !�
��
 	� �#��

t = 0 : rtr = Rmtr . (13)

E�
	��# ��"�) ��
��	#�� ����� ������
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 ��� 	�����		#��%
L�
�	�	�� $?,/ $6,/ $'4, � 	
0
��	#�� $:,/ $';, � ��
	�0	#�� $'@,/ $'', )�������

��� �
�
		#� K/ μ/ τr � vtr ����� � ��������� �����	��/ ����0�	) �����
��+ �
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����
��� ����% M��
	����� 	
 �#��� ���)� ��� τr � vtr%

�� ����� ������� ��������

����� ���
!�
��� τr �0	 	�������	 � �
����� � �	��� �
�
�����/ �
!�� !
!
������
�)�
/ 	
���"�	�� �����
/ �
���	��/ ���
� ��	��
�
/ ����"
	�� ��#% -���
0��/ 	
������/ ��� ��
	
�
 � �
�������� � ����"
	�� ��# � ���)!�)�� ��	��
�

����0�	
 τr �"�� ��	����� 	
 ��
 ����!
 &4?(% � 	
3�� �������
	�� �)��� ���
�����
�� ���)�) &4?(

τr = B−1s1−ne gTm/T , ��� τ−1
r = Bsn−1e−gTm/T ,

��� B ≈ e39/ �/ g ≈ 41/ n = 2.7 � Tm ≈ 1700 D $τr ���������� � ��!)	�
�,%
.	
0�	�� !*������	�� �#��
	# �� ��� ���
"�	�+/ 0��# ��� �����
��� ��

���!
 @%@'/ ��������) ��+ 	
���"�	��� ����!
 ' E-
/ � ����0	� ��� ��	��
�
�� ��)�� �����
 μ ∼ 100 E-
 ����� τr �#� �
� � �����0��!�� ���!
� ���
T > 1200 D � 0�	� ���3�� ��� !�	
�	#� ������
�)�
�% 2
������/ ��� )!
�
		#�
�	
0�	�+ �
�
����� τr ��
!��0��!� ���!	�0	 ��� !�	
�	#� ������
�)�
�/ �
�	
'%? ���� ��� ��� T = 1000 D/ ; ��	 ��� ��� T = 1100 D � '?? ��� ��� T = 1300 D%
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��/ 0� !*��� !�)"�	 ��0!+ !�
��
/ �*��) �!���� �
���
������
 vtr = drtr/dt ����
����	
 ��� ������� !*���
 � !�
�� � ��"�����	
 �
��
�	� ��)0
�% -�� �#��� ���)�# ��� vtr �)��� ������� �� ���)���
�� *!������
��	�
��	+ �
��# &46(% -�����

v�	 ���→ ��� = −vcq e
−Υ/T

(
1− exp

(
α

T

δΦ

δV

))
���

δΦ

δV
< 0,

vtr qtz→coe = vqc e
−Υ/T

(
1− exp

(
−α

T

δΦ

δV

))
���

δΦ

δV
> 0,

vcq = 0.41�N�, vqc = 0.79 �N�, α ≈ 4 · 104DNE-
, Υ = 20100D, (14)

��� vtr �#0�������� � �N�/ T � 8% �#�
"�	�� δΦ/δV ������
����� ��+ �	3�	��
����	�	�� ������	
��0��!� ���	��
�
 Φ ��� ������� �����0��!� ��� !*���

����� δV � !�
��% � 	
3�� ��)0
� ��� ����	�	�� rtr 	
 ����0�	) δr

δV = −4π

3
(rtr + δr)3 +

4π

3
r3tr ≈ −4πr2trδr.

�
�����
	�� Φ ���������� � !����	��� ��� ����� � ���	� �����	� t �	
0�	�+
u/ s/ T / P��� ��� )������ ����	���
 T / P���/ 	
��0�� ���
	�0��!� �
�	����� $?,
� ��)������ ���
!�
��� $τr → ∞,% 7��������		 0
��� ������	
��0��!� ���	�
��
�
/ �
�����
� � δr/ ����� ���


Φ(rtr + δr) = 4π

⎛
⎜⎝
⎛
⎝mtr−1∑

m=1

+
m0∑

m=mtr+1

⎞
⎠ Rm∫

Rm−1

+

rtr+δr∫
Rmtr−1

+

Rmtr∫
rtr+δr

⎞
⎟⎠

⎧⎨
⎩Km

2

(
1

r2
∂(r2û)

∂r
− 3εm(T )− P0

K0m

)2

+
3

2
μmŝ

2

⎫⎬
⎭ r2dr+

+
4π

3
Ψ���((rtr + δr)3 −R3

mtr−1) +
4π

3
Ψ���(R

3
mtr

− (rtr + δr)3)+

+4πR2
m0

û(r = Rm0), (15)

��� û � ŝ ������� ��� �� )�
�	�	�+

∂

∂r

(
K

(
1

r2
∂(r2û)

∂r
− 3ε(T )− P0

K0

)
+ 2μŝ

)
+

6μŝ

r
= 0, (16)

ŝ− s =
2

3

(
∂(û − u)

∂r
− (û− u)

r

)
, (17)

���	�		#� ��
	�0	#�� )������� 	�����#�	��� û �

� �!��!" #�� � ��$�! ��� ������
� �	% ������
�� &
��� ���	�� ��#
� �	% �� �	��
����

!��� �� F = Ψ(T )+ K
2 ('()u−3ε(T ))2+μs2ik = Ψ(T )+ P 2

2K +μs2ik�  ���* Ψ + #���* &
���" ,���%$�%

��	*�� �� ��!�����-��� . 
�/�! �	-#�� F = Ψ+ K
2

(
1
r2

∂(ur2)
∂r − P0

K0
− 3ε

)2
+ 3

2 μs
2�



?4 ���� �����	 
��� �������

σ̂r = K

(
1

r2
∂(r2û)

∂r
− 3ε− P0

K0

)
+ 2μŝ

	
 �����	���� �
��#�
 r = R1/ %%% / rtr+δr/ %%% / Rm0−1/ 
 �
!"� )������� û(r = 0) = 0
� σ̂r(r = Rm0) = −P���%

O)	!��� Ψ � $'P, ������
����� ��+ 0
��� ����	+ *	�����/ �
�����) ���!
� ������
�)�#%

�#�
"�	�� $'B, ��
"
�� ����) ��� �	�	#� ��+���
 �!���� �
��� �����
��
 &46(� 
, �!���� �
����� � ������
�)�# !
! e−�����/T Q �, ��� �	
0�	��� P � T /
������"
 ����� ! !���+ �
�	����� �
� 	
 P − T ����!���/ �!���� �)������		
)��	�3
����/ 	 *� �������� ���! � �
�+ !����	��� !���+ �
�	�����/ � ����
3�+ 0
��� P −T ����!��� vtr �
����� ���! � T Q �, �!���� ������
 !�
��1!*���
� !*���1!�
�� �
���0	#%

.	
0�	�� �
���0	#� !*������	�� ����# �
!�� ��
��/ 0��# ������ ������
����� � �
��+ &46(% � 0
��	���/ ���
�	 $'B, ����� ������
 ��� �
���	��� �	�
!����	��� !���+ �
�	����� �
� ��� 	
3�� �
�
����� $�
���� � �!�/ ����� �
��	 ���, �)��� �
� ��3� ��� !�	
�	#� $T < 300 D, ������
�)�
�% 8*������	�
α �#��
	 �� ��� ���
"�	�+/ 0� � �
�
0�  ������� !*���
 � !�
�� ��� ������#�
	
���"�	�+ ����	�� 0��	
 � α ��"	 �#�� �)������		#� ���! � !����	��� �#0�
	+ !���+ �
�	����� �
� ��� �
���	��/ ���0
 ����� � !����0��!� 	
 ����0�	)
����!
 @%' E-
%

� �
!� 0�	�� �
����
 �
�����/ 0� ���)�
 $'B, �������� �����	+% M	
 �
�����
� �	����
��	+ ����0�	# Φ% 7��� ����/ �!���� ������
 ����
	
 � �!
��	#��
�
�
!�������!
�� � �
����� 	� ���! � �!
��	#� 	
���"�	�+/ 	 � � !	��	��
�
���/ �
����
 � ���# �
��#3�+ 	�+ �
�#/ !*������	�
 ����)��� *��� �
��#�
3�+ � �% �% R� ������� ! 	���
��
		�) )��"	�	� �����% 8��� ��/ �	
0�	��
�	��� �
�
�����/ 	������#� ��� �������
	�� ���	� ����
/ 	� ������	#%
8
! �)��� �!
�
	 	�"�/ !	!���	� �	
0�	�� �!���� ������
 ��� 	
3�� ����+
!
�#�
���� 	� ���� �)������		#�% F
!"� ������/ 0� ��!��!) �
��
��� Φ � $'B,
����
	
 � ���#� �
!	� ������	
��!�/ !��#+ �
�� 	�������/ 	 	� ���
�
�0	� )����� �
��� ������
/ � � 	�!��#� ��)0
�� δΦ/δV �"�� ����� ���
������) ��+ �	
!/ 	 ������ 	� ����+���% 9�� )0��
 ���	#� ���)
��+ � 	
3��
�������
	�� �"	 �������
�� *	���� 
!���
��� &4:(%

�� �����
��

8A����!���!��0��!�� ����# ���� ��� �����
 *���!���	#�� ��� ��)0�	�� ��	!
����0�	 �
���	�� �	)��� �!� 0�	�+ � �
���0	#� ��
��
� &:/ ''/ ';/ ;@(% � �
��� &;'(
�!
�
	/ 0� ��� ������		�� �"
��� ����� 0
���# �
�
	�!� �
����	�� dν ����
	
� ���!�
�#�
��#� �
���	��� P��� $� E-
, �
�������� 

dν = 2.96 · P���. (18)

S��� "� �������� �	���		�� �"
���/ �

dν = 1.294 · P��� − 0.0062 · P 2
��� ≈ 1.294 · P���. (19)
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��	�!
�� ����/ !
!�� ��
�� ����� 0
���# dν ����
	 � ���
	�0��!��� 	
�
���"�	���� �	)��� ���
% � �����	� ��)0
�/ !��
 ����� 0
���# 	� �
����� �
	
��
���	�� �)0
 � ��� ���!����
���0��!�/ *�� ����� �"�� �
������ ���! �
�!
���
/ �����		� �� ��	��� �����
��� uik ��� 	
���"�	�� σik% -�!��!)
�
�������� $'6,/ $':, ��� �	�����) ��� 	
� 	
���"�	��� ����!
 	��!��!�� ���
�
�
�!
�� ��	�+	# � �	�3	��) �
���	� / � � ��	��# uik ��� σik ��"	# ������ �
�#�
"�	�� ��� dν ��	�+	#� ��
��% S��	����		
� ���"	��� ������� �!
���/
�
������+ � ��	��
 ��	�+	 � �����	� ��)0
�/ 1 �����!
/ �% �% dν ∼ ull ���/ 0�
� "�/ dν ∼ σll%

-�� ������		�� �"
��� σik = −Pδik/ uik = −P (3K)−1δik% 7��������		 σll = 3P /
ull = −P/K% S��� ����"�	� �"��
���� ���! � �� z/ � σzz = −P / σxx = σyy = 0/
uzz = −(3K + μ)(9Kμ)−1P / uxx = uyy = (3K − 2μ)(18Kμ)−1P % 7��������		/ σll = P /
ull = −P/(3K)% F
!�� ��
��/ � ��)0
� �"
��� ���� �	� 	
��
���	�� ����0�	

σll � ��� �
�
 ��	�3�/ 0�� ��� ������		�� �"
���% 7��
�	 "� $'6,/ $':, ���0��
���
����� 4%4; �
�
% R� �
���0�� �"�� �#�� ����
	 � 	������������ *!�������	�

�"
�� ���! ���� �	� 	
��
���	��% M�� �
 �"	 ������"���/ 0� �����	��
0
���# ����
	 � σll = 3P !
!

dν =
2.96

3
σll ≈ σll.

-�����"��	��� �
!+ ����� �������� �
!"� � �����������/ 0� ��� �������
	��� � �����0��!� ��������0	#� ������
� �!� 0�	��1��	��
������	 dν ����		
���� !
"�� ���/ � � ����� !
! �
� �	
0�	�� *�+ ����0�	# �"�� ��	����� �
��� ! �� % 8��� ��/ ������	��/ �	�
		#� 	
 ��)��� ����0��!�� ���	���
�/
)!
�#�
 � 	
 
	������ � ����	�� ������# �!� 0�	��1��	��
������	 	
 �
��
���	��� � �!� 0�	��/ ��
�	��#� � �� �
��)�� &';/ ;4(% T������
	�� �����0��!�
��������0	#� ������ ���! � )��)�� ������"�	�� �!
�#�
��/ 0� � �
�	�����
σll 	� �
����� � �
��)�
 ���� �	� ���/ � � ����� !
! ������#� 	
���"�	��/
�
 ��� 
	������ � 	��
�
	��!�� ������	���/ ��)� �#�� ����!� � �
����� �
!���	
� � ������
� �	� ���%

��  ������
� ��!����

9�� �����	�� 0����		� ��3�	�� ����)����
		+ �#3� �
�
0� �
�����/ 0� ���
	� �
������� � r !*������	�
� K/ μ/ τr/ ε $��� *�� �
�������� � �����	� ��)�
����
, ��3�	�� $?,5$:, ����� ��� u = Ar+B/r2/ s0 = −2B/r2/ s = −2b/r2/ ��� A/ B/ b 1
�)	!��� �����	�% R�
 �
�
0
 ��)�!
�� �
!"� ��3�	�� u = Ar/ s0 = s = 0 ��� K/ 	�
�
������� � r ��� �������	#� μ � τr% 9
		� ��3�	�� ��
���)���� � ����� $��	�
��
��	�/ r < R1, ��� �
���
����
��� ���
 � ���) ��
	�0	� )����� u(r = 0) = 0/
���� ���! � 	�� 	� �������� �
��� ������
% -�!��!) � *�� ��� �
���	��
����		/ � 	���	�+	
� �
�������� K � P � �
		� ��)0
� �
!"� 	� ������� !
�
�������� K � r%

8
! ��
���/ !*������	�# K � μ �
����� ���! � ������
�)�# � ���
 ��� �
�#
�������
% 8*������	� τr �)������		 �
����� � s �/ �����
����	/ � r% O
��#+
������ $����	�	�� ��
	��# ��"�) �
�
��, �
!"� �	��� �
�������� !*������	��
� �
��)�
%



?B ���� �����	 
��� �������

7��������		 ��� 0����		� ��3�	�� �
�
0� �
����� �
�0��	) ��
���
0 < r < Rm0 	
 j0 �0��! rj−1 < r < rj/ 0 = r0 < r1 < ... < rj0 = Rm0 . A
����	��
��"	 �#�� 	
����! ���!��/ 0� �	)��� !
"�+ �0�+!� �	
0�	�� K/ μ/ τr �"	
�#� �# �0��
�� 	� �
�������� � �
��)�
% -�� j0 → ∞ ��3�	�� �)��� ���������� !
��3�	� �������	��
��	+ �
�
0�% A
���� �0��! �"�� �#�� �
���0	#�% 2
������/
���� � ��	��
��	+ 0
��� ��� r/ ��	�3�� 	�!��� �
��)�
 R∗/ 	
������ �	
 �
�
 "� �
�
/ � �"	 ��"��� r1 = R∗% 8
! ��
���/ �
��)� ��	��
�
�����	
 Rm0

�	� ���3� �
��)�
 �!� 0�	�� Rm0−1% 7�����#� 	
���"�	�� � ��	��
�������	�
�
�)�
 � 	
 �
����	��� ����!
 	��!��!�� Rm0−1% -*��) ��� r � Rm0−1 �
����
�0��! �"�� �#�� ���3��%
� ���) ���"�		� �	)��� !
"�� ��� rj−1 < r < rj ��3�	�� ����� ����) ��+

��� $�	��!� j �	
0
�� ����0�	)/ ����) � ��������) ��+ �0�+!�,�

u =

(
Aj +Bj

r3j−1

r3

)
r, s = −2bj

r3j−1

r3
, r ∈ (rj−1, rj). (20)

7��������		 ��
��	#� ����0�	# �)�)� ����� ���

s0j = −2Bj

r3j−1

r3
, Pj = −3Kj (Aj + A0j − εj) , (21)

σrj = 3Kj (Aj + A0j − εj)− 4μjbjr
3
j−1/r

3. (22)

.����

A0j = − P0

3K0j
.

8*������	�# bj 	
������ �� ��3�	�� �
�
0� $��% $6,/ $4@,/ $4',,

dbj
dt

= − bj
τrj

+
dBj

dt
, (23)

t = 0 : bj = Bj = 0. (24)

������ !	�0	��
�	��	) ���!) � �����	� tn � 3
�� τ % U���!�����)�� ��3�	��
�
�
0� $4;,/ $4B, ���)�+

bn+1
j = bnj e

−τ/τrj + (Bn+1
j − Bn

j )
1− e−τ/τrj

τ/τrj
, Bn=0

j = bn=0
j = 0, (25)

j = 2, ..., j0,

!��
� ��
����	 �����
�� �������	#� ��)0
� τr → 0 � τr → ∞% L����� ��)������
���		���+ � ��	��� !���	
�/ )����� 	
 �	�3	�+ ��
	��� ��
��� $'', � )�����
$'@, 	�����#�	��� u $4@, � σr $44, ��� ������� � �	+ �0�+!� ! ��)�+ �
 � �#�
�
"�	��

Bn+1
1 = 0, (26)

bn+1
1 = 0, (27)

An+1
j +Bn+1

j wj = An+1
j+1 +Bn+1

j+1 , (28)

3Kj(A
n+1
j + A0j − εj)− 4μjb

n+1
j wj =



�������� ������������� ��������� ������ ����� ���������� �������� ?P

= 3Kj+1(A
n+1
j+1 + A0j+1 − εj+1)− 4μj+1b

n+1
j+1 , j = 1, ..., j0 − 1, (29)

3Kj0(A
n+1
j0

+ A0j0 − εj0)− 4μj0b
n+1
j0

wj0 = −P n+1
��� , (30)

���

A0j = − P0

3K0j
, wj = r3j−1/r

3
j . (31)

� ���)�
� $4P,5$;@, !*������	�# K/ μ � τr ��������) � ������
�)�� � ���	�
�����	� tn+1% 7�����
 ��	�+	#� )�
�	�	�+ $4P,5$;', ������� ��������� ��� �	���
���) ��� 	
� ����0�	# ��� ������	� rtr � ���	� �����	� tn+1% T��� �#0����	��
rn+1
tr �)��� ���
	 	�"�%
-�� 0����		� ��3�	�� �
���
����
��+ �
�
0� ��������� ������
� ��� ��)�


�"	 �������/ 0��# ��
	��# �0��! ���!� rj ���
�
�� � ��
	��
�� ���� Rm/ �	
!
��!��!) rtr ����	����� � �����	��/ � rtr �"�� !
�
���� ��"�) ��
	��
�� �0��! rj
� rj−1% � �
		� ��)0
� ��	�!
�� ����  �#0����	�� ����0�	/ � �� 0���� �������
� $46,/ $4:,/ � �0�+!�/ ��� !��+ rj−1 < rtr ≤ rj%

9�� ��3�	�� *�+ ������# �"	 ���)���� ����) ��� ��
��% C)��� �0��
��/
0� ������� � �0�+!� ����3� � 	�) �
�) ���! � �� ��)0
�/ ���� ��
	��
 rtr
��� ���� ���"�	�� ������!�
 �� �0�+!)% V	
0� ����/ � �0�+!
� � 	���
�� j/ ���
!��#� rtr ≤ rj−1/ 	
������ !�
��/ 
 � �0�+!
�/ ��� !��#� rtr > rj−1/ 1 !*���%
����0�	) δΦn/δV �#0����� !
!(

δΦ

δV

)n

j−1/2

=
Φn(rtr = rj)− Φn(rtr = rj−1)

(4π/3)(r3j − r3j−1))
, (32)

���

Φn(rtr) =
4π

3

j0∑
j=1

(
9

2
Kj(Âj + A0j − εj)

2 + 6μj b̂
2
j wj

)
(r3j − r3j−1)+

+
4π

3
((Ψ���(r

3
tr − R3

mtr−1) + Ψ���(R
3
mtr

− r3tr))+

+4πP���r
3
j0
(Âj0 + B̂j0wj0). (33)

.���� Â/ B̂/ b̂ ��	����� � û/ ŝ �
! "�/ !
! A/ B/ b � u/ s $��% $'<,/ $'?,/ $4@,,% 9�� Â/
B̂/ b̂ �����	� ��� �� "� )�
�	�	�� $4<,5$;@,/ 0� � ��� An+1/ Bn+1/ bn+1/ ���! �����
$4P, �����

b̂j − bnj = B̂j − Bn
j ,


 �
!"� P��� � T ��"	# ��
���� � ���	� �����	� tn% �#0����� $;4,/ � ���� $'B,
	
���� vtrj−1/2 � �
��� rn+1

tr %
.
�����/ 0� �#�
"�	�� $;;, ����� ��#�� ���! ��� rtr = rj%
2����
�! �
����� �#3� ����
 �
!� 0
���� � ���!� ����	�	�� ��3�	�� $���

��0�	 �
���	�� � �����
 � �0�+!
�, ��� �
��� ������� �������
 � ���+ �0�+!�%
9�� )��	�3�	�� �
!�� ����	�	�+ 	������ ��
�� 	���
��
		 ���!�+ 3
� h% R��
3
� �"	 )����0���/ �!�
��� ����� �
�0��
 � ���� ����) ��� ����
%

� �
		� ����� ������ !	��	��
�� cj � �0�+!�% ����0�	
 cj = 0/ ���� �0�+!

�
	��
 !*����/ � cj = 1/ ���� �0�+!
 �
	��
 !�
����% E�
	��
 ������
 ���
"��
����%
� 	
�����+ �
��� �������
�
�� ���)�


cj =
1

2

(
1 + th

rj−1/2 − r∗
δ

)
, (34)



?< ���� �����	 
��� �������

rj−1/2 = (rj − rj−1)/2,

r∗ = Rmtr−1 −Δ+ (rtr −Rmtr−1)
Rmtr + 2Δ− Rmtr−1

Rmtr − Rmtr−1
,

�����0��
 �
� ��
�	#+/ � 3���	+ ����!
 δ/ ������ cj � @ � '% -�� ���
�0	
���3� Δ $� �
�0��
� Δ = 3δ, ��� rtr → Rmtr−1 ��� rtr → Rmtr ��� cj � �#�!+
�0	��� �
�	# ' ��� @ $�
���
����
 ��� ��)0
�/ !��
 ������� ���! !�
�� ���
���! !*���,%

.	
0�	�� K/ μ/ Ψ � ε � �0�+!
� ���)��� �
�	#��

Kj = K���(1− cj) +K���cj,

μj = μ���(1− cj) + μ���cj , (35)

Ψj = Ψ���(1− cj) + Ψ���cj ,

εj =
K���ε���(1− cj) +K���ε���cj

K���(1− cj) +K���cj
. (36)

�#�
"�	�� ��� ������	
��0��!� ���	��
�
 ������ � *�� ��)0
� ���

Φn(rtr) =
4π

3

j0∑
j=1

(
9

2
Kj(Âj + A0j − εj)

2 + 6μj b̂
2
j wj +Ψj

)
(r3j − r3j−1)+

+4πP���r
3
j0(Âj0 + B̂j0wj0). (37)

� $;?, ��
�
����/ 0� Ψj = 0 �	� ��� (Rmtr−1 : Rmtr)% 7!���� ���"�	�� ��
	��#
�
� vtr �#0�������� �����"	��) � �������
	��� ���)�# $;4,%
-�0��!	��/ 0� �#�� �#�
"�	�� $;<, ��� εj 	� ��)0
�	% V������
	�� *��

�#�
"�	�� �����0��
�� ��
!��0��!� �0	� ��3�	�� �
�
0�  �
��������	�� ��
�
�0	#� 	
���"�	�+ � ���� � �
�
		#� ��!����
		#� rtr � ��)������� ���
!�
���
	
���"�	�+ $τr → ∞/ 0��� )��)�
� �����, )"� 	
 ��)�+ ���!�% -�� *�� rtr �"��
	� ���
�
�� � )��
�� !	�0	��
�	��	+ ���!� rj% S��� "� � !
0����� εj �����/ 	
�
������/ εj = ε���(1 − cj) + ε���cj / � ��� ��3�	�� �
�
0� � ��
�0	#� 	
���"�	���
��� ��)������ ���
!�
��� 	
 ��
��!� �
�������� �
���	�� � �
��)�
 � !����	���
rtr ������� ��!/ �% �% �������� ����)�
� �0	�) ��3�	� �	�		���% R�
 3��!

�	�"
���� � )��	�3�	��� 3
�
 ���!�/ 	 �����0������	�� � 0����		� ��3�	�� ��
��	#� 	����������� 	� �	����%
.
�����/ 0� ���)�
 $;<, ����� �������		#+ ����0��!�+ ��#��% �!�
� ����

"���!� �������
 $� ���3�� K, � ����	�	�� �
���	�� � �����
	����		 ��
	�0�	�
	+ ����� ������� ��� ����	�	�� ������
�)�# ���� �	
0�����	/ 0�� �������
 � �
�#�
K/ ��� ��0�� �
�	#� )������%
� �
�0��
� ��
�
��� δ = h $h 1 3
� ���!� rj � ��� � �
��#� �������, ���

�#0����	�� !*������	�� Kj / μj/ εj ��� ��3�	�� )�
�	�	�+ $4P,5$;@,/ 	 δ → 0 ���
�#0����	�� *��� !*������	�� ��� �����) ��� �� �������
	�� � ���)�� $;?,%
R� ����
	 � ����) ���%

A
�0��# �!
�#�
 �/ 0� ���� ��� �#0����	�� Φ(rj) ��
�� !*������	�# Kj/ μj/
εj/ �#0����		#� � $;P,/ $;<, � δ = h/ � � ������� �� �
����# ��
	
�
 � �!� 0�	���
!*���
 ��� �
���	�� < E-
 � ������
�)�� ';@@ 8 �������� ������ !*���
 � !�
��
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)��� #� *������� ������������ Φ(r) − Φ(rcp) � ���
��� �����
�!��
 � �"��
� �������
�
"�����!� �����
 ��� ���	� h � δ+ rcp � ����� !���'	 �����
�!��
+ �� � � δ = 0.05h�
�� � � δ = h� � � δ = 2h+ ,! h ��� ����	� �� � � � ������� � � �� �� "���,�� ��� ���
����� �+ ����� � ���
��
�
���
 ����� ����� h

� ��� 3���	+ ∼ δ/ � � ����� !
! ��� �
!�� �
���	�� � ������
�)�� !*��� �
����
��
����	% -�� )��	�3�	�� h 3���	
 !
+�# !�
��
 )��	�3
����/ �% �% ������� �����
���� 0����		� ��3�	�� ! �0	�)% 2 ���	#� �
���� 	� ����0��!�� ��3�	�+
����)�� �����
��% S��� "� �#0����	�� Φ ��������� ��� δ → 0/ � !�
�� 	� ��������
��/ 
 ���
"��
	�� Kj/ μj / εj ��� ��3�	�� $4P,5$;@, �����0��
�� ���� ��
�	� ��3�	��
� ���� ��3) ��������%

A
������� *�� ���� ���� ���
��	% V� ���% '/ 	
 !��� �������	# ����0	#�
�
��������	�� Φ(r)− Φ(rcp) $rcp 1 �
��)� ��
	��# !*���1��
	
�, � ������� !*���1
��
	
� � ��
��� �
���� ��
����	� !*���
 ��� �
�	#� h � δ/ Δ = 2δ/ ���	 ����)�
 ����


, ��� δ ≥ h � !����	��� rcp ������� ��
��� 3���	+ ����!
 δ/ ��� ������	
�
Φ(r) ����
����	
/ 0� � �������� ���0�	+ ��	�!	��	�� !
+�# !�
��
Q

�, ��� δ ≥ h �)	!��� Φ(r) ��
�!
�/ �� �"	 �������
�� ��� �#0����	�� �����
��	+ Φ � �0!
�/ 	� ���
�
 ��� � rj $!��� !����	��� rcp,% R�� 	����� �!
�
��
 ��)0
� δ = 0.05hQ

�, ��� h → 0 ��� δ = h �	
0�	�� Φ(r) � )��
� ���!� rj ���
�
 � � �	
0�	����
Φ(r) � rj ��� δ = 0.05h � 	� �
�#� h% -*��) ������	
� Φ �#0�������� � ���)��
$;4, ��� δ = 0%

.
�����/ 0� �
�������� �
��������	�� Φ(r) � h � δ/ ������
���		
� 	
 ���% '/
�"�� �#�� ����	�	
/ ���� ���	��� � �	��
	�� �
��#�	��� ������� 	
���"�	��
σt(r) � �0!
� K/ μ/ ε% -�0��!	�� �
!"�/ 0� ����0�	) cj 	����� �
���
����
�� !
!
����0��!) !	��	��
�� !�
��
 � ����� !�
��
 � !*���
% M	
 ��)"�� ���! ���
���
"��
	�� � )�)03�	�� �������� 0����		� ��3�	��% .
�������� ��
��	#� K/
μ/ ε/ Ψ � ����0��!+ !	��	��
��� !�
��
 	��� ���� �������		#+ $� 	�������	#+,
���/ !��#+ 	� ���
�
�� � ���)�
�� $;P,/ $;<,%



?6 ���� �����	 
��� �������

"� �#�������� rtr

.	
0�	�� rn+1
tr �#0�������� ����) ��� ��
��% V�����)� $;?,/ 	
+��� Φ(rtr = rj)%

.
��� � ���)�� $;4, �#0������ �
��
�� Φ � � ���� $'B, 	
���� vtr j+1/2 1
�!���� � ��	��� �0��! rj+1/2% -�� �����) ��� �#0����	�� rn+1

tr ��
�
��/ 0� ���
��0�	
 vtr(rtr) ����		
 � �
�	
 vtr j+1/2 ��� ����	�	�� rtr � ������
� �	+ �0�+!�
�
�	��	+ ���!�%

M���		��� �
		+ �
�
0� �������� �/ 0� �!���� vtr(rtr) ��� ���3�� ������
�
�)�
� !
�#�
���� 0�	� ���3+/ 	 !
! �)	!��� rtr 	
 �"�� ��	��� �	
! ���
	�!��#� �	
0�	��� rtr% -*��) rtr ��
!��0��!� ���
�
�� � �0!
�� �
�	����� �
�
$�% �% vtr(rtr) = 0, ��� � ��
	��
�� Rmtr / Rmtr−1% R� ����������� ��� 	
3�� ������
��
	�+ �	
0
��/ 0� !	!���	� �	
0�	�� 	�������	+ �0	 ����0�	# vtr 	� ���
��
���% 7 ��)�+ ���	#/ ��� �
�#� ������
�)�
� vtr �"�� �#�� � �
�+% -*��) 
��
����� ��3�	�� �#!	��		� �������	��
��	� )�
�	�	�� $'4, )0��#�
�� �
		) 
���		���% R�� 
������ 	� ��"�	 � ��
	
����
���� 	
 	�� 	� �)���%

$� %��&�'��# �����
�

2
 ���% 45B �!
�
	# ���)���
�# 0����		� ��3�	�� �
�
0� � *�� ��� �!� 0�	��
!*���
 �
��)�
 4@ �!� � ��
	
�� �
��)�� ' ��% � 	
0
��	#+ ���	� �����	� t = 0
������
 	
����
�� ��� �	�3	�� �
���	�� P0 = 4 E-
 � ������
�)�� T0 = 1200 8%
.
��� *�� �
�
����# ��	����� ��	�+	 � �����	�� � P1 = 0.8 E-
 � T1 = 1200 8
��� t1 = 0.8 ��	 ��� � � !�	
�	#� �	
0�	�+ P2 = 0.0001 E-
 � T1 = 300 8 ���
t1 = 1.6 ��	 ���% .	
0�	�� �
���0	#� !*������	�� ��� !�
��
/ !*���
 � ��
	
�

�������	# � -���"�	�� 4%

R�� ��� ������# ����) �
�% � ���	� �����	� t � 0.6 ��	 ���/ !��
 P��� �����
�
�� �	
0�	�+/ 	��	� ��	�3�� �
�	���	� $��� ��)������ ������#� 	
���"�	�+,


 �

)��� $� )����������� ������� � ����!���!� ��������� ��� t = 0.8 ��� ��
 -
. � t = 1.6
��� ��
 -�.
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��� �
		#� ������
�)�# � �
���	��/ 	
0�	
���� ��
��
	�� !�
����+ ��0!�% -�
�!��!) )����	#+ ���� !�
��
 ���3� ����
 !*���
/ � �
���	�� � !�
��� �	
0��
����	 ���3�/ 0�� � !*���� $��% ���% 4/ �/ t = 0.8 ��	 ���,% .
�����/ 0� �)������		) 
��� � ��	�!	��	�� !�
��
 ���
�� ���
!�
��� ������#� 	
���"�	�+/ ��� !��#�
	
��0�� ��
	
�
 	� �
� �# ���"	��� ��� �
��� ������
 ��� �	�"�	�� P���%
F���0	� ����� ���
!�
��� 	
 *�� *�
�� �
� � ���
����� ������	 B@@@ ���% V	
�

)��� /� 0����'�� ���,��!� ������� P��� -����� �.� ������� � '��
�� ���
��	 Pc = P (r = 0)
-����� �.� Pmax = max

r
P (r) -����� �.� ���������!� ������� � �"��
�� ���
� �����
��

� ���'�� Pmin -����� �.� 1
�����	�� ������� �����	 Pmax � Pmin ��� ����
� � !��"� 
��
��

)��� 2� 3�������
� rtr �
 P���
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��� �������

0� ����/ � �
		� ��)0
� �������� ��
!��0��!� ��	
� ���
!�
���/ 0� ���"	
��
��
�� �#�!+ ������
�)��%
-�� �
��	�+3�+ *�� ��� ������# ����	
 !�
����+ ��0!� )����0��
����/

�����
� �
!���)�
 ��� t ≈ 0.8 ��	 ��� $��% ���% B,/ �	
! �
��� 	
�� �
 ��� �����
�
 	��	
0�����	� ��
�	� ���"�	�� ��
	��# !*���1!�
�� � �����
��	�� !�
��
� !*���/ ����"�
 ����� ���!�� �	�"�	��� �
���	�� � �	�� ��
��
�3����
!*���� $��% ���% 4/ �,% R� �������� )"� ��� 	��!+ ������
�)�� � ���������		
��� ��)������ ���
!�
��� ������#� 	
���"�	�+% 7���)�� �������/ 0� ��� ��)��
����� ���
!�
��� 	
 *�
�� ������
 !*���
 � !�
�� ��
�	#+ ������ !�
��
 � !*���
������ �# ! ����
	���	� �
��������	�� �
���	�� � ���������		 ! ��)����� 
��	��)�
 �
���	�� 	
 ���% 4/ �% 2
�� �
��� � �
�0��
� ��
�	� �����
��	�� !�
��

� !*��� ��� �	�"�	�� �	�3	�� �
���	�� � ���	���� ���"	 ��
��
�� 	
��0� 
������#� 	
���"�	�+ � 	��
�	���	+ ���
!�
���% M�	
! ���� ����	� ��)0��
	�� �
		� ������
 $��% 	�"�, �!
�#�
��/ 0� � *�� ��)0
� ������ !�
��
 � !*���
�������� �0��	#� *���!��%
-�� !�	
�	#� )������ $t = 1.6 ��	 ���, ����	�� �
���	�� � !�
��� ��	�3� �
����

	�� � !*���� $��% ���% 4/ �,% L��	�3�	�� �
���	�� � !�
��� � ��
�	�	� � �
���	���
��� t = 0.8 $��% ���% 4/ �, �������� 	� �
 �0�� ���
!�
���/ 
 � ���) )��	�3�	��
������
�)�# � ��/ 0� ε��� > ε���%

M��)"��	�� ����0��!�� ���)���
��/ ��)0�		#� � �������
	��� �
		+ ����
��/ �#���� �
 �
�!� 	
�����+ �
��#% M������ ���!/ 0� �#0����		� � �����
!	�0	� �
��������	�� �
���	�� ��������)�� ���������) � ��
��	#� �����0��
�!�� ��
��
�/ 
 ���		/ �
���	�� � !*���� ���
����� ����0�	) ����!
 4 E-
/ 
 �
!�
����+ ��0!� 	 ��	�3� � �
�	 ������	 '%P E-
 &:/ '4/ ';(% T���� ��� )0��

���
!�
��� ������� ! ���	����
��	 	����	+ !
���	�/ ���
�	 !��+ �
���	��
� !�
��� �����
�� 	��!��!�� ���
�
�!
�� � �)������		 ���3� �
���	�� � !*���
��% V�)0�	�� �����"�		+ ����� �
!"� �!
�#�
��/ 0� ��� ����� 	
 �����	���
.���� ��
��# ������� �)�� 	
 PT ����!��� � �#�!�� �
���	�+ � ������
�)� !
	��!�� �
���	��� � �#�!�� ������
�)�
�/ 
 �
��� ! !�	
�	#� )������% M�	����
��		� )��	�3�	�� �
���	�� � ������
�)�# ��!� 0
����%

A
������� ���� �0	��� ��)0
��� ��3�	��% � �
�0��
�/ �������
		#� ���
�����	��� ���% 45B/ 3
� �
�	��	+ ���!� � ��
��� �
��� ������
 h ���
����
8 · 10−4 �!�/ δ = h/ Δ = 3δ/ τ = 2 · 10−4 ��	 ���% 9
��	�+3�� )��	�3�	�� h � τ 	� ����
���� ! �
���0��#� ����	�	��� ��
��!�/ ������
���		#� 	
 ���)	!
�% W����� 	

���% ; �!
�
	
 *�� ��� Pmax � Pmin/ ��)0�		
� ��� �
�0��� 	
 ���� !�)�	+ ���!�
h = 8 · 10−3 �!�/ τ = 10−3 ��	 ���% 2
 ��
��	#� ���)	!
� �������
	�� ���� ��)�+
���!� 	� ��
�����% ����0�	# Pmax � Pmin/ ��������) ��� �
!���
��	�) �
���	� 
� !�
��� � ��	��
��	�) �
���	� � �	�� ��
��
�3���� !*����/ ���� ��� 	
��
���� 0)���������	#�� ! h �/ �
"� � ���3�+ �����	�/ ! τ % A
�0�� ��
��	#� ����0�	
���"�	 	
 ��� ���� ��)�#� ���!
�% .
�����/ 0� ��� �������
	�� ���
"��
	��
��� ����"�	�� �+ "� �0	��� ����)���� �)������		 ��	�3�+ 3
� ���!�%

8
! )���	
��� �#3�/ *���!� ��
�	� �����
��	�� !�
��
 � !*��� � ����
��	�� )�!� ��� 	��!� �
���	�� $��% ���% 4/ �, �������� �0��	#�% 9�+��������	/
�
�0�� 	
 ������
����	��� ���! $3
� h ����� � 10−4 �!�/ 0� ��������)��

�0���!��" �� ,!�
�
 	
��
� �� ���!�
�! ���	�
%  ��!�����-�� �� 1 23�  ���� 4 ��
� 23�  5�� 4 ,� ��1 !	
 	��" � ,���! �� ��!
��
�6 -�	��� ,� ��� !	
 	�� ����,-���% ���!� ����7�
��	$
�� ≈ 2.4 !�! �� t ≈ 0.4 !	
 	��� . ��	*
��/�! ����7 ��	
���*8 ����6��� � ��&���
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��	#� �
����
�, �!
�#�
��/ 0� 3���	
 ��� ����3��3�� ��
�	 � !*��� !�
��

���
����� ����0�	) ����!
 	��!��!�� h � )��	�3
���� ������	
��	 h% T"	
�!
�
��/ 0� ���!� ����	�	�� �
�
����� K/ μ/ ε � ��� ����	+ Δr � 	�!��+ ���
����� ������� ! �!
0!) 	
���"�	�+ � *�� ���% -�� Δr → 0 ����0�	
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Ψ∗ = H0.298 +

T∫
298

cpdT − T

T∫
298

cp
T
dT − TS0.298.

.���� H0.298/ !9"N��� � S0.298/ !9"N$��� ·8, 1 )����	#� *	�
����� � *	����� ���
P = 0/ T = 298 D/ cp = a + 10−5bT + c T−2 + d T−1/2 !9"N$��� ·8, 1 )����	
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 H0,298 = −908.17, S0,298 = 0.039, a = 0.1087, b = −0.4387, c = 0, d =
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 H0.298 = −910.8, S0.298 = 0.0415, a = 0.0979, b = −0.335, c =
−636.2, d = −0.774.
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V��� = 2.064 + 2.2 · 10−5(T − 298),

V��� = 2.269 + 8 · 10−5(T − 298).
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