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2Ñèáèðñêèé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, Êðàñíîÿðñê, �îññèÿe-mail: bogul�im.krasn.ruÏðåäëîæåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äâèæåíèÿ ãðàíóëèðîâàííîé ñðåäû. �ðàíó-ëû ïðåäñòàâëåíû â âèäå ïðàâèëüíûõ àáñîëþòíî òâåðäûõ òåë ñ óïðóãèìè îáîëî÷êà-ìè, áëàãîäàðÿ ÷åìó óäàåòñÿ îïèñàòü èõ âçàèìîäåéñòâèå è äâèæåíèå íà äîñòàòî÷íîáîëüøîì âðåìåííîì ïðîìåæóòêå.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìîäåëèðîâàíèå, ÷èñëåííûå ìåòîäû, ãðàíóëèðîâàííàÿ ñðåäà.Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì ñîòðóäíè÷åñòâà àâòîðîâ ñ èíæåíåðàìè-êîíñòðóêòîðàìè, çàíèìàþùèìèñÿ ñîçäàíèåì óíèâåðñàëüíûõ âûñåâàþùèõ àïïàðàòîââèáðàöèîííîãî òèïà. Ïîëó÷åííûå èíæåíåðíûå ðåøåíèÿ ïîääåðæàíû ðÿäîì ïóáëèêà-öèé [1, 2℄ è ïîäòâåðæäåíû ïàòåíòàìè íà èçîáðåòåíèå [3, 4℄. �ëàâíûé êðèòåðèé îïòè-ìàëüíîñòè ðàáîòû êîíñòðóêöèè � ðàâíîìåðíîñòü âûñåâà ñåìÿí èç îòâåðñòèé ëîòêà âû-ñåâàþùåãî óñòðîéñòâà. Ìîäåëü, ïðåäëîæåííàÿ â ðàáîòå, îïèñûâàåò äâèæåíèå çåðåí âìåëüíèöàõ è äðóãèå ïðîöåññû, ñâÿçàííûå ñ äâèæåíèåì ãðàíóëèðîâàííûõ ñðåä.Ïåðâûå èññëåäîâàíèÿ ïî ðàâíîìåðíîñòè èñòå÷åíèÿ ãðàíóë áûëè ñâÿçàíû ñ ïîïûò-êàìè îïèñàíèÿ ñûïó÷åé ñðåäû â ðàìêàõ ìîäåëè ïîòåíöèàëüíîãî òå÷åíèÿ èäåàëüíîéæèäêîñòè [5, 6℄. Ýòî ïîçâîëèëî ïîëó÷èòü ðÿä äîñòàòî÷íî âàæíûõ ðåçóëüòàòîâ, îäíàêîâîçíèêëà íåîáõîäèìîñòü èìèòàöèîííîãî, äèñêðåòíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ èçó÷àåìûõ ïðî-öåññîâ.�àññìàòðèâàåòñÿ äîñòàòî÷íî ïëîòíî óïàêîâàííàÿ ãðàíóëèðîâàííàÿ ñðåäà, ïîïûòêèîïèñàòü äâèæåíèå êîòîðîé ïðè óñëîâèè �íåïðîíèêàíèÿ� ÷àñòèö äðóã â äðóãà ÷ðåçâû÷àé-íî ñëîæíî. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷, â êîòîðûõ ýëåìåíòû ñûïó÷åé ñðåäû ðàñïîëîæåíû íàçíà÷èòåëüíîì ðàññòîÿíèè äðóã îò äðóãà, âïîëíå óäîâëåòâîðèòåëüíûì ïðåäñòàâëÿåòñÿêèíåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå äâèæåíèÿ àáñîëþòíî òâåðäûõ òåë.Â îñíîâå ïðåäëàãàåìîé ìîäåëè äâèæåíèÿ ãðàíóëèðîâàííîé ñðåäû çàëîæåíî óïðó-ãîå âçàèìîäåéñòâèå ÷àñòèö ñëåäóþùåé ñòðóêòóðû. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êàæäàÿ ÷àñòèöàïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àáñîëþòíî òâåðäîå òåëî (êðóã â ïëîñêîì ñëó÷àå, øàð â ïðîñòðàí-ñòâå) ìàññû m, ðàäèóñà r, îêðóæåííîå äîñòàòî÷íî òîíêîé óïðóãîé îáîëî÷êîé. Êîý��è-öèåíò æåñòêîñòè ýòîé îáîëî÷êè íåèçâåñòåí, íî åãî ñâÿçü ñî ñæàòèåì ε îïðåäåëÿåòñÿ èçóñëîâèÿ: åñëè ÷àñòèöà íåïîäâèæíî ëåæèò íà ïîâåðõíîñòè (ðèñ. 1), òî ñèëà óïðóãîñòè

Fó ïîëíîñòüþ êîìïåíñèðóåò âåñ P:
c ε = mg. (1)Çäåñü c�æåñòêîñòü óïðóãîé îáîëî÷êè. Â ïðîöåññå äâèæåíèÿ ýòèõ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèöèõ âçàèìîäåéñòâèå (ðèñ. 2) ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè ÷àñòèö27
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�èñ. 1. Ñõåìà ñèë, äåéñòâóþùèõ íà ÷àñòèöóñ óïðóãîé îáîëî÷êîé �èñ. 2. Ñõåìà âçàèìîäåéñòâèÿ óïðóãèõ ÷àñòèöñòàíîâèòñÿ ìåíüøå äèàìåòðà d è âîçíèêàþò óïðóãèå ñèëû îòòàëêèâàíèÿ òåì áîëüøèå,÷åì áëèæå äðóã ê äðóãó íàõîäÿòñÿ öåíòðû ÷àñòèö.Ìîäåëü çàâåäîìî íåëèíåéíàÿ. Åñëè ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè ÷àñòèö ìåíüøå äèà-ìåòðà � ñóùåñòâóåò ëèíåéíîå óïðóãîå âçàèìîäåéñòâèå, åñëè áîëüøå � âçàèìîäåéñòâèåîòñóòñòâóåò.Êðîìå òîãî, ñëåäóåò ó÷èòûâàòü òðåíèå, âîçíèêàþùåå â ïðîöåññå äâèæåíèÿ ÷àñòèö.Ýòî åùå îäíà ïðè÷èíà íåëèíåéíîñòè çàäà÷è, òàê êàê íàïðàâëåíèå ñèë òðåíèÿ çàâèñèòîò íàïðàâëåíèÿ îòíîñèòåëüíûõ ñêîðîñòåé äâèæåíèÿ òî÷åê êîíòàêòà âçàèìîäåéñòâóþ-ùèõ òåë.1. Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è�àññìîòðèì êàæäóþ èç ÷àñòèö è âûÿñíèì, êàêèå èç âñåõ îñòàëüíûõ ÿâëÿþòñÿ �áëèæàé-øèìè ñîñåäÿìè� â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè. Âû÷èñëèì ñèëû è ìîìåíòû ñèë, âîçíèêàþ-ùèå ïðè âçàèìîäåéñòâèè ñ ñîñåäíèìè ÷àñòèöàìè. ×èñëåííî ðåøèì ïîëó÷åííóþ ñèñòåìóäè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé âàðèàíò, íå ó÷èòûâàþùèé ñèëû òðåíèÿ.Ïóñòü ñîñóä ñîäåðæèò N ýëåìåíòîâ, êîîðäèíàòû öåíòðîâ êîòîðûõ xi, yi, i = 1, 2,
3, . . . , N èçâåñòíû.�àñ÷åòû ñèë íà÷íåì ñ îïðåäåëåíèÿ ýëåìåíòîâ, �áëèæàéøèõ� ê i -ìó. Ìîæíî ñðàçóâû÷èñëèòü ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè ýëåìåíòîâ i è j 6= i:

Ri j =
√

(xi − xj)2 + (yi − yj)2,è îòîáðàòü â êà÷åñòâå �áëèæàéøèõ� òå, äëÿ êîòîðûõ Ri j < d. Îäíàêî ñ òî÷êè çðåíèÿýêîíîìèè âû÷èñëåíèé áîëåå âûãîäíîé ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ ïðîöåäóðà: íàéäåì ìîäóëüðàçíîñòè êîîðäèíàò |xi − xj |, j = 1, 2, 3, . . . , N , j 6= i. Åñëè ýòà âåëè÷èíà áîëüøå d,ýëåìåíò ñ íîìåðîì j áîëüøå íå ðàññìàòðèâàåòñÿ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âû÷èñëÿþòñÿâåëè÷èíû |yi − yj|, j = 1, 2, 3, . . . , N , j 6= i. Âåëè÷èíó Ri j îïðåäåëÿåì òîëüêî â ñëó÷àå
|yi − yj| < d, è â ñëó÷àå Ri j < d ñ÷èòàåì ýëåìåíò ñ íîìåðîì j ëåæàùèì â �áëèæàéøåìîêðóæåíèè�. Òàêèõ ýëåìåíòîâ íå ìîæåò áûòü ìíîãî. Çàïîìèíàåì èõ íîìåðà è äàëååðàáîòàåì òîëüêî ñ íèìè.



×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå äâèæåíèÿ ãðàíóëèðîâàííîé ñðåäû... 29Âû÷èñëèì ñèëó, äåéñòâóþùóþ íà i -é ýëåìåíò ñî ñòîðîíû j -ãî. Òàê êàê ðàññòîÿíèå
Ri j ìåíüøå äèàìåòðà d, âîçíèêàåò óïðóãàÿ ñèëà fi j (ñì. ðèñ. 2), ðàâíàÿ

fi j = (d−Ri j)c = (d−Ri j)
mg

2ε
(2)è äåéñòâóþùàÿ â íàïðàâëåíèè òî÷êè Î ïî ëèíèè OO

′. Åäèíè÷íûé âåêòîð â íàïðàâëåíèè
OO

′ ðàâåí
e1 =

(

xj − xi

Ri j

,
yj − yi
Ri j

)

. (3)Åäèíè÷íûé âåêòîð e2, ïåðïåíäèêóëÿðíûé e1, ñîîòâåòñòâåííî ðàâåí
e2 =

(

−
yj − yi
Ri j

,
xj − xi

Ri j

)

. (4)Ñëåäîâàòåëüíî, ñî ñòîðîíû j -ãî ýëåìåíòà äåéñòâóåò ñèëà ñ êîìïîíåíòàìè
f i j
x = −(d −Ri j)

mg

2ε

(xj − xi)

Ri j

,

f i j
y = −(d− Ri j)

mg

2ε

(yj − yi)

Ri j

. (5)Ïîëíûå êîìïîíåíòû ñèëû, äåéñòâóþùåé íà i -é ýëåìåíò, ïîëó÷àþòñÿ ñóììèðîâà-íèåì âåëè÷èí (5) ïî âñåìó îêðóæåíèþ, â íàïðàâëåíèè ó äîïîëíèòåëüíî ó÷èòûâàåòñÿâåñ −mg.Äîñòàòî÷íî åñòåñòâåííî çàïèñûâàåòñÿ è âçàèìîäåéñòâèå ýëåìåíòà ñî ñòåíêàìè èäíîì ëîòêà. Ïðåäïîëîæèì, çàêîí äâèæåíèÿ ñòåíîê ëîòêà èçâåñòåí: ëåâàÿ ãðàíèöà äâè-æåòñÿ ïî çàêîíó Gl = Gl(t), ïðàâàÿ � ïî çàêîíó Gp = Gl+L, ãäå L � ïîñòîÿííàÿ äëèíàëîòêà. Åñëè ðàññòîÿíèå (xi−Gl) ìåíüøå r (ðèñ. 3, à), òî âîçíèêàåò ãîðèçîíòàëüíàÿ ñèëà
Fx = (xi −Gl − r)

mg

ε
.Â ñëó÷àå �ïðîíèêíîâåíèÿ� ýëåìåíòà â ïðàâóþ ñòåíêó (ðèñ. 3, â)

Fx = −(−r −Gp+ xi)
mg

ε
.Åñëè êîîðäèíàòà yi ñòàíîâèòñÿ ìåíüøå r (ðèñ 3, á), âîçíèêàåò âåðòèêàëüíàÿ êîìïîíåíòà

Fy = (r − yi)
mg

ε
.

�èñ. 3. Ñõåìà âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö ñî ñòåíêàìè è äíîì ëîòêà



30 È.Î. Áîãóëüñêèé, Í.À. ÁîãóëüñêàÿÏðè íåîáõîäèìîñòè ìîæíî ó÷åñòü è âåðòèêàëüíîå äâèæåíèå ëîòêà ïî èçâåñòíîìóçàêîíó.Ïîñëå îïèñàííûõ äåéñòâèé (äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà îêðóæåíèÿ) ñóììàðíûå ñèëû,äåéñòâóþùèå íà ýëåìåíò ñ íîìåðîì i, âû÷èñëåíû.Äàëåå íåîáõîäèìî ÷èñëåííî ðåøàòü çàäà÷ó Êîøè äëÿ óðàâíåíèé Íüþòîíà. Âîïðîñî âûáîðå ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà äëÿ ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è íå òðèâèàëåí, ÷òî òðå-áóåò ïîÿñíåíèÿ. Äåëî â òîì, ÷òî äàæå ëèíåéíàÿ çàäà÷à îá óïðóãîì âçàèìîäåéñòâèèòÿæåëûõ òî÷åê (â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå øàðèê íà ïðóæèíå) íå ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèóñòîé÷èâîé. Ñïåêòð îïåðàòîðà ïåðåõîäà â ëó÷øåì ñëó÷àå ÷èñòî ìíèìûé, à â äàííîéçàäà÷å âïîëíå ìîæåò ñîäåðæàòü ïîëîæèòåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷àñòè. Êðîìå òîãî, ñè-ñòåìà óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ æåñòêîé. Ïîýòîìó ïðèìåíåíèå äîñòàòî÷íî ïðîñòûõ ÷èñëåí-íûõ ìåòîäîâ òèïà ìåòîäà Ýéëåðà ïåðâîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè [7℄ èñêëþ÷àåòñÿ (îáëàñòüóñòîé÷èâîñòè ýòîãî ìåòîäà âîîáùå íå ñîäåðæèò òî÷åê ìíèìîé îñè). Ñ äðóãîé ñòîðîíû,âû÷èñëåíèå ñèë òðåáóåò äîñòàòî÷íî áîëüøîãî (â ïëîñêîì ñëó÷àå ïîðÿäêà N2) êîëè÷å-ñòâà îïåðàöèé, â ñèëó ÷åãî èñïîëüçîâàíèå ìíîãîñòàäèéíûõ ÿâíûõ ìåòîäîâ [8℄ òàêæå íåæåëàòåëüíî.Ïîÿñíèì ïîñëåäíåå. Õîðîøî èçâåñòíû ý��åêòèâíûå ìíîãîñòàäèéíûå ìåòîäû ñ àâòî-ìàòè÷åñêèì êîíòðîëåì òî÷íîñòè è óñòîé÷èâîñòè (ñì., íàïðèìåð, [8℄), âûèãðûâàþùèå ïîñðàâíåíèþ ñ êëàññè÷åñêèìè çà ñ÷åò áîëüøåãî øàãà ïî âðåìåíè. Îäíàêî â íàøåé çàäà÷åìîæíî ïðîâåñòè ïðîñòóþ îöåíêó ìàêñèìàëüíîãî øàãà, ïðè êîòîðîì èìååò ñìûñë ðàñ-ñ÷èòûâàòü ïðîöåññ. ×àñòîòà âèáðàöèè ëîòêà â êîíñòðóêöèè ≈ 10�ö, àìïëèòóäà ≈ 1ìì.Çà îäèí øàã ìîæíî �ðàçðåøèòü ïðîäâèíóòüñÿ� ñòåíêå ëîòêà íà òðåòü-÷åòâåðòü ðàäèóñà.Ýëåìåíòàðíûå îöåíêè äàþò â ýòîì ñëó÷àå øàã ïî âðåìåíè íå áîëüøå 0.002 ñ.Â êà÷åñòâå êîìïðîìèññà èñïîëüçóåì ñõåìó �óíãå�Êóòòû âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íî-ñòè [7℄, ïî êîòîðîé ìîæíî (ñ ïîëó÷åííûì øàãîì ïî âðåìåíè) âû÷èñëèòü óñòîé÷èâîåðåøåíèå.Çàïèøåì çàêîí Íüþòîíà äëÿ i -ãî ýëåìåíòà â âèäå ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äè��å-ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà
{

ẋi = v1i,

v̇1i = Fx − µv1i,
(6)

{

ẏi = v2i,

v̇2i = Fy − µv2i.
(7)Çäåñü Fx è Fy � äåéñòâóþùèå íà i -é ýëåìåíò ñóììàðíûå ñèëû â íàïðàâëåíèÿõ õ è ó,

v1i, v2i � êîìïîíåíòû ñêîðîñòè öåíòðà ìàññ â íàïðàâëåíèÿõ õ è ó ñîîòâåòñòâåííî, àäèññèïàòèâíûå (âÿçêèå) ÷ëåíû µv1i è µv2i, ãäå µ > 0 � êîý��èöèåíò âÿçêîñòè, ââåäåíûèñêóññòâåííûì îáðàçîì äëÿ ïîâûøåíèÿ óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ. Íåïîñðåäñòâåííî ïðè÷èñëåííîì ýêñïåðèìåíòå çíà÷åíèå âÿçêîñòè µ âûáèðàåòñÿ ÷èñòî ýìïèðè÷åñêè òàê, ÷òîáûîáåñïå÷èâàëàñü óñòîé÷èâîñòü, íî çíà÷åíèå µ áûëî, ïî âîçìîæíîñòè, ìèíèìàëüíûì.Íà êàæäîì øàãå ïî âðåìåíè ∆t íà ïåðâîé ñòàäèè âû÷èñëÿþòñÿ ïðîìåæóòî÷íûåâåëè÷èíû íà øàãå ∆t/2. Ïî ìåòîäó Ýéëåðà
x̃n+1
i = x̃n

i +
∆t

2
v1ni , ṽ1

n+1

i = ṽ1
n

i +
∆t

2
(F n

x − µv1ni ),

ỹn+1
i = ỹni +

∆t

2
v2ni , ṽ2

n+1

i = ṽ2
n

i +
∆t

2
(F n

y − µv2ni ). (8)



×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå äâèæåíèÿ ãðàíóëèðîâàííîé ñðåäû... 31Íà âòîðîé ñòàäèè ñîâåðøàåòñÿ ïåðåõîä íà ñëåäóþùèé øàã ïî âðåìåíè ∆t:
xn+1
i = xn

i +∆tṽ1
n+ 1

2

i , v1n+1
i = v1ni +∆t

(

F̃
n+ 1

2

x − µṽ1
n+ 1

2

i

)

,

yn+1
i = yni +∆tṽ2

n+ 1

2

i , v2n+1
i = v2ni +∆t

(

F̃
n+ 1

2

y − µṽ2
n+ 1

2

i

)

. (9)Çäåñü F̃
n+ 1

2

x è F̃
n+ 1

2

y � ñèëû, âû÷èñëåííûå äëÿ x̃
n+ 1

2

i è ỹ
n+ 1

2

i .Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ìîæíî âûáðàòü äîñòàòî÷íî ïðîèçâîëüíî. Ïðîùå âñåãî âçÿòüðîâíûå âåðòèêàëüíûå �ñòîëáöû� èç ýëåìåíòîâ, ãäå âåðõíèé ðÿä �âäàâëåí� âî âòîðîé íàâåëè÷èíó ε, âòîðîé â òðåòèé � íà 2ε è ò. ä. Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü ëåãêî âû÷èñëèòü âåð-òèêàëüíûå êîîðäèíàòû ãðàíóë â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè. Åñëè ëîòîê íåïîäâèæåí,òàêàÿ ñèñòåìà òåîðåòè÷åñêè äîëæíà íàõîäèòüñÿ â ðàâíîâåñèè âñå âðåìÿ, ÷òî ÿâëÿåòñÿîäíèì èç ñàìûõ âàæíûõ òåñòîâ óñòîé÷èâîñòè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ äèíàìè÷åñêîé çàäà-÷è. Êîãäà ëîòîê ïðèõîäèò â äâèæåíèå, ýëåìåíòû ñðåäû çà íåñêîëüêî øàãîâ ïî âðåìåíèïðèíèìàþò �ïëîòíóþ óïàêîâêó�, îáåñïå÷èâàþùóþ ìèíèìóì ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ñè-ñòåìû.Ó÷åò ñèë òðåíèÿ â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å � íàèáîëåå ñëîæíûé âîïðîñ â ìîäåëèðî-âàíèè ïðîöåññà äâèæåíèÿ ãðàíóëèðîâàííîé ñðåäû. ßñíî, ÷òî íóæíî ðàçëè÷àòü �ñóõîå�òðåíèå, êîãäà äâèæåíèå ñîñåäíèõ ÷àñòèö è ñòåíîê ñîñóäà ïðîèñõîäèò áåç ïðîñêàëüçû-âàíèÿ, è òðåíèå ñêîëüæåíèÿ (ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå), âîçíèêàþùåå ïðè �ïðîñêàëüçû-âàíèè� ñîñåäíèõ ýëåìåíòîâ.Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìåæäó ýëåìåíòàìè â ïðîöåññå äâèæåíèÿ âîçíèêàåò ñèëà òðåíèÿ,ïðîïîðöèîíàëüíàÿ ñèëå óïðóãîãî ñäàâëèâàíèÿ è íàïðàâëåííàÿ ïðîòèâ îòíîñèòåëüíîéñêîðîñòè äâèæåíèÿ òî÷êè êîíòàêòà.�àññìîòðèì äâà �ñîñåäíèõ� ýëåìåíòà ñ íîìåðàìè i è j (ðèñ. 4). Ìû óæå âûÿñíèëè,÷òî ñèëà äàâëåíèÿ ýëåìåíòà j íà ýëåìåíò i

Fi j = (d− Ri j)
mg

2εè íàïðàâëåíà ïðîòèâ âåêòîðà e1 (3). Âîçíèêàþùàÿ ïðè ýòîì ñèëà òðåíèÿ F òð
i j ðàâíà

F òð
i j = νFi j ,ãäå ν � êîý��èöèåíò òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ, è â çàâèñèìîñòè îò ïðîåêöèé ñêîðîñòåé òî÷åêA è A

′ (ñì. ðèñ. 4) íà ëèíèþ (1), èäóùóþ âäîëü âåêòîðà e2, íàïðàâëåíà ëèáî â íàïðàâ-ëåíèè âåêòîðà e2, ëèáî â ïðîòèâîïîëîæíîì. Äëÿ òî÷êè A
′ , ïðèíàäëåæàùåé ýëåìåíòó j,

vA
′ = vi + ωi ×OA = (v1i, v2i) + ωi ×OA.

�èñ. 4. Ñõåìà âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ ýëåìåíòîâ ñ ó÷åòîì ñèë òðåíèÿ



32 È.Î. Áîãóëüñêèé, Í.À. ÁîãóëüñêàÿÄëÿ òî÷êè À, ïðèíàäëåæàùåé ýëåìåíòó i,
vA = vj + ωj ×O

′

A = (v1j, v2j) + ωj ×O
′

A.Îáîçíà÷èì íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû âåêòîðà e1 êàê
ex =

xj − xi

Ri j

, ey =
yj − yi
Ri j

.Òîãäà −e2 = (ey,−ex).Ïðîåêöèÿ ñêîðîñòåé òî÷åê A è A
′ åñòü èõ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íà âåêòîð −e2:

PRvA

∣

∣

(1) = (v1i, v2i)(ey,−ex) + ωiR = v1iey − v2iex + ωir,

PRvA
′

∣

∣

(1) = (v1j, v2j)(ey,−ex) + ωjR = v1jey − v2jex + ωjr.Çäåñü ωi è ωj � óãëîâûå ñêîðîñòè âðàùåíèÿ i -ãî è j -ãî ýëåìåíòîâ. Îòíîñèòåëüíàÿ ñêî-ðîñòü âäîëü ëèíèè (1)
W = PRvA

∣

∣

(1) − PRvA
′

∣

∣

(1) = (v1i − v1j)ey − (v2i − v2j)ex + (ωi − ωj)r. (10)Ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðîãðàììèðîâàíèÿ óäîáíåå âñåãî ââåñòè âåëè÷èíó (in)i j, êîòîðàÿïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ (in)i j = 1, åñëè W < 0, è (in)i j = −1, åñëè W > 0. Â ýòîì ñëó÷àåê ñèëàì (5) íåîáõîäèìî äîáàâèòü ñîîòâåòñòâóþùèå êîìïîíåíòû ñèë òðåíèÿ
F i j
x = f i j

x + F òð
i j ex(in)i j ,

F i j
y = f i j

y − F òð
i j ey(in)i j,

Mi = −M0
i · (in)i j. (11)Âçàèìîäåéñòâèå ñ äíîì è áîêîâûìè ñòåíêàìè çàïèñûâàåòñÿ ïîäîáíûì îáðàçîì: åñëè

0 < yi < r, òî (in)i = 1 ïðè (vN − uj − ωjr) < 0 è (in)i = −1 ïðè (vN − uj − ωjr) > 0.Çäåñü vN = Ġl(t) � ñêîðîñòü äâèæåíèÿ äíà ëîòêà.Äàëåå ñèëû âû÷èñëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
F i j
x = f i j

x + Fòð(in)i,
F i j
y = f i j

x ,

Mi = −M0
i · (in)i. (12)Ó÷åò òðåíèÿ îáÿçàòåëüíî ïðèâîäèò ê ó÷åòó âðàùåíèÿ ýëåìåíòà, ïîýòîìó â óðàâíåíèÿõ(11) è (12) íåîáõîäèìî âû÷èñëÿòü òàêæå è ìîìåíò ñèëû.Ïîñëå òîãî êàê ñóììàðíûå (ñ ó÷åòîì òðåíèÿ) ñèëû ïîäñ÷èòàíû, ÷èñëåííîå ðåøåíèåóðàâíåíèé ïðîâîäèòñÿ òåì æå ìåòîäîì (8), (9). Îäíàêî ðàçìåðíîñòü ñèñòåìû âîçðàñòà-åò, êðîìå ñèñòåìû ÷åòûðåõ óðàâíåíèé (6) è (7) íåîáõîäèìî èíòåãðèðîâàòü óðàâíåíèå,îïèñûâàþùåå âðàùåíèå ýëåìåíòà ïîä íîìåðîì i âîêðóã îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòðòÿæåñòè:

Jω̇i = Mi. (13)Çäåñü J =
mr2

2
� ìîìåíò èíåðöèè êðóãà îòíîñèòåëüíî îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð.�åøåíèå óðàâíåíèé (12) ïðîèçâîäèòñÿ ÷èñëåííûì àëãîðèòìîì (8), (9). Çàïèñûâàòüïîëíîå óðàâíåíèå âðàùåíèÿ íå îáÿçàòåëüíî, òàê êàê ñèëû è ìîìåíòû ñèë, äåéñòâóþùèåíà ðàññìàòðèâàåìûé ýëåìåíò, çàâèñÿò òîëüêî îò êîîðäèíàò öåíòðà êðóãà è óãëîâîéñêîðîñòè.



×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå äâèæåíèÿ ãðàíóëèðîâàííîé ñðåäû... 332. Âû÷èñëèòåëüíûe ýêñïåðèìåíòûÍà îñíîâå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè áûë ñîçäàí êîìïëåêñ ïðîãðàìì, ðåàëèçóþùèé èìè-òàöèîííóþ ìîäåëü äâèæåíèÿ ãðàíóëèðîâàííîé ñðåäû â ãîðèçîíòàëüíî âèáðèðóþùåìñîñóäå ñ îòâåðñòèÿìè â äíå.Íà ðèñ. 5 ïðèâåäåíî ÷èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è äëÿ óäàëåííîãî îò íà÷àëüíîãî ìî-ìåíòà âðåìåíè, êîãäà ñèñòåìà óæå äîñòàòî÷íî ïëîòíî óïàêîâàíà. Çäåñü ðàññìîòðåíî2400 ýëåìåíòîâ â ïîäâèæíîì ëîòêå è ïîðÿäêà 100 â áóíêåðå â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðå-ìåíè. Â äíå ëîòêà èìåþòñÿ òðè îòâåðñòèÿ ðàçìåðîì â òðè äèàìåòðà ýëåìåíòà, ÷åðåçêîòîðûå ïðîèñõîäèò âûñûïàíèå ÷àñòèö. Ñîîòâåòñòâåííî îïóñòîøàåòñÿ è áóíêåð. Â ÷èñ-ëåííîì ýêñïåðèìåíòå äëèíà ëîòêà ïðèíÿòà 50 ñì, äèàìåòð ÷àñòèö � 0.8 ñì. Âåëè÷èíà
ε ñîñòàâëÿåò 0.01 ðàäèóñà ÷àñòèöû. ×àñòîòà ãîðèçîíòàëüíûõ ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèéëîòêà 9 �ö, àìïëèòóäà 1 ñì, øàã ïî âðåìåíè 0.002 ñ. Îêîëî îòâåðñòèé ðàñïîëîæåíûñ÷åò÷èêè, ïîêàçûâàþùèå êîëè÷åñòâî âûïàâøèõ ÷àñòèö.Íà ðèñ. 6 ñâåòëûå ãðàíóëû îáðàçóþò çîíû óïëîòíåíèÿ, òåìíûå � çîíû ðàçðûõëåíèÿñðåäû.

�èñ. 5. �åçóëüòàò ðàáîòû ïðîãðàììû

�èñ. 6. Çîíû óïëîòíåíèÿ
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