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×èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøèäëÿ æåñòêèõ îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõóðàâíåíèé íà îñíîâå ìíîãîçâåííûõ èíòåðïîëÿöèîííûõïîëèíîìîâ Ýðìèòà∗À.Ô. Ëàòûïîâ, Î.Â. ÏîïèêÈíñòèòóò òåîðåòè÷åñêîé è ïðèêëàäíîé ìåõàíèêè ÑÎ �ÀÍ, Íîâîñèáèðñê, �îññèÿe-mail: latypov�itam.ns.ru�àññìîòðåí îäíîøàãîâûé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ æåñòêîé ñèñòåìûîáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ìåòîä îñíîâàí íà ïðåäñòàâëåíèè�óíêöèé ïðàâûõ ÷àñòåé ñèñòåìû íà øàãå èíòåðïîëÿöèîííûìè ïîëèíîìàìè Ýðìè-òà, çàäàííûìè çíà÷åíèÿìè �óíêöèé â òðåõ òî÷êàõ. Äîêàçàíà A- è L(δ)-óñòîé÷è-âîñòü ìåòîäà. Äàíà îöåíêà òî÷íîñòè, ïðèâîäèòñÿ àëãîðèòì ðàñ÷åòà ãëîáàëüíîéîøèáêè. �àññìîòðåíû ðåçóëüòàòû ðåøåíèé òåñòîâûõ çàäà÷.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâî-ãî ïîðÿäêà, çàäà÷à Êîøè, óñòîé÷èâîñòü, èíòåðïîëÿöèÿ ïîëèíîìàìè Ýðìèòà, îöåí-êà òî÷íîñòè.Â [1℄ ðàçðàáîòàíî ñåìåéñòâî LRM � ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåìîáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ÎÄÓ). Îäíàêî ìåòîä LRM(0, 0, 0, s) îò-äåëüíî íå ïðåäñòàâëåí è ñîîòâåòñòâåííî íå èçó÷åí. Îí ïðîñò â ðåàëèçàöèè, A- è L(δ)-óñòîé÷èâ, èìååò ÷åòâåðòûé ïîðÿäîê òî÷íîñòè ïî øàãó èíòåãðèðîâàíèÿ. Ýòè ñâîéñòâàäåëàþò åãî ïðèâëåêàòåëüíûì äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è, îïèñàíèå ìåòîäà�àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à Êîøè äëÿ ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíå-íèé, ÷èñëî óðàâíåíèé n:

y′(x) = f(y, x), x ∈ [0, X], y(0) = y0. (1)Óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ïðåäïîëàãàþòñÿ âûïîëíåííûìè.Ïóñòü ðåøåíèå íà [0, xi] ïîëó÷åíî, òîãäà íà îòðåçêå [xi, xi + h ≤ X ] ïðåäñòàâèì ñèñòå-ìó (1) â âèäå
dy

dξ
= hf(y, x) ≡ Φ(y, ξ), y(xi) = yi, ξ =

(x− xi)

h
, ξ ∈ [0, 1]. (2)Îáîçíà÷èì y (x) = y (xi + hξ) = y (ξ) = yξ, Φ (y (ξ) , ξ) = Φ (ξ) = Φξ. Ïðèáëèæåííîïðåäñòàâèì �óíêöèþ Φ(y, ξ) ïîëèíîìîì Ýðìèòà âèäà

∗�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìåæäèñöèïëèíàðíîãî èíòåãðàöèîííîãî ïðîåêòà ÑÎ�ÀÍ � 119 è ïðîåêòà � 21.26 ïðîãðàììû �ÀÍ. 78
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Φ̃(ξ) = a(ξ − 1)(ξ − s) + bξ(ξ − 1) + cξ(ξ − s)ïðè óñëîâèÿõ

Φ̃(0) = Φ0, Φ̃(s) = Φs, Φ̃(1) = Φ1, s ∈ [0.5, 1.0). (3)Ïîëó÷èì
Φ̃(ξ) =

(1− ξ)(s− ξ)Φ0

s
+
ξ(1− ξ)Φs

s(s− 1)
+
ξ(s− ξ)Φ1

(s− 1)
. (4)Ïîäñòàâëÿÿ (4) â (2) è èíòåãðèðóÿ íà îòðåçêàõ [0, s], [0, 1], ïîëó÷èì ñèñòåìó èç 2nàëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

ϕs = b1(ys − y0) + a0Φ0 + a1∆Φs +∆Φ1 = 0,

ϕ1 = b2(y1 − y0)− b2Φ0 +∆Φs + a2∆Φ1 = 0, (5)ãäå
∆Φs = Φs −Φ0, ∆Φ1 = Φ1 −Φ0.

a0 =
6(s− 1)

s2
, a1 =

2s− 3
s2

, a2 = −s(3s− 2),

b1 = −
6(s− 1)

s3
, b2 = 6s(s− 1).Ïîãðåøíîñòüìåòîäà ïîøàãó èíòåãðèðîâàíèÿh óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå [1℄ |y(h)−ỹ(h)|∼h4.Ñèñòåìà óðàâíåíèé (5) ðåøàåòñÿ êâàçèíüþòîíîâñêèì ìåòîäîì [2℄. Çàäàäèì �óíê-öèîíàë I = 0.5(ϕ, ϕ), ϕ = {ϕs, ϕ1}. Èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ïîèñêà ðåøåíèÿ ñòðîèòñÿïî ñîîòíîøåíèþ dϕ = −ϕdτ , êîòîðîå îïðåäåëÿåò ñõîäèìîñòü ïðîöåññà èç ëþáîé òî÷êèîáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ èñêîìîãî ðåøåíèÿ, òàê êàê

dI = (ϕ, dϕ) = −(ϕ, ϕ)dτ = −2Idτ, lim I
τ→∞

= 0.Èòåðàöèîííûé ïðîöåññ äëÿ ñèñòåìû (5) èìååò âèä
∂ϕs

∂ys

δyi
s +

∂ϕs

∂y1

δyi
1 = −ϕi−1

s τ,

∂ϕ1

∂ys

δyi
s +

∂ϕ1

∂y1
δyi

1 = −ϕi−1
1 τ, (6)ãäå

δyi
s = yi

s − yi−1
s , δyi

1 = yi
1 − yi−1

1 , J =
∂Φ

∂y
,

∂ϕs

∂ys

= b1E+ a1J
i−1
s ,

∂ϕs

∂y1
= Ji−1

1 ,

∂ϕ1

∂ys

= Ji−1
s ,

∂ϕ1

∂y1
= b2E+ a2J

i−1
1 . (7)Çäåñü E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Ïîäñòàâëÿÿ (7) â (6), íàõîäèì i-å ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ

D = Ji−1
1 − (b1(J

i−1
s )−1 + a1E)(a2J

i−1
1 + b2E),



80 À.Ô. Ëàïûòîâ, Î.Â. Ïîïèê
δyi

1 = D−1[(b1(J
i−1
s )−1 + a1E)ϕ

i−1
1 − ϕi−1

s ]τ,

δyi
s = (Ji−1

s )−1[(a2J
i−1
1 + b2E)δy

i
1 − ϕi−1

1 τ ]. (8)Íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå çàäàåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû ÎÄÓ (2) ìåòîäîì �óíãå�Êóòòûòðåòüåãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè íà îòðåçêå [0, s] è ìåòîäîì Ýéëåðà íà îòðåçêå [s, 1]. Èç àíàëè-çà óñòîé÷èâîñòè LRM(0, 0, 0, s)-ìåòîäà (ñì. íèæå) ïðèìåíèòåëüíî ê ñèñòåìàì ÎÄÓ äëÿïàðàìåòðà s öåëåñîîáðàçíî çíà÷åíèå s ≈ 0.9. Ïàðàìåòð τ ∈ (0, 1] îïðåäåëÿåòñÿ íà êàæ-äîì øàãå èç óñëîâèÿ I i < I i−1. Èòåðàöèîííûé ïðîöåññ çàêàí÷èâàåòñÿ ïðè âûïîëíåíèèóñëîâèé I i < ε1, |δyi
1| < ε2, ãäå ε1 è ε2 � çàäàííûå âåëè÷èíû.Çàìå÷àíèå. Ïðè ñòðåìëåíèè s ê åäèíèöå ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû ßêî-áè ñèñòåìû óðàâíåíèé (5) íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò. Ïîýòîìó ïðè îáðàùåíèè ìàòðèöíåîáõîäèìî ïðèìåíÿòü ñïîñîáû ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè âû÷èñëåíèé. Äëÿ ïðèâåäåíèÿ ìàò-ðèöû ê âåðõíåé òðåóãîëüíîé �îðìå èñïîëüçóþòñÿ îïåðàöèè óìíîæåíèÿ è àëãåáðàè÷å-ñêîãî ñëîæåíèÿ. Ïðè ñëîæåíèè äâóõ ÷èñåë, çàäàííûõ ñ àáñîëþòíîé îøèáêîé ε (îøèáêàîêðóãëåíèÿ), àáñîëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü ðåçóëüòàòà ìîæåò ìàêñèìàëüíî òîëüêî óäâîèòü-ñÿ. Îäíàêî ïðè óìíîæåíèè c = (a + ε)(b+ ε) îøèáêà ðåçóëüòàòà ìîæåò âîçðàñòè ìíî-ãîêðàòíî δc ≤ (|a|+ |b|)ε. Äëÿ óìåíüøåíèÿ îøèáêè â ïîñëåäíåì ñëó÷àå öåëåñîîáðàçíîèñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèé ïðèåì. Ïóñòü íåîáõîäèìî íàéòè ðåøåíèå ñèñòåìû n ëèíåéíûõàëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé Ax = b.Îïèøåì ïåðâûé øàã: èñêëþ÷åíèå ýëåìåíòà an1. Îïðåäåëèì ìàêñèìàëüíûå ïî ìîäó-ëþ ýëåìåíòû â (n− 1)-é è n-é ñòðîêàõ, êîòîðûå îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî qn−1 è qn.Âû÷èñëÿåì
kn−1 = entier(log2 qn−1), kn = entier(log2 qn)è ïðîèçâîäèì íîðìèðîâàíèå ïîñðåäñòâîì îïåðàöèé

ān−1,j = an−1,j2
−(kn−1+1), ān,j = an,j2

−(kn+1),

b̄n−1,j = bn−1,j2
−(kn−1+1), b̄n,j = bn,j2

−(kn+1), j = 1, n.Íîðìèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ â äâîè÷íîì êîäå, èçìåíÿþòñÿ ëèøü ïîðÿäêè ÷èñåë, ïðè ýòîììîäóëè ýëåìåíòîâ ñòðîê ìàòðèöû áóäóò ìåíüøå åäèíèöû. Äàëåå ýëåìåíòû (n− 1)-éñòðîêè óìíîæàþòñÿ íà ān1, à n-é ñòðîêè � íà ān−1,1. Ñëîæåíèåì èëè âû÷èòàíèåì ñòðîê
(n, 1)-é ýëåìåíò îáðàùàåòñÿ â íîëü. Òî÷íî òàê æå îáðàùàþòñÿ â íîëü âñå ïîääèàãî-íàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû A. Çàòåì ðåøåíèå íàõîäèòñÿ ïóòåì îáðàòíîé ïðîãîíêè.Äëÿ îáðàùåíèÿ ìàòðèöû A íåîáõîäèìî âåêòîð b çàìåíèòü åäèíè÷íîé ìàòðèöåé E.2. Óñòîé÷èâîñòü ìåòîäàÄëÿ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ìåòîäà èñïîëüçóåòñÿ ëèíåéíîå óðàâíåíèå [3℄

z′(x) = λz(x), z(0) = z0, x ≥ 0, Re(λ) < 0, µ = λh. (9)�åøåíèå äëÿ îäíîøàãîâîãî ìåòîäà çàïèñûâàåòñÿ â âèäå
z(µ) = z0q(µ). (10)Ïðèâåäåì îïðåäåëåíèå L(δ)-óñòîé÷èâîñòè, äàííîå â [1℄.



×èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ æåñòêèõ... 81Îïðåäåëåíèå (ñëåäóÿ [3℄, ñ. 122). Îäíîøàãîâûé ìåòîä íàçîâåì L(δ)-óñòîé÷èâûìñ ïàðàìåòðîì δ ∈ (0, 1), åñëè ìåòîä A óñòîé÷èâ è lim
|µ|→∞

|q(µ)| = δ.Íèæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî âåëè÷èíà δ ìîæåò áûòü âûáðàíà äîñòàòî÷íî ìàëîé. Â ýòîìñëó÷àå L(δ)-óñòîé÷èâîñòü, êàê è L-óñòîé÷èâîñòü, ÿâëÿåòñÿ ïîëåçíûì ñâîéñòâîì ìåòîäàäëÿ ý��åêòèâíîãî ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ �ñèëüíî æåñòêèõ� ñèñòåì.Òåîðåìà 1. LRM(0, 0, 0, s)-ìåòîä A-óñòîé÷èâ ïðè s ∈ [0.5, 1.0) è L(δ)-óñòîé÷èâ ñ ïà-ðàìåòðîì δ = (1− s)/s ïðè s ∈ (0.5, 1.0).Äîêàçàòåëüñòâî. Îáðàòèìñÿ ê óðàâíåíèþ (9). Ïðåäñòàâèì êîìïëåêñíîå ÷èñëî λâ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé �îðìå è îáîçíà÷èì
λ = ρ[cos(φ) + i sin(φ)],

c = cos(φ) < 0, d = 2s− 1, ρ̄ = hρ. (11)Èç (5), (10) ïîëó÷èì
q(µ) =

α+ iβ

γ + iδ
,

|q(µ)| =

√

α2 + β2

γ2 + δ2
=

√

G(ρ̄)

H(ρ̄)
, (12)ãäå

G(ρ̄) =
4
∑

i=0

giρ̄
i, H(ρ̄) =

4
∑

i=0

piρ̄
i,

g0 = 144, p0 = 144,
g1 = c(144− 48d), p1 = c(−144− 48d),
g2 = 48c2 + d2 − 48c2d+ 12, p2 = 48c2 + d2 + 48c2d+ 12,
g3 = 4d2c− 16dc+ 12c, p3 = −4d2c− 16dc− 12c,
g4 = 1− 2d+ d2, p4 = 1 + 2d+ d2.�àçíîñòü ìåæäó çíàìåíàòåëåì è ÷èñëèòåëåì â (12)
H −G = − cρ̄( 288 + 8ρ̄2d2 + 24ρ̄2) + dρ̄2(96c2 + 4ρ̄2)ïîëîæèòåëüíà ïðè äîñòàòî÷íîì óñëîâèè d ≥ 0 (c < 0 ïî óñëîâèþ çàäà÷è (9)). Òàê êàê

G > 0, H > 0, òî |q(ρ̄)| < 1 ïðè s ≥ 1/2 äëÿ ëþáîãî ρ̄, îòêóäà ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòüïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû. Èç ïðèâåäåííûõ ñîîòíîøåíèé ñëåäóåò
lim
ρ̄→∞

|q(ρ̄)| =

√

g4
p4

=
1− d

1 + d
=

1− s

s
,÷òî äîêàçûâàåò âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû.3. �àñ÷åò ëîêàëüíîé è ãëîáàëüíîé îøèáêèÂû÷èñëåíèå îøèáêè δy = y − ỹ íà øàãå h ïðîèçâîäèòñÿ ïóòåì ñëåäóþùåé ïðîöåäóðû.Èñõîäíàÿ ñèñòåìà

dy(ξ)

dξ
= Φ(y, ξ), ξ ∈ [0, 1], y(0) = y0. (13)
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dỹ(ξ)

dξ
= Φ̃(ξ), ξ ∈ [0, 1], ỹ(0) = y0. (14)Ïðè |δy| << 1 ñ ïîãðåøíîñòüþ o(|δy|) ñïðàâåäëèâà îöåíêà
Φ(y, ξ) ≈ Φ(ỹ, ξ) + J̄(ξ)δy, (15)ãäå J̄(ξ) = hJ(ξ). Èç (13), (14), (15) ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ âû÷èñëåíèÿ îøèáîê

dδy

dξ
= Q(ξ) + J̄(ξ)δy = R(δy, ξ), Q(ξ) = Φ(ỹ, ξ)− Φ̃(ξ). (16)Îøèáêà àïïðîêñèìàöèè �óíêöèè φ(t) èíòåðïîëÿöèîííûì ïîëèíîìîì Ýðìèòà Hm(t)ðàâíà [4℄

φ(t)−Hm(t) =
φ(m+1)(η)

(m+ 1)!
Ω(t),

Ω(t) = (t− t0)
α0(t− t1)

α1 · · · (t− tn)
αn ,

m+ 1 = α0 + α1 + ...+ αn. (17)Äëÿ ïðèáëèæåííîãî çíà÷åíèÿ Q(ξ) áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðåäñòàâëåíèå (17). Â ñëó÷àåLRM(0, 0, 0, s)- ìåòîäà α0 = αs = α1 = 1, m+ 1 = 3 è
Q(ξ) ≈ Q̃(ξ) = C1Ω(ξ), Ω(ξ) = ξ(ξ − s)(ξ − 1). (18)Êîý��èöèåíò C1 îïðåäåëèì èç óñëîâèÿ

Q̃(ξ∗) = Q(ξ∗),ãäå ξ∗ ñîîòâåòñòâóåò ìàêñèìóìó Ω(ξ), Ω(ξ∗) = max Ω(ξ), ξ ∈ (0, 1). Ïîëó÷èì
ξ∗ =

(s+ 1)−
√

(s+ 1)2 − 3s

3
,

C1 =
Φ(ỹ∗)− Φ̃(ξ∗)

ξ∗(ξ∗ − s)(ξ∗ − 1)
, ỹ∗ = ỹ(ξ∗). (19)Àïïðîêñèìàöèÿ ßêîáèàíà. ßêîáèàí àïïðîêñèìèðóåì êâàäðàòè÷íîé �óíêöèåéîò ξ

J̄(ξ) = (1− ξ)A+ ξB+ ξ(1− ξ)D (20)ïðè óñëîâèÿõ J̄(0) = J̄0, J̄(1) = J̄1, J̄(s) = J̄s. Ïîëó÷èì
A = J̄0, B = J̄1, D =

1

s
[(J̄1 − J̄0)−

J̄1 − J̄s

1− s
].Âñå �óíêöèè â (16) îïðåäåëåíû, è èíòåãðèðîâàíèå ñèñòåìû êâàçèëèíåéíûõ äè��å-ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (16) ïðîèçâîäèòñÿ ìåòîäîì LR(1, 1) [1℄, ìîäè�èöèðîâàííûì íàñëó÷àé íåàâòîíîìíîé ñèñòåìû, ïÿòîãî ïîðÿäêà ïîãðåøíîñòè ïðè íà÷àëüíîì çíà÷åíèè

δy0, ðàâíîì ãëîáàëüíîé îøèáêå èíòåãðèðîâàíèÿ íà ïðåäûäóùåì øàãå.



×èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ æåñòêèõ... 83Ìîäè�èêàöèÿ LR(1, 1)-ìåòîäà äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåìû êâàçèëèíåé-íûõ ÎÄÓ. Â äàííîì ñëó÷àå èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì Ýðìèòà çàïèñûâàåòñÿ ñëåäó-þùèì îáðàçîì:
R(δy, ξ) ≈ g(ξ) = R0ψ0,0(ξ) +R′

ξ0ψ0,1(ξ)+R1ψ1,0(ξ) +R′
ξ1ψ1,1(ξ),

ψ0,0(ξ) = 1− 3ξ2 + 2ξ3, ψ0,1(ξ) = ξ − 2ξ2 + ξ3,

ψ1,0(ξ) = 3ξ2 − 2ξ3, ψ1,1(ξ) = −ξ2 + ξ3,

R′
ξ(δy, ξ) =

dQ(ξ)

dξ
+
dJ̄(ξ)

dξ
δy + J̄(ξ)(Q(ξ) + J̄(ξ)δy). (21)Èíòåãðèðóÿ (16) ñ ó÷åòîì (21), ïîëó÷àåì ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíå-íèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ ãëîáàëüíîé îøèáêè íà øàãå h

δy1 =
1

2
R0 +

1

12
R′

0 +
1

2
R1 −

1

12
R′

1R0 = J̄0δy0, R1 = J̄1δy1,

R′
0 = C1s+ [(−A+B+D) + J̄2

0]δy0,

R′
1 = C1(1− s) + [(−A+B−D) + J̄2

1]δy1. (22)Äëÿ ðåãóëèðîâàíèÿ øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ h èñïîëüçóåòñÿ ëîêàëüíàÿ îøèáêà δyloc =

δy1 − δy0. Çàäàåòñÿ êàêàÿ-ëèáî ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ �óíêöèÿ K(u), u =
|δyloc|
ε ,

K(1) = 1, ε � çàäàííàÿ ëîêàëüíàÿ òî÷íîñòü. Åñëè íà ïîëó÷åííîì ðåøåíèè K(ui) > 1,òî ðàñ÷åò ïîâòîðÿåòñÿ ñ óìåíüøåííûì øàãîì hi =
hi

K(ui)
. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âû÷èñ-ëÿåòñÿ âåëè÷èíà ñëåäóþùåãî øàãà hi+1 =

hi
K(ui)

.4. Òåñòîâûå ðàñ÷åòûÄëÿ òåñòîâûõ ðàñ÷åòîâ âçÿòû ñëåäóþùèå ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (λi �ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû ßêîáè ïðè t = t0).1. Æåñòêàÿ ñèñòåìà ñ ïîãðàíè÷íûì ñëîåì íà ëåâîì êîíöå
ẏ1 = −10 ẏ2 + 3000(1− y21),
ẏ2 = 0.04(1− y2)− (1− y1)y2 + 10−4(10−1 − y21),

0 ≤ t ≤ 2.6, y1(0) = 1, y2(0) = 0,

λ1 = −6000, λ2 = −0.04.2. Æåñòêàÿ ñèñòåìà ñ ïåðèîäè÷åñêè ïîâòîðÿþùèìñÿ ïîãðàíè÷íûì ñëîåì
ẏ1 = −2000y1 + 1000y2 + 1 + sin(10t),

ẏ2 = y1 − y2,

0 ≤ t ≤ 4, y1(0) = y2(0) = 0,

λ1 = −2000, λ2 = −0.5.



84 À.Ô. Ëàïûòîâ, Î.Â. Ïîïèê3. Æåñòêàÿ ñèñòåìà ñ ïîãðàíè÷íûì ñëîåì íà ëåâîì êîíöå äëÿ ïåðâûõ äâóõ êîìïî-íåíò è íà ïðàâîì êîíöå äëÿ òðåòüåé êîìïîíåíòû âåêòîðà ðåøåíèÿ
ẏ1 = −(55 + y3)y1 + 65y2,

ẏ2 = 0.0785(y1 − y2),

ẏ3 = 0.1y1,

0 ≤ t ≤ 500, y1(0) = y2(0) = 1, y3(0) = 0,

λ1 = −55, λ2,3 = 0.00625± 0.01i.4. Ñëàáî æåñòêàÿ çàäà÷à ñ ïîãðàíè÷íûì ñëîåì íà ïðàâîì êîíöå. Ñèëüíàÿ ÷óâñòâè-òåëüíîñòü ê âîçìóùåíèÿì íà÷àëüíûõ óñëîâèé è î÷åíü áûñòðîå âîçðàñòàíèå íà ïðàâîìêîíöå (òåñò Òðîåøà [5℄):
ẏ1 = y2,

ẏ2 = sh(y1),

0 ≤ t ≤ 10,

y1(0) = 0, y2(0) = 3.585 · 10−4.�àñ÷åòû âûïîëíåíû LRM(0, 0, 0, s)-ìåòîäîì, à òàêæå íåÿâíûì ìåòîäîì �óíãå�Êóò-òû ïÿòîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè (�Ê5), èñïîëüçóþùèì âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ îò ðåøåíèÿ [6℄(ïðîãðàììíàÿ âåðñèÿ 1995 ã.), è ñòàíäàðòíûì ìåòîäîì �óíãå�Êóòòû ÷åòâåðòîãî ïîðÿä-êà òî÷íîñòè (�ÊÑÒ). �åçóëüòàòû ðåøåíèÿ ñâåäåíû â òàáëèöó, ãäå ïðåäñòàâëåíû øàãèèíòåãðèðîâàíèÿ: ìèíèìàëüíûé hmin, ìàêñèìàëüíûé hmax. Ýòè äàííûå õàðàêòåðèçóþòý��åêòèâíîñòü èñïîëüçóåìîãî ñïîñîáà àâòîìàòè÷åñêîãî âûáîðà øàãà èíòåãðèðîâàíèÿïî ëîêàëüíîé òî÷íîñòè. Çàòðà÷èâàåìûå ðåñóðñû õàðàêòåðèçóþòñÿ ÷èñëîì âû÷èñëåíèéïðàâûõ ÷àñòåé ñèñòåìû kf , ε� çàäàâàåìàÿ ëîêàëüíàÿ òî÷íîñòü èíòåãðèðîâàíèÿ, δyglob �ïîëó÷àåìàÿ ãëîáàëüíàÿ òî÷íîñòü. �ëîáàëüíàÿ òî÷íîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷ ìåòîäàìè �ÊÑÒè �Ê5 îöåíèâàëàñü ñðàâíåíèåì ñ ðåøåíèÿìè, ïîëó÷åííûìè ìåòîäîì LRM(0, 0, 0, 0.9)(ñòîëáåö δy).Èç ïðèâåäåííûõ â òàáëèöå äàííûõ âèäíî, ÷òî ý��åêòèâíîñòü ðàññìàòðèâàåìîãî ìå-òîäà ïî êðèòåðèþ áûñòðîäåéñòâèÿ, êîòîðîìó îòâå÷àåò êîëè÷åñòâî âû÷èñëåíèé ïðàâûõÑðàâíèòåëüíàÿ òàáëèöà ðåøåíèé òåñòîâûõ çàäà÷ ðàçëè÷íûìè ìåòîäàìèÇàäà÷à Ìåòîä hmin hmax kf ε δyglob δy1 �ÊÑÒ�Ê5LRM(000, 0.9)

8.0Å-051.7Å-041.0E-04 1.9Å-031.31.0 513525370 1.0Å-071.0Å-071.0Å-07 ��1.0Å-06 3.9Å-061.0Å-09�2 �ÊÑÒ�Ê5LRM(000, 0.9)

2.7Å-051.7Å-041.0E-05 2.0Å-031.0Å-010.4 88864586553 1.0Å-071.0Å-071.0Å-07 ��1.0Å-06 5.7Å-071.0Å-07�3 �ÊÑÒ�Ê5LRM(000, 0.9)

1.7Å-031.0Å-030.12 1.9Å-011249 1426124051107 1.0E-071.0E-071.0Å-07 ��1.0Å-08 4.7E-071.0E-07�4 �ÊÑÒ�Ê5LRM(000, 0.9)

3.8Å-041.4Å-041.0E-04 1.8Å-012.2Å-011.0 358824051330 1.0E-071.0E-061.0Å-07 ��1.0Å-03 7.3E-051.0E-04�



×èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ æåñòêèõ... 85÷àñòåé ñèñòåìû, äëÿ ðàçíûõ çàäà÷ ðàçëè÷íà. Äëÿ çàäà÷è 1 â ìåòîäå �Ê5 êîëè÷åñòâîâû÷èñëåíèé ïðàâûõ ÷àñòåé ìèíèìàëüíî, îäíàêî äëÿ äðóãèõ çàäà÷ âèäíû ïðåèìóùåñòâàíîâîãî ìåòîäà. Ïðåäñòàâëåííûé ìåòîä ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü ðåøåíèÿ ñ âûñîêîé òî÷íî-ñòüþ. Ýòî ñâîéñòâî îñîáåííî âàæíî äëÿ ñèñòåì ñ íàëè÷èåì íåóñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé êâîçìóùåíèÿì íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé �àçîâûõ ïåðåìåííûõ, ê êîòîðûì, íàïðèìåð, îòíî-ñÿòñÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé äâèæåíèÿ íåáåñíîé ìåõàíèêè.Äëÿ íåæåñòêèõ ñèñòåì è ñèñòåì ñ óìåðåííîé æåñòêîñòüþ ïðåäïî÷òèòåëüíî çíà÷åíèå
s = 0.5.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Ëàòûïîâ À.Ô., Íèêóëè÷åâ Þ.Â. ×èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ æåñò-êèõ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà îñíîâå ìíîãîçâåííûõ èíòåð-ïîëÿöèîííûõ ïîëèíîìîâ Ýðìèòà // Æóðí. âû÷èñë. ìàòåìàòèêè è ìàòåì. �èçèêè. 2007.Ò. 47, � 2. Ñ. 234�244.[2℄ Áàõâàëîâ Í.Ñ., Æèäêîâ Í.Ï., Êîáåëüêîâ �.Ì. ×èñëåííûå ìåòîäû. Ì.: Íàóêà, 1987.[3℄ Ñîâðåìåííûå ÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâ-íåíèé / �åä. Äæ. Õîëë è Äæ. Óàòò. Ì.: Ìèð, 1979.[4℄ Áåðåçèí È.Ñ., Æèäêîâ Í.Ï. Ìåòîäû âû÷èñëåíèé. Ì.: Íàóêà, 1970.[5℄ Roberts S.M., Shipmen J.S. Solution of Troesh's two-point boundary value problem by aombination of tehniques // J. Comput. Phys. 1972. Vol. 10, No. 2.[6℄ Õàðèåð Ý., Âàííåð �. �åøåíèå îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Æåñòêèåè äè��åðåíöèàëüíî-àëãåáðàè÷åñêèå çàäà÷è. Ì.: Ìèð, 1999.Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 14 îêòÿáðÿ 2009 ã.,ñ äîðàáîòêè � 29 ñåíòÿáðÿ 2010 ã.


