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Àëãîðèòì ìèíèìèçàöèè ýíåðãèè �èááñà:�àñ÷åò õèìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ∗Þ.Â. ÇàèêàÈíñòèòóò ïðèêëàäíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé ÊàðÍÖ �ÀÍ,Ïåòðîçàâîäñê, �îññèÿe-mail: zaika�kr.karelia.ruÏðåäëîæåí âû÷èñëèòåëüíûé àëãîðèòì ìèíèìèçàöèè ýíåðãèè �èááñà äëÿ îïðå-äåëåíèÿ ñîñòàâà ñìåñè â ñîñòîÿíèè õèìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ. Àëãîðèòì ïðèìåíèìè äëÿ ñëó÷àÿ ìíîãî�àçíûõ ñèñòåì. Îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëåíî êðèòè÷åñêèì ñëó-÷àÿì, êîãäà ìåòîäû îïòèìèçàöèè, îñíîâàííûå íà èñïîëüçîâàíèè ãðàäèåíòà è ãåñ-ñèàíà, òåðÿþò ý��åêòèâíîñòü.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ÷èñëåííûå ìåòîäû óñëîâíîé îïòèìèçàöèè, ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ�èááñà, õèìè÷åñêîå ðàâíîâåñèå.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÏðîáëåìà îïðåäåëåíèÿ ðàâíîâåñíîãî ñîñòàâà ñìåñè ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç òðàäèöèîííûõâ õèìè÷åñêîé òåðìîäèíàìèêå. Îáñòîÿòåëüíûé àíàëèç äàííîé òåìû è áèáëèîãðà�èÿê íåé ñîäåðæàòñÿ, íàïðèìåð, â [1 � 3℄. ×òî êàñàåòñÿ ý��åêòèâíûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ,òî, ïî-âèäèìîìó, çäåñü îòñ÷åò ñëåäóåò âåñòè ñ êëàññè÷åñêîé ðàáîòû [4℄ (ñì. òàêæå ñòà-òüè [5, 6℄ è ëèòåðàòóðíûå ññûëêè ê íèì). Íåñìîòðÿ íà íàëè÷èå ðàçâèòîãî ïðîãðàììíîãîîáåñïå÷åíèÿ, âû÷èñëèòåëüíûå ïðîáëåìû îñòàþòñÿ (óíèâåðñàëüíûé àëãîðèòì íåâîçìî-æåí). Ïî îöåíêàì ýêñïåðòîâ (àâòîð îðèåíòèðîâàëñÿ íà îáçîð âîçìîæíîñòåé ïàêåòà HSCChemistry) ïðèìåðíî äëÿ 10% çàäà÷ àâòîìàòè÷åñêèé ðåæèì èõ ðåøåíèÿ íå óäîâëå-òâîðÿåò âîçðàñòàþùèì òðåáîâàíèÿì è âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ïîñòîÿííîãî ñîâåðøåí-ñòâîâàíèÿ àëãîðèòìîâ. Òàê, íàïðèìåð, äëÿ èäåàëüíîé ãàçîâîé ñìåñè çàäà÷à îïðåäåëåíèÿðàâíîâåñíîãî ñîñòàâà ïðè �èêñèðîâàííûõ òåìïåðàòóðå è äàâëåíèè ñîñòîèò â ìèíèìè-çàöèè ïî ïåðåìåííûì ni ýíåðãèè �èááñà
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ni,ïðè ñîáëþäåíèè ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé ìàòåðèàëüíîãî áàëàíñà. Çäåñü ni � êîëè÷å-ñòâî ìîëåé i-é ñîñòàâëÿþùåé ñìåñè; G0 � ñòàíäàðòíûé õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë; R �óíèâåðñàëüíàÿ ãàçîâàÿ ïîñòîÿííàÿ; T � àáñîëþòíàÿ òåìïåðàòóðà; P � äàâëåíèå (÷èñ-ëî àòìîñ�åð). Â áîëåå îáùåì ñëó÷àå äîáàâèòñÿ åùå îäíà îïåðàöèÿ ñóììèðîâàíèÿ (ïîêîëè÷åñòâó �àç) è ïîä çíàêîì ëîãàðè�ìà ïîÿâÿòñÿ ìíîæèòåëè, íàçûâàåìûå êîý��èöè-åíòàìè àêòèâíîñòè. Íå îñòàíàâëèâàÿñü çäåñü íà òåðìèíîëîãèè è ïîäðîáíîñòÿõ (çà ýòèì
∗�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ãðàíò � 09-01-00439).45



46 Þ.Â. Çàèêàñëåäóåò îáðàòèòüñÿ ê ðóêîâîäñòâàì ïî �èçè÷åñêîé õèìèè), îòìåòèì ëèøü, ÷òî ñ ìàòå-ìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ïðè nj → +0 èìååì îñîáåííîñòü (ln → −∞), ÷òî íåèçáåæíîñêàçûâàåòñÿ íà ðàáîòîñïîñîáíîñòè ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè, îñíîâàííûõ íà èñïîëüçîâàíèèãðàäèåíòà è ãåññèàíà. È äåëî íå òîëüêî â òîì, ÷òî ïî óñëîâèÿì çàäà÷è ìîæåò ïîòðåáî-âàòüñÿ îïðåäåëåíèå êîíöåíòðàöèé êîìïîíåíòîâ ìåíåå 10−18 � 10−19 [1℄. Â ïðîöåññå èòå-ðàöèé íà äîïóñòèìîì ìíîãîãðàííèêå ïðè áîëüøîì îáúåìå ïðîìåæóòî÷íûõ âû÷èñëåíèéè êîëè÷åñòâå ïåðåìåííûõ, èñ÷èñëÿåìîì äåñÿòêàìè, òðóäíî êîíòðîëèðîâàòü âëèÿíèå íàòî÷íîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è ïîÿâëåíèé �ïî÷òè íóëåé�.Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû � ïðåäëîæèòü àëãîðèòì, êîòîðûé ó÷èòûâàåò óêàçàííóþîñîáåííîñòü. Ê ýëåìåíòàðíûì îïåðàöèÿì îòíåñåíû ðåøåíèå çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàì-ìèðîâàíèÿ è ïîèñê ìèíèìóìà âûïóêëîé �óíêöèè íà îòðåçêå. Äëÿ íèõ èìååòñÿ ìíîæå-ñòâî ý��åêòèâíûõ àëãîðèòìîâ (àâòîð ïîëüçîâàëñÿ ïàêåòîì Silab 4.1). ×òîáû ñîñðå-äîòî÷èòüñÿ íà îñíîâíîé èäåå, ðàññìîòðèì êëàññè÷åñêóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è [2℄. Èòàê,òðåáóåòñÿ ìèíèìèçèðîâàòü âûïóêëóþ îäíîðîäíóþ �óíêöèþ
g(n) = g(n1, . . . , nk) =
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)

,ãäå ci � ïîñòîÿííûå (ðàâíûå G0
i /RT + lnP ); ni � êîëè÷åñòâî ìîëåé i-ãî êîìïîíåíòàñìåñè; n = (n1, . . . , nk)

⊤ ∈ R
k
∗
≡ {n 6= 0 |ni > 0, 1 6 i 6 k}; n̄ = n1 + ... + nk = ‖n‖.Âåðõíèé èíäåêñ ⊤ îçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå, íóëè ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ îáîçíà÷àåìîäíèì ñèìâîëîì, ‖·‖ � îêòàýäðè÷åñêàÿ íîðìà â Rk (ñóììà ìîäóëåé êîìïîíåíò âåêòîðà).Â äàëüíåéøåì ñ÷èòàåì ci < 0 (ñì. ïðèìåð è çàìå÷àíèÿ), èíà÷å íèæå âìåñòî ìàêñèìàëü-íîé ñêîðîñòè óáûâàíèÿ öåëåâîé �óíêöèè ñëåäóåò ãîâîðèòü î ìèíèìàëüíîé ñêîðîñòèèçìåíåíèÿ. Ìàòåðèàëüíûé áàëàíñ âûðàæàåòñÿ îãðàíè÷åíèåì A⊤n = b. Ýëåìåíòû ìàò-ðèöû A = {aij}k×m � íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà (ìíîæåñòâî êîòîðûõ îáîçíà÷èì÷åðåç Z0), rankA = m, íóëåâûå ñòðîêè îòñóòñòâóþò, bj > 0

(

bj ∈ R+ ≡ {r > 0}
),

1 6 j 6 m < k. Â ñêîáêàõ ïîñëå ni � êîìïîíåíòû ãðàäèåíòà g, (grad g)i → −∞ ïðè
ni → +0. Â ñèëó îãðàíè÷åíèé ìàòåðèàëüíîãî áàëàíñà ñóììà ìîëåé îãðàíè÷åíà êàêñâåðõó, òàê è ñíèçó: 0 < n̄min 6 n̄ 6 n̄max < +∞.Èñïîëüçóÿ ìîëüíûå äîëè xi = ni/n̄, çàïèøåì çàäà÷ó â ñëåäóþùåé �îðìå:

g(n) = n̄f(x) ≡ n̄
(
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)

→ min, ϕ(x) ≡
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∑
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xi ln xi,

x ∈ S = {x ∈ R
k| xi > 0, x1 + ...+ xk = 1}, A⊤n = b, A ∈ Z

k×m
0 , b ∈ R

m
+ .Â ïðîñòðàíñòâå {Rk, ‖ · ‖} âåêòîð x = n/n̄ èìååò åäèíè÷íóþ äëèíó è îïðåäåëÿåò íà-ïðàâëåíèå. Ïî íåïðåðûâíîñòè äîîïðåäåëÿåì xi ln xi = 0 ïðè xi = 0 â ñèëó α lnα → −0,

α → +0. Ôóíêöèþ ϕ (è f) ïðè íåîáõîäèìîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü îïðåäåëåííîé íå òîëüêîíà ìíîæåñòâå S: ϕ(0) = 0, ϕ(n) = ϕ(tn) = ϕ(x), t > 0, n ∈ R
k
∗
. Çíà÷åíèÿ ϕ(n) îïðåäåëÿ-þòñÿ ëèøü íàïðàâëåíèåì, ïðè÷åì íåçàâèñèìî îò ïåðåñòàíîâêè êîìïîíåíò ni âåêòîðà n.Èòàê, öåëåâàÿ �óíêöèÿ èìååò ñïåöèàëüíóþ ñòðóêòóðó: ñóììà ìîëåé êîìïîíåíòîâ ñìåñèóìíîæàåòñÿ íà �óíêöèþ, çàâèñÿùóþ ëèøü îò ðàñïðåäåëåíèÿ ìîëüíûõ äîëåé.2. �ðóáàÿ îöåíêà ìèíèìóìà è íàïðàâëåíèÿ ñïóñêàÝêñòðåìóìû �óíêöèè ϕ(x) íà S íàõîäÿòñÿ àíàëèòè÷åñêè: maxϕ = 0, minϕ = − ln k.Ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ íà áàçèñíûõ âåêòîðàõ ei = (0, . . . , 1, . . . , 0)⊤ (ñìåñü âûðîæäàåòñÿ



Àëãîðèòì ìèíèìèçàöèè ýíåðãèè �èááñà... 47â êîìïîíåíò). Ìèíèìóì åäèíñòâåííûé è äîñòèãàåòñÿ íà ðàâíîìåðíîì ðàñïðåäåëåíèèìîëüíûõ äîëåé xi = 1/k. Èòàê, öåëåâàÿ �óíêöèÿ èìååò äâóñòîðîííþþ îöåíêó:
L0(n) 6 g(n) 6 L0(n), L0(n) ≡ c⊤n− n̄ ln k, L0(n) ≡ c⊤n.Äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî D = {n |ni > 0, A⊤n = b} êîìïàêòíî (âûïóêëûé ìíîãîãðàí-íèê), ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå g∗ = min g îöåíèâàåòñÿ ðåøåíèåì äâóõ çàäà÷ ëèíåéíîãîïðîãðàììèðîâàíèÿ: g∗ ∈ [g−

∗
, g+

∗
], g−

∗
≡ minL0, g+∗ ≡ minL0, n ∈ D. Âåêòîð öåëåâîé�óíêöèè L0 îòëè÷àåòñÿ îò âåêòîðà c ðàâíîìåðíîé ïîïðàâêîé êîìïîíåíò íà − ln k.�àññìîòðèì çàäà÷ó f(x) = c⊤x + ϕ(x) → min, x ∈ S. Ïîÿñíèì åå ñìûñë. Ïóñòü�îðìàëüíî ñóììà n̄ �èêñèðîâàíà è îãðàíè÷åíèå A⊤n = b íå ïðèíèìàåòñÿ â ðàñ÷åò.Òîãäà îïòèìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå äîëåé xi îïðåäåëÿåòñÿ èìåííî çàäà÷åé f → min.Ïðèâåäåì àðãóìåíò â ãåîìåòðè÷åñêèõ òåðìèíàõ. Ôèêñèðóåì åäèíè÷íûé íàïðàâëÿþùèéâåêòîð: n0 ∈ S (n̄0 = 1). Íà ëó÷å n(t) = tn0 (t > 0 èíòåðïðåòèðóåì êàê âðåìÿ äâèæåíèÿ)èìååì g(n(t)) = t

(

c⊤n0 + ϕ(n0)
). Ïðîèçâîäíàÿ ïî t ðàâíà f(n0). Öåëåñîîáðàçíî âûáðàòüíàïðàâëåíèå n0, âäîëü êîòîðîãî �óíêöèÿ g óáûâàåò (f < 0) íàèñêîðåéøèì îáðàçîì:

f(n0) → min, n0 ∈ S. Âåëè÷èíà g(n) îïðåäåëÿåòñÿ êàê çíà÷åíèå f íà íàïðàâëåíèè
n0 = n/n̄ (ðàñïðåäåëåíèå ìîëüíûõ äîëåé), óìíîæåííîå íà âðåìÿ t = n̄ äâèæåíèÿ èç íóëÿâäîëü n0 â òî÷êó n. Îãðàíè÷åíèå A⊤n = b îïðåäåëÿåò êîìïðîìèññ ìåæäó ñòðåìëåíèåìê áûñòðîìó óáûâàíèþ g è óâåëè÷åíèåì âðåìåíè âñòðå÷è ñ ìíîæåñòâîì D.Ôèêñèðóåì íîìåð íàèìåíüøåãî ci. Â îáùåì ñëó÷àå ýòî íîìåð îäíîãî èç íàèìåíüøèõ
ci, êîòîðûé áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì ðàâíûì k. Äëÿ óïðîùåíèÿ èçëîæåíèÿäàëåå ïîäîáíûå îãîâîðêè îïóñêàåì. Âûðàçèâ â f(x) ïåðåìåííóþ xk = 1−x1− . . .−xk−1,ïîëó÷èì (ñ ó÷åòîì α = 0 ⇒ α lnα = 0) �óíêöèþ F (y), y = (x1, . . . , xk−1)

⊤ ∈ [0, 1]k−1.Íà ìíîæåñòâå (0, 1)k−1 �óíêöèÿ F ñòðîãî âûïóêëà, ïîñêîëüêó ãåññèàí ïîëîæèòåëüíîîïðåäåëåí: F ′′

xixi
= 1/xi + 1/xk, F ′′

xixj
= 1/xk, 1 6 i, j 6 k − 1, i 6= j. Ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êàâ (0, 1)k−1 áóäåò åäèíñòâåííûì ìèíèìóìîì F íà [0, 1]k−1. Ïðèðàâíèâàÿ ïðîèçâîäíûå�óíêöèè F ïî xi ê íóëþ, ïðèõîäèì ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

(

1+exp(c1−ck)
)

x1+x2+ . . .+xk−1 = 1, . . . , x1+ . . .+xk−2+
(

1+exp(ck−1−ck)
)

xk−1 = 1.Âû÷èòàåì ïåðâîå óðàâíåíèå èç îñòàëüíûõ. Çàòåì ïîñëåäîâàòåëüíî �èäåì ñíèçó ââåðõ�:
xk−1 = x1 exp(c1 − ck−1), . . . , x2 = x1 exp(c1 − c2). Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿâ ïåðâîå óðàâíåíèå, èìååì ðåøåíèå

x0i =
(

exp(ci − c1) + . . .+ exp(ci − ck)
)−1

, 1 6 i 6 k − 1.Çàòåì âû÷èñëÿåì x0k = 1 − x01 − . . . − x0k−1, x0 ∈ (0, 1)k. Çíà÷åíèå x0k ïîëó÷àåòñÿ è ïîä-ñòàíîâêîé i = k. Ñ ðîñòîì äîìèíèðîâàíèÿ k-ãî êîìïîíåíòà â ñìûñëå ck ≪ ci < 0
(

exp(ci − ck) ≫ 1 ∀i 6= k
) èìååì x0i ≈ 1/ exp(ci − ck) è â ïðåäåëå ïîëó÷àåì xi = 0,

1 6 i 6 k − 1, xk = 1, f = ck. Ñìåñü ñîäåðæèò ïðàêòè÷åñêè îäèí (ñèëüíî äîìèíè-ðóþùèé) êîìïîíåíò. Åñëè, íàïðèìåð, èìåþòñÿ äâà ñèëüíî äîìèíèðóþùèå êîìïîíåíòà
(

ck = cs ≪ ci < 0, i /∈ {k, s}
), òî x0k = x0s ≈ 1/2, f ≈ ck. Äðóãàÿ êðàéíîñòü � îòñóò-ñòâèå äîìèíèðîâàíèÿ: c1 = . . . = ck ≡ β. Òîãäà x0i = 1/k. Ïðè ýòîì g(n) = n̄

(

β + ϕ(x)
),ìèíèìóì ϕ ðåàëèçóåòñÿ íà ðàâíîìåðíîì ðàñïðåäåëåíèè. Íàéäåííàÿ òî÷êà x0 ∈ (0, 1)kñòðîãîãî ìèíèìóìà f íà S îïðåäåëÿåò íàïðàâëåíèå n0 íàèñêîðåéøåãî óáûâàíèÿ g(n).Òåïåðü ïðèìåì âî âíèìàíèå îãðàíè÷åíèå A⊤n = b. Äâèãàÿñü ïî ýêñòðåìàëüíîìóëó÷ó tn0 (t > 0, x0i > 0), ïðîéäåì â îáùåì ñëó÷àå ìèìî äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà D.



48 Þ.Â. ÇàèêàÏîýòîìó ðàññìîòðèì äðóãèå âàðèàíòû íàïðàâëåíèé äâèæåíèÿ. Ïóñòü n1, n2 � ðåøåíèÿçàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ËÏ) n̄ → min, n̄ → max, n ∈ D. Ñëåäîâàòåëüíî,èçâåñòåí äèàïàçîí çíà÷åíèé îáùåãî êîëè÷åñòâà ìîëåé n̄ = ‖n‖. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è
n∗ èìååì îöåíêó n̄∗ ∈ [n̄min, n̄max], n̄min ≡ n̄1, n̄max ≡ n̄2, 0 < n̄1 6 n̄2 < +∞. Äâè-ãàÿñü âäîëü íàïðàâëåíèé, â òî÷êó n1 ïîïàäàåì çà ìèíèìàëüíîå âðåìÿ t = n̄, â òî÷êó
n2 � çà ìàêñèìàëüíîå. Îáðàòèìñÿ ê ñòðóêòóðå öåëåâîé �óíêöèè: g(n) = n̄f(x). Ïóñòü�îðìàëüíî x � �èêñèðîâàííûé âåêòîðíûé ïàðàìåòð, f(x) < 0. Òîãäà çàäà÷à g → minýêâèâàëåíòíà n̄ → max, n ∈ D. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó A⊤x = b/n̄ óìåíüøåíèå n̄âåäåò ê ðîñòó êîìïîíåíò âåêòîðà x. Ýòî ìîæåò îêàçàòüñÿ ïðåäïî÷òèòåëüíåå, ïîñêîëüêó
f(x) = c⊤x + ϕ, ci < 0 (êîãäà |ci| äîñòàòî÷íî âåëèêè). Îïðåäåëèì òî÷êó ñ ìèíèìóìà
g(n) íà îòðåçêå [n1, n2] = λn2 + (1 − λ)n1, λ ∈ [0, 1], è ïðåäâàðèòåëüíî �èêñèðóåì íà-ïðàâëåíèå ñ0 = x̃0 = ñ/‖ñ‖. Ïîìèìî n1, n2 ñëåäóåò ðàññìîòðåòü òî÷êè n3, . . . , n6 ∈ Dýêñòðåìóìîâ îöåíî÷íûõ �óíêöèé L0(n), L0(n). Ïîñêîëüêó ϕ(n∗) ∈ [− ln k, 0 ], òî ìîæíîèñïîëüçîâàòü è �ïðîìåæóòî÷íûå� �óíêöèè c⊤n − λsn̄ ln k, n ∈ D, λs ∈ (0, 1). Ìàêñè-ìóìû ðàññìàòðèâàåì â ñèëó òîãî, ÷òî âåêòîðû èç ìàêñèìóìà â ìèíèìóì â ëèíåéíîìïðèáëèæåíèè ìîãóò ïðåòåíäîâàòü íà íàïðàâëåíèÿ ñïóñêà. Ìèíèìóì èç ìèíèìóìîâ gíà íåâûðîæäåííûõ îòðåçêàõ [ni, nj] îïðåäåëÿåò íàïðàâëåíèå ñ0 = d0 (íå îáÿçàòåëüíîåäèíñòâåííîå).Èòàê, èìååì âåêòîðû n0, d0 (

f(n0) 6 f(d0) < 0
). Íà ëó÷å tn0 öåëåâàÿ �óíêöèÿóáûâàåò ìàêñèìàëüíî áåç ó÷åòà A⊤n = b. Âòîðîå íàïðàâëåíèå ïîçâîëÿåò ïîïàñòü â D(ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì çíà÷åíèè t = ‖ñ‖), íî â îáùåì ñëó÷àå ñ ìåíüøåé (ïî àáñîëþòíîéâåëè÷èíå) ñêîðîñòüþ óáûâàíèÿ. Ìîæíî âûáèðàòü è êîìïðîìèññíûå íàïðàâëåíèÿ: h =

λn0 + (1 − λ)d0, λ ∈ [0, 1]. Ëîãè÷íî òàêæå äîáàâèòü ðàâíîìåðíîå íàïðàâëåíèå u0 =
(1/k, . . . , 1/k)⊤, êîòîðîå ìèíèìèçèðóåò �óíêöèþ ϕ(x): h = λ1n

0+λ2d
0+λ3u

0, ãäå λi > 0,
λ1+λ2+λ3 = 1. Ó âåêòîðîâ n0, d0 ìîãóò áûòü íóëåâûå êîìïîíåíòû ñ ðàâíûìè íîìåðàìè.Òîãäà a priori èãíîðèðóþòñÿ íåêîòîðûå ñîñòàâëÿþùèå ñìåñè. ×òîáû h ∈ R

k
+ (hi > 0),äîñòàòî÷íî áðàòü λ3 > 0, ïðèíèìàÿ u0 êàê ñòàáèëèçàòîð: 0 < λ3 ≪ 1.3. Ïåðâîå ïðèáëèæåíèåÔèêñèðóåì íàïðàâëåíèå h ∈ S∩Rk

+. Öåëåñîîáðàçíî íà÷èíàòü ñ ïðåäïî÷òåíèÿ d0 (λ2 ≈ 1)â âûïóêëîé êîìáèíàöèè n0, d0, u0. Äâèãàåìñÿ ïî ëó÷ó th, t > 0, t èíòåðïðåòèðóåì êàêâðåìÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç aj ∈ Z
k
0 ñòîëáöû ìàòðèöû A: 〈aj , n〉 = bj , 1 6 j 6 m. Óãëîâûåñêîáêè îçíà÷àþò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå 〈x, y〉 = x1y1 + . . . + xkyk, | · | = 〈·, ·〉1/2 �äëèíà. Åñëè ïîäñòàâèòü n = th â îãðàíè÷åíèÿ, òî èç t〈aj, h〉 = bj îïðåäåëÿþòñÿ ìîìåíòûâðåìåíè tj = bj〈a

j, h〉−1 > 0, 1 6 j 6 m, ïðè êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ ìàòåðèàëüíûé áàëàíñïî êàæäîìó ýëåìåíòó. Ñíà÷àëà âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ:
ρ2 ≡ m−1

m
∑

j=1

(

t〈aj , h〉 − bj
)2

→ min ⇒ t0 ≡ tmin = 〈Ab, h〉
∣

∣A⊤h
∣

∣

−2
> 0.Çíà÷åíèÿ cj , bj çàäàíû ïðèáëèæåííî, ïîýòîìó n = t0h ìîæåò îêàçàòüñÿ ïðèåìëåìûìðåøåíèåì çàäà÷è ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ñðåäíåêâàäðàòè÷íîì óêëîíåíèè ρ. Ïðè íåîá-õîäèìîñòè æåñòêîãî ñîáëþäåíèÿ îãðàíè÷åíèé âåêòîð n ñïðîåêòèðóåì îðòîãîíàëüíî íàëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå Λ = {z ∈ R

k|A⊤z = b}:
p = n− A(A⊤A)−1(A⊤n− b) = t0H +B, H ≡ h−A(A⊤A)−1A⊤h, B ≡ A(A⊤A)−1b.



Àëãîðèòì ìèíèìèçàöèè ýíåðãèè �èááñà... 49Çäåñü H � îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ âåêòîðà h íà Λ0 = {z ∈ R
k|A⊤z = 0}, B � ïåðïåí-äèêóëÿð (ñì., íàïðèìåð, [7℄), ÿâëÿþùèéñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû A⊤z = b ñ ìèíèìàëüíîéäëèíîé. Åñëè p ∈ R

k
∗
, òî p ∈ D è ìîæíî çà ïåðâîå ïðèáëèæåíèå ïðèíÿòü n1

∗
= p. Â îá-ùåì ñëó÷àå, íå èñêëþ÷àÿ ïîÿâëåíèÿ â ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèé îòðèöàòåëüíûõ êîìïî-íåíò pj < 0, äîïîëíèòåëüíî ïðîåêòèðóåì íà íåîòðèöàòåëüíûé îðòàíò (ïåðåîïðåäåëÿåì

pj := 0). Ïîëó÷àåì âåêòîð p0, õîòÿ ïðè ýòîì, ñòðîãî ãîâîðÿ, n1
∗
= p0 /∈ D. Ïðîåêòèðîâà-íèå ïîñëåäîâàòåëüíî íà ìíîãîîáðàçèå Λ è îðòàíò ñëåäóåò ïîâòîðèòü íåñêîëüêî ðàç.Ïðè áîëåå äåòàëüíîì ðàññìîòðåíèè äåéñòâóåì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðîåêòèðóåìäâèæóùóþñÿ òî÷êó th, t > 0, îðòîãîíàëüíî íà ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå Λ: p(t) = tH +B.Äëÿ óòî÷íåíèÿ çíà÷åíèé t ó÷òåì ñâîéñòâà ìàòðèöû ìàòåðèàëüíîãî áàëàíñà A. Ñóììàñòîëáöîâ aj åñòü âåêòîð a+ > 0 ñ ïîëîæèòåëüíûìè êîìïîíåíòàìè, ïîýòîìó ó âåêòîðà

H åñòü îòðèöàòåëüíûå êîìïîíåíòû Hi: 〈a+, H〉 = 0. Â ñèëó A⊤B = b èìåþòñÿ ïîëî-æèòåëüíûå êîìïîíåíòû Bj , â íåâûðîæäåííîì ñëó÷àå B > 0. Âåêòîðíîå îãðàíè÷åíèå
p(t) > 0 (íåðàâåíñòâà âèäà αit > βi) äàñò îòðåçîê [t1, t2], íà êîòîðîì p(t) ∈ D. Â êà÷å-ñòâå ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ n1

∗
áåðåì òî÷êó ìèíèìóìà g(p(t)), t ∈ [t1, t2]. Îòìåòèì, ÷òî�îðìàëüíî íå èñêëþ÷åíî, ÷òî {t} ïóñòî. Íî íà òåêóùåì ýòàïå àëãîðèòìà íåò íåîáõî-äèìîñòè â ñòðîãîì âêëþ÷åíèè p(t) ∈ D (òåì áîëåå, ÷òî âû÷èñëåíèÿ ïðèáëèæåííûå).Â ñàìîì íåáëàãîïðèÿòíîì ñëó÷àå îñòàíàâëèâàåìñÿ íà âûáîðå n1

∗
= p0.4. Èòåðàöèîííûé ïðîöåññÂíà÷àëå îñòàíîâèìñÿ íà ðàñêðûòèè íåîïðåäåëåííîñòè α lnα (α → +0) ÷èñëåííî. Â îðè-ãèíàëå [4℄ ïðèâîäÿòñÿ øåñòü çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé, ò. å. òî÷íåå çàäà÷ó ðåøàòü íå ïî-òðåáîâàëîñü. Óñëîâíî ñ÷èòàåì, ÷òî (â êîíêðåòíîé çàäà÷å) ìîëüíûå äîëè α = xi ìå-íåå 10−7 ïðåäñòàâëÿþò ëèøü òåîðåòè÷åñêèé èíòåðåñ. Ôèêñèðóåì ñîîòâåòñòâóþùåå èñ-÷åçàþùå ìàëîå ïî ñìûñëó çàäà÷è ε > 0 (ïóñòü ε=10−10). Â âû÷èñëåíèÿõ ïîëàãàåì

α ∈ (−ε, ε) ⇒ α lnα = 0. Ïðè íåîáõîäèìîñòè ìîæíî âçÿòü îòðåçîê ðÿäà äëÿ �óíêöèè
α lnα, α ∈ [0, ε).Ñëåäóþùèé øàã � àíàëèç ñèòóàöèè (grad g(n))i = ci + ln xi → −∞, xi → +0. Îá-ðàçíî ãîâîðÿ, àëãîðèòìó ãðàäèåíòíîãî òèïà õî÷åòñÿ øàãíóòü â ýòîì íàïðàâëåíèè, íî÷òîáû óäåðæàòüñÿ â ðàìêàõ îãðàíè÷åíèé, ïðèõîäèòñÿ óìíîæàòü áîëüøèå ÷èñëà íà ìà-ëûå ñ ïîòåðåé òî÷íîñòè âû÷èñëåíèé è íåïðåäñêàçóåìûìè ïîñëåäñòâèÿìè äëÿ ñõîäè-ìîñòè (â ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ çàäà÷àõ ÷èñëî ïåðåìåííûõ äîõîäèò äî äåñÿòêîâ). Åñëèáû âûïóêëàÿ �óíêöèÿ g(n) äîïóñêàëà äè��åðåíöèðóåìîå ïðîäîëæåíèå â îêðåñòíîñòüìíîæåñòâàD, òî ìîæíî áûëî áû âîñïîëüçîâàòüñÿ èçâåñòíûì êðèòåðèåì îïòèìàëüíîñòè:
min〈grad g(n∗), n〉 = 〈grad g(n∗), n∗〉, n ∈ D [7℄. Äëÿ òåêóùåãî s-ãî ïðèáëèæåíèÿ ns

∗
≈ n∗íàõîäèòñÿ ðåøåíèå n = ñs

∗
çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ 〈grad g(ns

∗
), n〉 → min,

n ∈ D. Åñëè â òî÷êå ns
∗
êðèòåðèé îïòèìàëüíîñòè íå âûïîëíÿåòñÿ, òî âåêòîð ñs

∗
−ns

∗
óêà-çûâàåò íàïðàâëåíèå ñòðîãîãî óáûâàíèÿ öåëåâîé �óíêöèè g è ïðèáëèæåíèå ns+1

∗
îïðå-äåëÿåòñÿ ìèíèìóìîì g íà îòðåçêå [ns

∗
, ñs

∗
], ïðè÷åì g(ns+1

∗
) < g(ns

∗
).Â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å íåîïðåäåëåííîñòü â ïðàâîé ÷àñòè êðèòåðèÿ îïòèìàëüíî-ñòè ðàñêðûâàåòñÿ â ñèëó îäíîðîäíîñòè öåëåâîé �óíêöèè g: 〈grad g(n), n〉 = g(n). Îðè-åíòèðóÿñü íà ëîêàëüíóþ àïïðîêñèìàöèþ g(n) = c⊤n + n̄ϕ(n) ≈ c⊤n + n̄ϕ(ns

∗
) (ϕ(0) = 0,

ϕ(n) = ϕ(n/n̄) = ϕ(x)), ðàññìîòðèì çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
L−

s (n) = c⊤n+ n̄ϕ(ns
∗
) =

k
∑

i=1

(

ci + ϕ(ns
∗
)
)

ni → min, n ∈ D.
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s (n) = 〈grad g(ns

∗
), n〉 =

k
∑

i=1

(ci + ln xs
∗i)ni → min äèàïà-çîí èçìåíåíèÿ êîý��èöèåíòîâ ëèíåéíîé �îðìû ñóæàåòñÿ ñ íåñîáñòâåííîãî ìíîæåñòâà

[−∞, ci] äî ðàâíîìåðíîé ïîïðàâêè ϕ(ns
∗
) ∈ [− ln k, 0]. Äëÿ õîðîøåãî ïåðâîãî ïðèáëè-æåíèÿ n1

∗
èòåðàöèè íà îñíîâå ëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèè L−

s (ïîñëåäîâàòåëüíûé ïåðåõîä
ns
∗
 ñs

∗
 ns+1

∗
) ìîãóò ïðèâåñòè ê ðåøåíèþ çàäà÷è.Ïîïûòàåìñÿ ðàñøèðèòü âîçìîæíîñòè àïïðîêñèìàöèè, îáúåäèíèâ íåâûðîæäåííîñòü�îðìû L−

s ñ ýêñòðåìàëüíûìè ñâîéñòâàìè L+
s . Îãðàíè÷èì ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ çíà-÷åíèé êîý��èöèåíòîâ ëèíåéíîé �îðìû, ïîñòàâèâ áàðüåð íåîãðàíè÷åííîìó ðîñòó íîð-ìû ãðàäèåíòà. Äëÿ ýòîãî íóæåí ìàñøòàá ñêîðîñòè. Ëîãè÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ îöåíêîé

L0(n) 6 g(n) 6 L0(n), gradL0 = c − ln k (ïîêîìïîíåíòíî ci − ln k), gradL0 = c, �èê-ñèðîâàòü ìàêñèìàëüíóþ ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ñêîðîñòü óáûâàíèÿ V ≡ ck − ln k(ck = min ci < 0) è íå ïîçâîëÿòü íåäîìèíèðóþùèì êîìïîíåíòàì äâèãàòüñÿ ñóùåñòâåííîáûñòðåå (ëîêàëüíî, â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè). ×åì ìåíüøå çàçîð ìåæäó ãèïåðïëîñêî-ñòÿìè (

max(L0−L0) = n̄max ln k, n ∈ D
), òåì îáîñíîâàííåå òàêîå îãðàíè÷åíèå ñêîðîñòè.Îáðàòèì âíèìàíèå íà ñëåäóþùåå îáñòîÿòåëüñòâî. Ïðè êëàññè÷åñêîé ëèíåàðèçàöèè(�îðìà L+

s ) â ñëàãàåìûõ öåëåâîé �óíêöèè (ci + ln xi)ni òåêóùåå ïðèáëèæåíèå èñïîëü-çóåòñÿ äëÿ �èêñàöèè íåëèíåéíîñòè, çàâèñÿùåé ÿâíî ëèøü îò ìîëüíîé äîëè (çàìåíà ïå-ðåìåííîé xi íà çíà÷åíèå xs∗i). Áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ ýòîé ñõåìû ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé,÷òî âñëåäñòâèå âîçìîæíîñòè ln xi → −∞ ñíà÷àëà âûäåëèì �óíêöèè xi lnxi (ðàçðåøè-ìóþ îñîáåííîñòü), îñòàâëÿÿ ni ñâîáîäíûìè ïåðåìåííûìè ïîñëå ïîäñòàíîâêè xs
∗i âìåñòî

xi. Ôîðìàëèçóåì ïðèâåäåííûå ñîîáðàæåíèÿ.Îïðåäåëèì âåêòîð c̃, ñîñòîÿùèé èç êîý��èöèåíòîâ ëèíåéíîé àïïðîêñèìèðóþùåé�îðìû Ls(n) = c̃⊤n, àëãîðèòìè÷åñêè. Ïðåäâàðèòåëüíî îáíóëèì ìàññèâ: c̃ = 0 ∈ R
k.Åñëè xs

∗
= ns

∗
/n̄s

∗
= ei (âûðîæäåííîå ïðèáëèæåíèå ñìåñè îäíîé ñîñòàâëÿþùåé), òî ïîëà-ãàåì c̃ = c, ïîñêîëüêó ëîêàëüíî g(n) = n̄

(

c⊤x+ ϕ(x)
)

≈ n̄
(

c⊤x+ ϕ(xs
∗
)
)

= c⊤n. Ïðè ýòîì
Ls(n) = c⊤n = L−

s (n) = L0(n) � âåðõíÿÿ îöåíêà g(n). Êëàññè÷åñêàÿ �îðìà L+
s íå èìååòñìûñëà (ln = −∞). Äàëåå óæå ñ÷èòàåì, ÷òî ñðåäè ìîëüíûõ äîëåé xs

∗i íåò åäèíèöû.Øàã 1. �àññìîòðèì ïåðâîå ñëàãàåìîå â �óíêöèè g(n), ÿâíî âûäåëèâ ðàçðåøèìóþîñîáåííîñòü: n1(c1 + lnx1) = n1c1 + n̄x1 ln x1, x1 = n1/n̄, n̄ = n1 + . . . + nk. Åñëè â êàæ-äîì ñëàãàåìîì g(n) çàìåíèòü xi íà xs∗i, òî â ñóììå ïîëó÷èì ëèíåéíóþ �îðìó L−

s (n) ñäîñòàòî÷íî óçêèì äèàïàçîíîì çíà÷åíèé êîý��èöèåíòîâ (îòðåçêè [ci − ln k, ci]). Çàäà÷àñîñòîèò â ðàñøèðåíèè ýòîãî äèàïàçîíà, íî íå äî íåñîáñòâåííûõ ìíîæåñòâ [−∞, ci], êàêâ àïïðîêñèìàöèè L+
s (n): L+

s (n) = 〈grad g(ns
∗
), n〉, (grad g)i = ci + lnxs

∗i ∈ [−∞, ci]. Åñëè
xs
∗1 = 0 (< ε), òî â ïðàâîé ÷àñòè òîæäåñòâà n1(c1+lnx1) = n1c1+ n̄x1 ln x1 îñóùåñòâëÿåìïîäñòàíîâêó çíà÷åíèÿ xs

∗1 òåêóùåãî ïðèáëèæåíèÿ â îñîáåííîñòü x1 ln x1 âìåñòî ïåðå-ìåííîé x1. Â ñèëó xs
∗1 lnx

s
∗1 = 0 â �îðìå Ls(n) = c̃⊤n êîý��èöèåíò ïðè n1 ïîëàãàåìðàâíûì c̃1 = c1. Ïóñòü xs∗1 > 0 (> ε). Åñëè âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

ξ1 ≡ V (c1 + ln xs
∗1)

−1
> 1 ⇔ (grad g(ns

∗
))1 > V, V ≡ ck − ln k < 0,òî ïðèñâàèâàåì c̃1 := c1+lnxs

∗1 (êàê è â L+
s ). Âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà îçíà÷àåò, ÷òî ïåð-âàÿ êîìïîíåíòà ãðàäèåíòà ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå íå ïðåâûøàåò ïîðîãà ñêîðîñòè |V |,îïðåäåëåííîãî ïîòåíöèàëüíî äîìèíèðóþùèì êîìïîíåíòîì ñìåñè. Îñòàåòñÿ ðàññìîò-ðåòü ñëó÷àé ξ1 ∈ (0, 1). Ïðè ξ1 = +0 (xs
∗1 = +0) è ξ1 = 1 çíà÷åíèÿ êîý��èöèåíòà c̃1óæå îïðåäåëåíû: ýòî c1 è V . Ïîýòîìó åñòåñòâåííî ïîòðåáîâàòü âûïîëíåíèÿ ïðåäåëüíûõïåðåõîäîâ xs

∗1 → +0 ⇒ c̃1 → c1, ξ1 → 1− 0 ⇒ c̃1 → V .



Àëãîðèòì ìèíèìèçàöèè ýíåðãèè �èááñà... 51Ïðîâåäåì �îðìàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Â òîæäåñòâî
n1(c1 + lnx1) = ςn1(c1 + ln x1) + (1− ς)(n1c1 + n̄x1 ln x1)ïîäñòàâèì çíà÷åíèÿ ς = ξ21, x1 = xs

∗1. Â ïðàâîé ÷àñòè ïîëó÷àåì âûðàæåíèå ξ1V n1 +
(1− ξ21)(n1c1+ n̄xs

∗1 ln x
s
∗1). Ïàðàìåòð ς âûáðàí èìåííî äëÿ ñîãëàñîâàíèÿ ïðè óêàçàííûõïðåäåëüíûõ ïåðåõîäàõ (äëÿ ýòèõ öåëåé äîïóñòèìû è ς = ξ1+ν1

1 , ν1 > 0). Ïðè ïåðåìåííîé
n1 �èêñèðóåì ìíîæèòåëü c̃1 = ξ1V +(1− ξ21)(c1+x

s
∗1 ln x

s
∗1). Òðåáîâàíèå âûïîëíåíî. Äî-ïîëíèòåëüíî èç-çà ìíîæèòåëÿ n̄ = n1+ . . .+nk ñëåäóåò äëÿ j = 2, . . . , k ïåðåîïðåäåëèòüçíà÷åíèÿ c̃j := c̃j + (1− ς)xs

∗1 ln x
s
∗1 = (1− ς)xs

∗1 ln x
s
∗1 (äî øàãà 1 c̃j = 0).Øàã 2. Ïåðåõîäèì ê ñëàãàåìîìó n2(c2 + ln x2) = n2c2 + n̄x2 ln x2. Åñëè xs

∗2 = 0,òî â ñèëó xs
∗2 ln x

s
∗2 = 0 ê îïðåäåëåííîìó íà øàãå 1 çíà÷åíèþ c̃2 äîáàâëÿåì âåëè÷èíó

c2: c̃2 := c̃2 + c2. Ïóñòü xs
∗2 > 0. Åñëè ξ2 ≡ V/(c2 + ln xs

∗2) > 1 (ñêîðîñòü óáûâàíèÿìåäëåííåå ïðèíÿòîãî ïîðîãà), òî ê c̃2 (îïðåäåëåííîì íà øàãå 1) äîáàâëÿåì ÷èñëî c2 +
ln xs

∗2 â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåâîé ÷àñòüþ ðàâåíñòâà. Îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü ñëó÷àé ξ2 ∈ (0, 1).Â òîæäåñòâî
n2(c2 + lnx2) = ςn2(c2 + ln x2) + (1− ς)(n2c2 + n̄x2 ln x2)ïîäñòàâëÿåì çíà÷åíèÿ ς = ξ22 , x2 = xs

∗2: ξ2V n2 + (1− ξ22)(n2c2 + n̄xs
∗2 ln x

s
∗2). Ê çíà÷åíèþ

c̃2 äîáàâëÿåì ∆c̃2 = ξ2V + (1 − ξ22)(c2 + xs
∗2 lnx

s
∗2). Êðîìå òîãî, ê c̃1 è c̃j (j = 3, . . . , k)äîáàâëÿåì ÷èñëî (1 − ξ22)x

s
∗2 ln x

s
∗2. Îòìåòèì, ÷òî åñëè íà øàãå 1 c̃1 = c1 (êàê â âåðõíåéîöåíêå L0(n)), òî îòðèöàòåëüíàÿ äîáàâêà (1 − ξ22)x

s
∗2 ln x

s
∗2 �â íóæíîì íàïðàâëåíèè�.Àíàëîãè÷íû âûêëàäêè äëÿ âàðèàíòà ς = ξ1+ν2

2 , ν2 > 0.Ïðîäîëæàÿ ïðîöåññ ïðåîáðàçîâàíèÿ ñëàãàåìûõ ni(ci+ln xi) = nici+n̄xi ln xi ïîñëåäî-âàòåëüíî, ñ�îðìèðóåì âåêòîð c̃ è îïðåäåëèì àïïðîêñèìèðóþùóþ �îðìó Ls(n) = c̃⊤n.Çàìåòèì, ÷òî ïîìèìî Ls = L0 (êîãäà íàéäåòñÿ xs
∗i = 1) ðåàëèçóåòñÿ è íèæíÿÿ îöåíêà�óíêöèè g: xs

∗
= (1/k, . . . , 1/k)⊤ ⇒ Ls = L−

s = L0. Êîãäà âñå ξi > 1 (ïðèíÿòûé îðèåíòèð
|V | ñêîðîñòè óáûâàíèÿ íå ïðåâûøåí), òî Ls = L+

s = 〈grad g(ns
∗
), n〉. Íåîãðàíè÷åííûéðîñò |c̃i| èñêëþ÷åí, ïîñêîëüêó îñîáåííîñòü α lnα âûäåëåíà ÿâíî è îãðàíè÷åíà. Ôîðìè-ðîâàíèå âåêòîðà c̃ îáîáùåííî ìîæíî ñ÷èòàòü ðåãóëÿðèçàöèåé grad g. Öåëü ðàñøèðåíèÿìíîæåñòâà ëèíåéíûõ �îðì (

{L−

s } ⊂ {Ls} ⊂ {L+
s }

) äîñòèãíóòà (íî ïðåäëîæåííûé �îð-ìàëèçì ïðåîáðàçîâàíèé ñ α lnα íå åäèíñòâåííî âîçìîæíûé).Äàëåå ïåðåõîä îò òåêóùåãî ïðèáëèæåíèÿ ns
∗
≈ n∗ ê ñëåäóþùåìó ñòàíäàðòåí. �å-øåíèå ñs+1

∗
çàäà÷è Ls(n) = c̃⊤n → min, n ∈ D, ñîåäèíÿåì îòðåçêîì ñ âåêòîðîì ns

∗
.Ïðèáëèæåíèå ns+1

∗
îïðåäåëÿåòñÿ ìèíèìóìîì �óíêöèè g(λñs+1

∗
+ (1 − λ)ns

∗
), λ ∈ [0, 1].Èçëîæèì íåêîòîðóþ ìîäè�èêàöèþ: ñ ó÷åòîì �êðèâèçíû� òðàåêòîðèè {xi
∗
} öåëåñîîá-ðàçíî äîïîëíèòåëüíî ðàññìîòðåòü îòðåçêè, ñîåäèíÿþùèå ñs+1

∗
ñ argmaxLs è, íàïðè-ìåð,  ns−1

∗
. Îñòàíîâèìñÿ íà ñëåäóþùåì âàðèàíòå. Íàõîäèì ìèíèìóìû m1, m2 öåëåâîé�óíêöèè g(n) íà îòðåçêàõ [argminLs, argmaxLs], [argminLs, n

s
∗
]. Ñëåäóþùåå ïðèáëè-æåíèå ns+1

∗
âûáèðàåì êàê argmin g(n), n ∈ [m1, m2]. Êðèòåðèåì îñòàíîâêè ìîæåò ñëó-æèòü minLs(n) = Ls(n

s
∗
), n ∈ D, èëè äîñòèæåíèå çàäàííîé îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè:

(

g(ns+1
∗

)− g(ns
∗
)
)

/g+,−
∗

< δ, (g(ns+1
∗

)− g(ns
∗
)
)

/(g−
∗
− g+

∗
) < δ.Îòìåòèì, ÷òî åñëè íà íåêîòîðîé èòåðàöèè ns+1

∗
= m1 ∈ [argminLs, argmaxLs] ⊂ D,òî ïîñëåäóþùèå ïðèáëèæåíèÿ ïðèíàäëåæàò D (áåç ó÷åòà ïîãðåøíîñòåé âû÷èñëåíèé).Â ëþáîì ñëó÷àå äâèãàåìñÿ èç ns

∗
â íàïðàâëåíèè D, ïîýòîìó íà÷àëüíîãî âêëþ÷åíèÿ

n1
∗
∈ D íåò íåîáõîäèìîñòè ïðèäåðæèâàòüñÿ ñëèøêîì ñòðîãî. Åñëè ïðè ns

∗
/∈ D îêàçàëîñü

ns+1
∗

= ns
∗
, òî ñäâèãàåì ns

∗
âíóòðü îòðåçêà [argminLs, n

s
∗
] (â ñòîðîíó D, argminLs ∈ D)è ïîâòîðÿåì öèêë ëèáî ïåðåõîäèì â äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî D: ns+1

∗
= m1.



52 Þ.Â. ÇàèêàÊâàäðàòè÷íîå ïðèáëèæåíèå. Â ñëó÷àå áîëüøîé ðàçìåðíîñòè çàäà÷è ìîæíî íà-ðàùèâàòü âëèÿíèå íåëèíåéíîñòè ìåòîäîì ïðîäîëæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó:
g(n, τ) ≡

k
∑

i=1

(

cini + τni ln(nin̄
−1)

)

→ min, A⊤n = b, n ∈ R
k
∗
, τ = τ1 > 0, . . . , τ = 1.Öåëåñîîáðàçíà òàêæå ñëåäóþùàÿ äåêîìïîçèöèÿ. Çàìåòèì, ÷òî n↔ {n̄, x}. Ýòî ïîçâîëÿ-åò ïåðåéòè ê �îðìàëüíî ñêàëÿðíîé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷å n̄ψ(n̄) → min, n̄ ∈ [n̄min, n̄max].Çäåñü çíà÷åíèÿ �óíêöèè ψ(n̄) çàäàíû àëãîðèòìè÷åñêè êàê ðåøåíèÿ âûïóêëîé çàäà÷èñåïàðàáåëüíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ ïàðàìåòðîì n̄:

f(x) = c⊤x+ ϕ(x) → min, A⊤x = bn̄−1, x1 + . . .+ xk = 1, xi > 0.�ðà�èê �óíêöèè y(α) = α lnα ïîõîæ íà ïàðàáîëó. Â ñèëó ýòîãî â çàâèñèìîñòè îòïðèáëèæåíèÿ ns
∗
ñëàãàåìûå xi ln xi â �óíêöèè ϕ(x) àïïðîêñèìèðóþòñÿ ïàðàáîëàìè: åñ-ëè êîìïîíåíòà âåêòîðà ns

∗
íå ñëèøêîì áëèçêà ê ãðàíè÷íûì òî÷êàì îòðåçêà [0, 1], òîïàðàáîëà ñòðîèòñÿ ïî òðåì òî÷êàì, èíà÷å èñïîëüçóåì èí�îðìàöèþ y(1/e) = −1/e,

y′(1/e) = 0. Ïðîìåæóòî÷íîå ïðèáëèæåíèå ñs+1
∗

îïðåäåëÿåòñÿ ïðèáëèæåííûì ðåøåíèåìçàäà÷è ñåïàðàáåëüíîãî êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ ïîñëåäóþùèìè èòåðàöèÿìèïðîåêòèðîâàíèÿ íà ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå Λ è íåîòðèöàòåëüíûé îðòàíò.Ìíîãî�àçíàÿ çàäà÷à. Â ýòîì ñëó÷àå ïðèíöèïèàëüíûõ èçìåíåíèé ñõåìà âû÷èñ-ëåíèé íå ïðåòåðïåâàåò. Öåëåâàÿ �óíêöèÿ àääèòèâíà: n = (n(1)⊤, . . . , n(r)⊤)⊤, g(n) =
g(1)(n(1)) + . . . + g(r)(n(r)). Åñëè j-ÿ �àçà îäíîêîìïîíåíòíà, òî �îðìàëüíî ïîëàãàåì
x(j) = 1, h(j) = 1, ñêàëÿðíàÿ ïåðåìåííàÿ n(j) âõîäèò â îáùóþ öåëåâóþ �óíêöèþ g(n)ëèíåéíî. Îäíàêî ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïðè �îðìèðîâàíèè ðàñïðåäåëåíèÿ ìîëüíûõ äîëåéêîìïîíåíòîâ âíóòðè êàæäîé �àçû áóäóò ó÷àñòâîâàòü âñå êîìïîíåíòû âåêòîðà n. Çäåñüîñíîâíàÿ ïðîáëåìà � ðàçìåðíîñòü çàäà÷è.Ïóñòü èìååòñÿ ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå n ìíîãî�àçíîé çàäà÷è, ïîëó÷åííîå ïóòåìïðèìåíåíèÿ ïðåäñòàâëåííîãî àëãîðèòìà íà îñíîâå êîððåêòèðîâêè ëèíåéíûõ àïïðîê-ñèìàöèé. Îñíîâíîé öåëüþ ýòîãî àëãîðèòìà òåïåðü ñ÷èòàåì îïðåäåëåíèå îáùåé ñóììûìîëåé ñìåñè n̄ = n̄(1) + . . .+ n̄(r). Âåêòîðíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ n(i) òåêóùåãî ïðèáëèæåíèÿïîçâîëÿåò �âûðåçàòü� èç îãðàíè÷åíèÿ A⊤n = b ñîîòâåòñòâóþùóþ ÷àñòü A⊤(i)n(i) = b(i).Åñëè ñðåäè êîìïîíåíò b(i)j âåêòîðà b(i) åñòü íóëåâûå, òî ïîíèæàåì ðàçìåðíîñòü ïîäçàäà-÷è, óäàëÿÿ j-þ ñòðîêó è ñòîëáöû ñ íåíóëåâûìè A⊤(i)

js . Äåëèì íà n̄(i) (�èêñèðîâàííîå ÷èñ-ëî) è �ðàñêðåïîùàåì� ìîëüíûå äîëè. Äàëåå ïåðåðàñïðåäåëÿåì ìîëüíûå äîëè â ðàìêàõêàæäîé ìíîãîêîìïîíåíòíîé �àçû â ñîîòâåòñòâèè ñ ñåïàðàáåëüíûì êâàäðàòè÷íûì àë-ãîðèòìîì. Ïîëó÷àåì íîâîå ïðèáëèæåíèå n (êîìáèíèðîâàííûé èòåðàöèîííûé àëãîðèòìëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèè ñèñòåìû â öåëîì è êâàäðàòè÷íîé àïïðîêñèìàöèè �âíóòðè�ìíîãîêîìïîíåíòíûõ �àç).5. ÏðèìåðÂ êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì çàäà÷ó èç [4℄, ðåøåíèå êîòîðîé äðóãèìè ìåòîäàìè èç-âåñòíî, ÷òî ïîçâîëÿåò ñðàâíèòü ðåçóëüòàòû. Äàííûå ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå.Òðåòüÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñìåñè (H2O) ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî äîìèíèðóþùåé: íàïðàâëåíèå
n0 = x0 (x01 + . . . + x0k = 1) íàèñêîðåéøåãî óáûâàíèÿ öåëåâîé �óíêöèè g(n) áåç ó÷åòàîãðàíè÷åíèé A⊤n = b èìååò òðåòüþ êîìïîíåíòó 0.999 (îãðàíè÷èìñÿ òðåìÿ öè�ðàìè
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i Êîìïîíåíò G0/RT H, ai1 N, ai2 O, ai31 H −10.021 1 0 02 H2 −21.096 2 0 03 H2O −37.986 2 0 14 N −9.846 0 1 05 N2 −28.653 0 2 06 NH −18.918 1 1 07 NO −28.032 0 1 18 O −14.640 0 0 19 O2 −30.594 0 0 210 OH −26.111 1 0 1
bj � 2 1 1ïîñëå òî÷êè). Ìèíèìóìû ëèíåéíûõ �óíêöèé n̄, L0, L

0 äîñòèãàþòñÿ â n1 (òðåòüÿ êîìïî-íåíòà 1, ïÿòàÿ 0.5, íóëè íå óïîìèíàåì), ìàêñèìóìû � â n2 (ïåðâàÿ êîìïîíåíòà 2, ÷åòâåð-òàÿ 1, âîñüìàÿ 1). Ïîëó÷àåì ïðåäâàðèòåëüíûå ãðóáûå îöåíêè: n̄∗ ∈ [n̄min, n̄max] = [1.5, 4],
g∗ ∈ [g−

∗
, g+

∗
] = [−49.868,−46.414]. Ìèíèìóì g(n) íà îòðåçêå [n1, n2] ðàâåí −47.41 èäîñòèãàåòñÿ íà âåêòîðå (0.002, 0, 0.989, 0.01, 0.495, 0, 0, 0.01, 0, 0), íîðìèðóÿ êîòîðûé,ïîëó÷àåì d0. Âûáåðåì íàïðàâëåíèå ñïóñêà h = λ1n

0+λ2d
0+λ3u

0, îòäàâàÿ ïðåäïî÷òåíèå
d0 (íàïðèìåð, λ1 = λ3 = 1/30). Ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ äàåò t0 = 1.53, ïðè÷åìñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ íåâÿçêà äîñòàòî÷íî ìàëà: ρ = 0.025. Ïðîåêöèÿ t0h íà ëèíåéíîåìíîãîîáðàçèå Λ = {z ∈ Rk|A⊤z = b} ðàâíà p = (0.02, 0.004, 0.978, 0.02, 0.48, 0.01,0.008, 0.01, 0, 0.002) è g(p) = −47.434. Óòî÷íåíèå (íà îòðåçêå [t1, t2]) ïðèâîäèò ê ïåð-âîìó ïðèáëèæåíèþ n1

∗
= (0.03, 0.026, 0.935, 0.027, 0.462, 0.029, 0.02, 0.015, 0.007, 0.017),

g(n1
∗
) = −47.466. Äàëåå ðåàëèçóåòñÿ èòåðàöèîííûé ïðîöåññ. Ïåðâàÿ èòåðàöèÿ äàåò óòî÷-íåíèå g∗ ≈ −47.66. Ïîëó÷àåì óñòàíîâèâøèéñÿ ðåçóëüòàò ñ òî÷íîñòüþ äî òûñÿ÷íûõ:

n∗ ≈ (0.04, 0.148, 0.783, 0.0015, 0.485, 0.002, 0.028, 0.018, 0.0375, 0.097), g∗ ≈ −47.76.6. Çàìå÷àíèÿ1. Çàäà÷è ìàëîé ðàçìåðíîñòè äîñòàòî÷íî õîðîøî èçó÷åíû è äîïóñêàþò íàãëÿäíóþ èí-òåðïðåòàöèþ â �îðìå ãðà�èêîâ è äèàãðàìì. Èçëîæåííûé àëãîðèòì íàöåëåí íà çàäà÷èáîëüøîé ðàçìåðíîñòè, ïðè÷åì íà òîò âñòðå÷àþùèéñÿ íà ïðàêòèêå ñëó÷àé, êîãäà îñî-áåííîñòü çàäà÷è èç-çà íàëè÷èÿ ìàëûõ ìîëüíûõ äîëåé (â òîì ÷èñëå è â ïðîìåæóòî÷íûõïîäçàäà÷àõ) ñòàíîâèòñÿ ñóùåñòâåííîé ïðè áîëüøîì îáúåìå ïðèáëèæåííûõ âû÷èñëå-íèé. Ïðè ýòîì ñ ó÷åòîì îäíîðîäíîñòè öåëåâîé �óíêöèè è ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé ñëå-äóåò ïðåäâàðèòåëüíî íîðìèðîâàòü çàäà÷ó (n çàìåíèòü íà νn) ñ òåì, ÷òîáû, ïîäåëèâíà ν = min bi, ïðèéòè ê òàêîìó äèàïàçîíó ìîëåé õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ (min bi = 1),ïðè êîòîðîì ëåã÷å ïîíÿòü, ÷òî ñëåäóåò ïðèíÿòü çà �íóëü�. Êîíå÷íî, òî÷íîñòü âû÷èñëå-íèé è ðåçóëüòàòîâ ñëåäóåò ñîãëàñîâàòü ñ òî÷íîñòüþ âõîäíûõ äàííûõ, íî ýòîò âîïðîñ âìàòåìàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêå ïðåäñòàâëÿåòñÿ òðóäíîîáîçðèìûì.2. Ïóñòü ñóùåñòâóåò cj>0. Òîãäà ïðåäñòàâèì öåëåâóþ �óíêöèþ â ñëåäóþùåé �îðìå:
g(n) = n̄β + g0(n), g0(n) ≡ n̄f0(x), f0(x) ≡ c⊤0x+ ϕ(x), c0i < 0, β > max cj.Äàëåå èùåì íàïðàâëåíèå íàèñêîðåéøåãî óáûâàíèÿ g0, êàê îïèñàíî âûøå.



54 Þ.Â. Çàèêà3. Ïîìèìî íàïðàâëåíèé ñïóñêà h, ðåãóëèðóåìûìè ïàðàìåòðàìè ÿâëÿþòñÿ ïîðîã ñêî-ðîñòè óáûâàíèÿ V (èëè äàæå ïîðîãè Vi äëÿ êàæäîãî êîìïîíåíòà) è ïîêàçàòåëè νi > 0ñêîðîñòåé ñîãëàñîâàíèÿ ïðåäåëüíûõ ïåðåõîäîâ (ς = ξ1+νi
i ) ïðè ïîñòðîåíèè àïïðîêñèìè-ðóþùåé ëèíåéíîé �îðìû Ls = c̃⊤n.4. Ïðåäñòàâëåííûé àëãîðèòì íå ïðåòåíäóåò íà âûñîêóþ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè. Ìåòîäìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà íå èñïîëüçóåòñÿ (âîçìîæíî, ýòî íå íåäîñòàòîê). Ïðåäëîæåííóþñõåìó âû÷èñëåíèé ìîæíî ðåàëèçîâàòü êàê áëîê ãåíåðàöèè íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿâ àëãîðèòìàõ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà (îáû÷íî òðåáóþùèõ õîðîøåãî íà÷àëüíîãî ïðè-áëèæåíèÿ ñ ïîëîæèòåëüíûìè êîìïîíåíòàìè) ñ öåëüþ èçáåæàòü âûðîæäåíèÿ âäàëè îòìèíèìóìà.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Êàðïîâ È.Ê. Ôèçèêî-õèìè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå íà ÝÂÌ â ãåîõèìèè. Íîâîñèáèðñê: Íà-óêà, 1981.[2℄ Óýéëåñ Ñ. Ôàçîâûå ðàâíîâåñèÿ â õèìè÷åñêîé òåõíîëîãèè: Ïåð. ñ àíãë. ×. 1, 2. Ì.: Ìèð,1989.[3℄ Thermodynami Equilibria and Extrema / A.N. Gorban, B.M. Kaganovih, S.P. Filippov,A.V. Keiko, V.A. Shamansky, I.A. Shirkalin. Springer, 2006.[4℄ White W.B., Johnson S.M., Dantzig G.B. Chemial equilibrium in omplex mixtures //J. Chem. Phys. 1958. Vol. 28, No. 5. P. 751�755.[5℄ Weber C.F. Convergene of the equilibrium ode SOLGASMIX // J. Comput. Phys. 1998.Vol. 145. P. 655�670.[6℄ Davies R.H., Dinsdale A.T., Gisby J.A. et al. MTDATA � thermodynami and phaseequilibrium software from the National Physial Laboratory // CALPHAD. 2002. Vol. 26, No. 2.P. 229�271.[7℄ Àòòåòêîâ À.Â., �àëêèí Ñ.Â., Çàðóáèí Â.Ñ. Ìåòîäû îïòèìèçàöèè: Ó÷åá. äëÿ âóçîâ.Ì.: Èçä-âî Ì�ÒÓ, 2003. Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 28 ÿíâàðÿ 2010 ã.,ñ äîðàáîòêè � 20 ñåíòÿáðÿ 2010 ã.


