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Îá èñïîëüçîâàíèè ãðàäèåíòíûõ èòåðàöèîííûõìåòîäîâ ïðè ðåøåíèè íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷äëÿ òðåõìåðíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé Íàâüå�ÑòîêñàÞ.Í. Çàõàðîâ, Ê.Ñ. ÈâàíîâÊåìåðîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, �îññèÿe-mail: zyn�kemsu.ru, topspin83�mail.ru×èñëåííî ðåøàåòñÿ íåñòàöèîíàðíàÿ òðåõìåðíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà, îïèñûâàþùàÿ ïðîñòðàíñòâåííîå òå÷åíèå âÿçêîé îäíîðîäíîé íåñæèìàåìîéæèäêîñòè, çàïèñàííàÿ êàê â åñòåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ, òàê è â ïåðåìåííûõ âèõðü�âåêòîðíûé ïîòåíöèàë. Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ïóàññîíà íà êàæäîì øàãå ïî âðå-ìåíè èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ìèíèìàëüíûõ íåâÿçîê ñ ãðóïïîâîé îïòèìèçàöèåé ïàðà-ìåòðîâ. Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ òåñòîâûõ çàäà÷, ïîëó÷åííûåñ ïðèìåíåíèåì ðàçëè÷íûõ �îðìóëèðîâîê èñõîäíûõ çàäà÷ íà äè��åðåíöèàëüíîìóðîâíå.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå, âû÷èñëèòåëüíàÿ ãèäðîäèíàìèêà,òðåõìåðíûå óðàâíåíèÿ Íàâüå�Ñòîêñà, âÿçêàÿ îäíîðîäíàÿ íåñæèìàåìàÿ æèäêîñòü,ïðîñòðàíñòâåííûå òå÷åíèÿ.ÂâåäåíèåÂ òå÷åíèå óæå ìíîãèõ ëåò óñèëèÿ ìàòåìàòèêîâ è ìåõàíèêîâ âñåãî ìèðà íàïðàâ-ëåíû íà èññëåäîâàíèå çàäà÷ î òå÷åíèè âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè, îïèñûâàåìûõóðàâíåíèÿìè Íàâüå�Ñòîêñà. Íåëèíåéíîñòü ýòèõ óðàâíåíèé, èõ ïðîñòðàíñòâåííî ýë-ëèïòè÷åñêèé õàðàêòåð, íàëè÷èå ìàëîãî ïàðàìåòðà ïðè ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ ñîçäàþòñåðüåçíûå òðóäíîñòè êàê ïðè àíàëèòè÷åñêîì èçó÷åíèè, òàê è ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëè-ðîâàíèè. Â ïðîøëîì ñòîëåòèè áûëè äîñòèãíóòû çíà÷èòåëüíûå óñïåõè â èçó÷åíèè äâè-æåíèÿ âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ïðèìåíèòåëüíî ê ëàìèíàðíûì ðåæèìàì òå÷åíèéâ äâóìåðíîì ñëó÷àå. Äîêàçàíû âàæíûå òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè [1℄,ðàçðàáîòàíû ý��åêòèâíûå ÷èñëåííûå àëãîðèòìû (ì. îáçîð â [2℄), ïîëó÷åíû òî÷íûåêîëè÷åñòâåííûå ðåçóëüòàòû, ñîãëàñóþùèåñÿ ñ �èçè÷åñêèì ýêñïåðèìåíòîì.Â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ â ñâÿçè ñ áóðíûì ðàçâèòèåì èí�îðìàöèîííûõ òåõíîëî-ãèé îãðîìíûé èíòåðåñ èññëåäîâàòåëåé âûçâàëè ìåòîäû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðî-ñòðàíñòâåííûõ çàäà÷. Ïîÿâëåíèå ñóïåðÝÂÌ è ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé ïîçâîëèëîïîëó÷èòü êîëè÷åñòâåííûå ðåçóëüòàòû ïðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ çàäà÷ [3 � 6℄.Íåñìîòðÿ íà äîñòèãíóòûå óñïåõè, ðåøåíèå òðåõìåðíûõ çàäà÷ òðåáóåò çíà÷èòåëüíûõóñèëèé. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ïîìèìî òðóäíîñòåé â òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõñóùåñòâóþò è àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìû. Â ÷àñòíîñòè, íè îäèí èç îáû÷íî ïðèìåíÿ-åìûõ íà ïðàêòèêå è âêëþ÷åííûõ â ñîâðåìåííûå âû÷èñëèòåëüíûå ïàêåòû ÷èñëåííûõìåòîäîâ ðåøåíèÿ òðåõìåðíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà íå ÿâëÿåòñÿ â äîñòà-òî÷íîé ñòåïåíè óíèâåðñàëüíûì. Âûáîð ïîäõîäà âî ìíîãîì çàâèñèò îò óñëîâèé êîíêðåò-íîé çàäà÷è. Ïðè ýòîì, êàê èçâåñòíî, îïûò ðåøåíèÿ äâóìåðíûõ çàäà÷ íå âñåãäà íàõîäèò55



56 Þ.Í. Çàõàðîâ, Ê.Ñ. Èâàíîâàíàëîãèþ â òðåõìåðíîì ñëó÷àå [7℄. Ïîýòîìó ïðîáëåìà ïîñòðîåíèÿ ý��åêòèâíûõ àë-ãîðèòìîâ è èõ ïðèìåíåíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñàîñòàåòñÿ âåñüìà àêòóàëüíîé.Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èìååòñÿ èçâåñòíî äîñòàòî÷íî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ìåòîäîâ ðåøå-íèÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ çàäà÷ ãèäðîäèíàìèêè (ñì. îáçîðû â [8, 9℄), îòëè÷àþùèõñÿ êàêèñõîäíîé äè��åðåíöèàëüíîé ïîñòàíîâêîé, òàê è ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèåé. Â áîëüøèí-ñòâå ñëó÷àåâ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ òðåõìåðíûõ òå÷åíèé èñïîëüçóþòñÿ óðàâíåíèÿ Íà-âüå�Ñòîêñà, çàïèñàííûå â �èçè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ. �ëàâíûì ïðåèìóùåñòâîì òàêîé�îðìóëèðîâêè ÿâëÿþòñÿ òî÷íîå çàäàíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ êîìïîíåíò âåêòîðàñêîðîñòè, èçâåñòíûõ èç �èçè÷åñêîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è, è îòíîñèòåëüíàÿ ïðîñòîòà ÷èñ-ëåííûõ àëãîðèòìîâ. Îñíîâíàÿ òðóäíîñòü ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè ñèñòåìû â èñõîäíîéïîñòàíîâêå ñâÿçàíà ñ ðàñ÷åòîì ïîëÿ äàâëåíèÿ è âûïîëíåíèåì óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè.Ïåðâûé çíà÷èòåëüíûé óñïåõ â ïðåîäîëåíèè îòìå÷åííûõ òðóäíîñòåé äîñòèãíóò áëàãî-äàðÿ èäåå èñêóññòâåííîé ñæèìàåìîñòè [10℄. Áûëè ïîñòðîåíû ý��åêòèâíûå ñõåìû ðàñ-ùåïëåíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ ðåãóëÿðèçîâàííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà [11 � 15℄(ñì. òàêæå îáçîð [16℄). Ïîäîáíûé ïîäõîä ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ãëàâíûì îáðàçîìäëÿ ïîëó÷åíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ [17℄.Äðóãîé ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ïðèìåíåíèè îïåðàòîðà äèâåð-ãåíöèè ê óðàâíåíèþ ñîõðàíåíèÿ êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷àåòñÿóðàâíåíèå ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà äëÿ äàâëåíèÿ. Òàêîé ïîäõîä âíà÷àëå áûë ââåäåí ïðèðàçðàáîòêå ìåòîäà ìàðêåðîâ è ÿ÷ååê [18℄, à â äàëüíåéøåì ïîëó÷èë ðàçâèòèå â ìåòîäàõðàñùåïëåíèÿ ïî �èçè÷åñêèì �àêòîðàì [19, 20℄ è ìåòîäàõ ñåìåéñòâà SIMPLE [21℄. Ñó-ùåñòâåííûå ïðîáëåìû ïðè ýòîì ïîäõîäå � çàäàíèå íåäîñòàþùèõ êðàåâûõ óñëîâèé äëÿäàâëåíèÿ è îáåñïå÷åíèå íà êàæäîì øàãå ïî âðåìåíè ñîëåíîèäàëüíîñòè ïîëÿ ñêîðîñòè.Âòîðóþ ãðóïïó ñîñòàâëÿþò ìåòîäû ðåøåíèÿ òðåõìåðíûõ çàäà÷ â ïåðåìåííûõ âèõðü�âåêòîðíûé ïîòåíöèàë [22℄. Âàæíåéøèì ïðåèìóùåñòâîì òàêîé �îðìóëèðîâêè ÿâëÿåòñÿòî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî íà êàæäîì øàãå ïî âðåìåíè óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè âûïîë-íÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè êàê íà äè��åðåíöèàëüíîì, òàê è íà äèñêðåòíîì óðîâíå. Îäíàêîó äàííîãî ïîäõîäà ñóùåñòâóþò ñåðüåçíûå íåäîñòàòêè. Âî-ïåðâûõ, êîëè÷åñòâî äè��å-ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â íîâîé ñèñòåìå âîçðàñòàåò äî øåñòè. Âî-âòîðûõ, ñóùåñòâåí-íîé ïðîáëåìîé ÿâëÿåòñÿ çàäàíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ âèõðÿ íà òâåðäûõ ñòåíêàõ.Â-òðåòüèõ, â ïðîñòðàíñòâåííîì ñëó÷àå â îòëè÷èå îò ïëîñêîãî âîçíèêàåò çíà÷èòåëüíàÿòðóäíîñòü ïîñòàíîâêè êðàåâûõ óñëîâèé äëÿ âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà.Èç ìíîãèõ èçâåñòíûõ ñïîñîáîâ äèñêðåòèçàöèè äè��åðåíöèàëüíîé ìîäåëè ìû áóäåìèñïîëüçîâàòü ìåòîä êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé êàê óíèâåðñàëüíûé èíñòðóìåíò ÷èñëåííîãî ìî-äåëèðîâàíèÿ. Îäíàêî ïðè ëþáîì âûáîðå ñïîñîáà äèñêðåòèçàöèè èñõîäíîé äè��åðåíöè-àëüíîé çàäà÷è íàðÿäó ñ ïðåîäîëåíèåì óêàçàííûõ âûøå ìåòîäîëîãè÷åñêèõ òðóäíîñòåéíåèçáåæíî âîçíèêàåò ïðîáëåìà ïîñòðîåíèÿ ý��åêòèâíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ñèñòåì àë-ãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé áîëüøîé ðàçìåðíîñòè, ê êîòîðûì ñâîäèòñÿ äèñêðåòíàÿ ìîäåëü.Ýòà ïðîáëåìà ñòàíîâèòñÿ îñîáåííî àêòóàëüíîé â íåñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå. Ïðè ðåøåíèèíåñòàöèîíàðíûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ çàäà÷ êàê â åñòåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ, òàê è â ïå-ðåìåííûõ âèõðü�âåêòîðíûé ïîòåíöèàë â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ñ öåëüþ ïîýòàïíîãîîïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ �óíêöèé èñïîëüçóåòñÿ ìíîãîñòóïåí÷àòûé àëãîðèòì [19, 22℄.Íà ïåðâîì ýòàïå, ðåøàÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ èëè ïåðåíîñà âèõ-ðÿ, íàõîäÿò êîìïîíåíòû âåêòîðîâ ñêîðîñòè èëè âèõðÿ. Íà âòîðîì ýòàïå èç ðåøåíèÿóðàâíåíèé Ïóàññîíà îïðåäåëÿþò äàâëåíèå èëè êîìïîíåíòû âåêòîðíîãî è ñêàëÿðíîãîïîòåíöèàëîâ. Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ èëè ïåðåíîñà âèõ-



Îá èñïîëüçîâàíèè ãðàäèåíòíûõ èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ ïðè ðåøåíèè... 57ðÿ â îñíîâíîì ïðèìåíÿþòñÿ óñòîé÷èâûå ñõåìû ðàñùåïëåíèÿ, è ïîýòîìó äàííûé ýòàïîáû÷íî íå âûçûâàåò ñåðüåçíûõ ïðîáëåì. Îñíîâíûå òðóäíîñòè âîçíèêàþò ïðè ðåøå-íèè óðàâíåíèé Ïóàññîíà, ÷òî ñâÿçàíî, âî-ïåðâûõ, ñ ïîñòàíîâêîé êðàåâûõ óñëîâèé è,âî-âòîðûõ, ñ ðåøåíèåì ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé áîëüøîé ðàçìåð-íîñòè ñ ìàòðèöåé, âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ íå îáëàäàþùåé íåîáõîäèìûìè äëÿ ïðèìåíåíèÿõîðîøî ðàçðàáîòàííûõ èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ñâîéñòâàìè. Â ñâÿçè ñ ýòèìöåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñðàâíåíèå ìåòîäîâ ðåøåíèÿ òðåõìåðíîé íåñòàöèî-íàðíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà, çàïèñàííîé â ðàçëè÷íûõ �îðìóëèðîâêàõ,è ðåàëèçàöèÿ ÿâíîé ãðàäèåíòíîé èòåðàöèîííîé ñõåìû ñ ãðóïïîâîé îïòèìèçàöèåé ïàðà-ìåòðîâ äëÿ ðåøåíèÿ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé Ïóàññîíà.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÎñíîâíûå óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå ïðîñòðàíñòâåííîå òå÷åíèå îäíîðîäíîé âÿçêîéíåñæèìàåìîé æèäêîñòè, èìåþò ñëåäóþùèé âèä (âñå âåëè÷èíû îáåçðàçìåðåíû):
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∆ψ = −ω, (4)ãäå V � âåêòîð ñêîðîñòè, P � äàâëåíèå, Re � ÷èñëî �åéíîëüäñà, ω = rotV � âåêòîðâèõðÿ, ψ � âåêòîðíûé ïîòåíöèàë, îïðåäåëÿåìûé ñîîòíîøåíèåì V = rotψ. Áóäåì ñ÷è-òàòü, ÷òî òå÷åíèå æèäêîñòè ïðîèñõîäèò â íåêîòîðîé îäíîñâÿçíîé îáëàñòè G ñ ãðàíèöåé
∂G íà âðåìåííîì ïðîìåæóòêå [0, T ].Íåïîñðåäñòâåííîå èíòåãðèðîâàíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (1), (2) çàòðóäíåíî, ïîýòîìóîáû÷íî ïðè ÷èñëåííîì ïîäõîäå âìåñòî óðàâíåíèÿ (2) èñïîëüçóþò óðàâíåíèå äëÿ äàâëå-íèÿ

∆P = div ((V · ∇)V), (5)êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ ïóòåì ïðèìåíåíèÿ îïåðàòîðà äèâåðãåíöèè ê óðàâíåíèþ (1). Ïðèýòîì ÷èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ íîâîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (1), (5) äîëæåí îáåñïå÷èâàòüñîëåíîèäàëüíîñòü ïîëÿ âåêòîðà ñêîðîñòè.Äëÿ ñèñòåìû (1), (5) ñòàâÿòñÿ íà÷àëüíûå è êðàåâûå óñëîâèÿ:
V|t=0 = V0(x), x ∈ G, (6)

V|∂G = V1(x, t), t ∈ [0, T ] , (7)ãäå V0(x) è V1(x, t) � èçâåñòíûå âåêòîð-�óíêöèè ñâîèõ àðãóìåíòîâ. �ðàíè÷íûå óñëî-âèÿ äëÿ äàâëåíèÿ â èñõîäíîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è îòñóòñòâóþò, ïîýòîìó ïðè ÷èñëåííîìðåøåíèè èõ ïîëó÷àþò èç óðàâíåíèÿ (1) (ñì., íàïðèìåð, [2℄).Äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (3), (4) ïîñòàíîâêà çàäà÷è íåñêîëüêî îñëîæíÿåòñÿ �îðìóëè-ðîâêîé ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ ñîñòàâëÿþùèõ âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà è âèõðÿ. �ðàíè÷-íûå óñëîâèÿ äëÿ âèõðÿ ÿâíî íå ïðèñóòñòâóþò â äè��åðåíöèàëüíîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è,



58 Þ.Í. Çàõàðîâ, Ê.Ñ. Èâàíîââ ñèëó ÷åãî ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè èõ ïîëó÷àþò èç ñîîòíîøåíèÿ ω = rotV ñ ó÷åòîìèí�îðìàöèè î ïîëå ñêîðîñòè íà ãðàíèöå è âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ îáëàñòè G. Çàäàíèåêðàåâûõ óñëîâèé äëÿ âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà òàêæå ÿâíî íå âûòåêàåò èç êðàåâûõ óñëî-âèé äëÿ ñêîðîñòåé, õîòÿ èìååòñÿ ðÿä ðàáîò [23, 24℄, â êîòîðûõ ïðèâîäèòñÿ èõ îáùàÿïîñòàíîâêà. Ìû ðàññìîòðèì îòäåëüíî ïîñòàíîâêè êðàåâûõ óñëîâèé äëÿ òå÷åíèé ñ ïðî-òåêàíèåì è áåç ïðîòåêàíèÿ ÷åðåç ãðàíèöó. Â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ ïðîòåêàíèÿ ãðàíè÷íûåóñëîâèÿ äëÿ âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà îïðåäåëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòî:
ψτ1 |∂G = ψτ2 |∂G = 0, (8)ãäå τ1, τ2 � êàñàòåëüíûå âåêòîðû, n � âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ∂G, ψτ1 , ψτ2 � êàñàòåëüíûåñîñòàâëÿþùèå âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà. Èç ðàâåíñòâà divψ|∂G = 0 íàõîäèòñÿ óñëîâèåäëÿ íîðìàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà ψn. Íàïðèìåð, â ïðÿìîóãîëüíîéîáëàñòè îòñþäà ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå

∂ψn

∂n
|∂G = 0. (9)Äëÿ çàäà÷ ïðîòåêàíèÿ áóäåì ïðèìåíÿòü ðàçëîæåíèå âåêòîðíîãî ïîëÿ ñêîðîñòè íà ïî-òåíöèàëüíóþ è âèõðåâóþ ñîñòàâëÿþùèå:

V = rotψ +∇ϕ, (10)ãäå ψ � âåêòîðíûé, ϕ � ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàëû. Òîãäà ψ îïðåäåëÿåòñÿ èç ðåøåíèÿçàäà÷ (3), (4), (8), (9), à äëÿ ϕ â ñèëó divV = 0 ïîëó÷àåòñÿ çàäà÷à
∆ϕ = 0, (11)

∂ϕ

∂n
|∂G = Vn|∂G, (12)ãäå Vn � íîðìàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ âåêòîðà ñêîðîñòè. Â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ ñêàëÿð-íîãî ïîòåíöèàëà âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü â ðåøåíèè äîïîëíèòåëüíîé çàäà÷è Íåéìàíàäëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà íà êàæäîì �èçè÷åñêîì âðåìåííîì øàãå.2. Ìåòîä ðåøåíèÿÂâåäåì â îáëàñòèG ñîãëàñîâàííóþ ñ ãðàíèöåé ∂G ñåòêó Gh. Íàïðèìåð, äëÿ îáëàñòåé,ñîñòîÿùèõ èç ïðÿìîóãîëüíûõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ, ñåòêà áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä:

Gh = {(i∆x, j∆y, k∆z), i = 0, N, j = 0, L, k = 0,M}. (13)Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ íåñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà, çàïèñàí-íîé â �åñòåñòâåííûõ� ïåðåìåííûõ, áóäåì èñïîëüçîâàòü õîðîøî èçâåñòíûé íåÿâíûé ìå-òîä ðàñùåïëåíèÿ ïî �èçè÷åñêèì ïðîöåññàì [25 � 28℄. Àïïðîêñèìèðóÿ çàäà÷ó (1), (5), (6),(7) íà ñåòêå Gh ðàçíîñòíîé ñõåìîé, ïîëó÷èì ðàçíîñòíûå çàäà÷è îòíîñèòåëüíî äèñêðåò-íûõ çíà÷åíèé êîìïîíåíò âåêòîðà ñêîðîñòè è äàâëåíèÿ. Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ êî-ëè÷åñòâà äâèæåíèÿ áóäåì èñïîëüçîâàòü ñõåìó ñòàáèëèçèðóþùåé ïîïðàâêè [11℄. Òàêèìîáðàçîì, îñíîâíûå òðóäíîñòè ïðè äàííîì ïîäõîäå ñâÿçàíû ñ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ïóàñ-ñîíà äëÿ äàâëåíèÿ íà êàæäîì øàãå ïî âðåìåíè.



Îá èñïîëüçîâàíèè ãðàäèåíòíûõ èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ ïðè ðåøåíèè... 59Êàê áûëî îòìå÷åíî ðàíåå, îñíîâíûì ïðåèìóùåñòâîì �îðìóëèðîâêè ñèñòåìû óðàâ-íåíèé Íàâüå�Ñòîêñà â ïåðåìåííûõ âèõðü�âåêòîðíûé ïîòåíöèàë ÿâëÿåòñÿ ÿâíîå óäî-âëåòâîðåíèå óðàâíåíèþ íåðàçðûâíîñòè íà êàæäîì øàãå ïî âðåìåíè. Îäíî èç ïîëî-æèòåëüíûõ ñâîéñòâ ÷èñëåííûõ ìîäåëåé ïðè äàííîì ïîäõîäå � âûïîëíåíèå óðàâíåíèÿíåðàçðûâíîñòè è íà ðàçíîñòíîì óðîâíå. Îäíàêî â ýòîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòüñïåöèàëüíûå ðàçíåñåííûå ñåòêè [22℄. �àññìîòðèì ïîñòðîåíèå òàêèõ ñåòîê íà ïðèìåðå,êîãäà îáëàñòü G ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä:
G = {(x, y, z) : 0 ≤ x ≤ X, 0 ≤ y ≤ Y, 0 ≤ z ≤ Z}. (14)Íàðÿäó ñ îñíîâíîé ñåòêîé Gh ââåäåì ñëåäóþùèå ñåòêè:

G1

h =

{(
i∆x,

(
j +

1

2

)
∆y,

(
k +

1

2

)
∆z

)
: i = 0, N, j = 0, L− 1, k = 0,M − 1

}
,

G2

h =

{((
i+

1

2

)
∆x, j∆y,

(
k +

1

2

)
∆z

)
: i = 0, N − 1, j = 0, L, k = 0,M − 1

}
,

G3

h =

{((
i+

1

2

)
∆x,

(
j +

1

2

)
∆y, k∆z

)
: i = 0, N − 1, j = 0, L− 1, k = 0,M

}
,

G4

h =

{((
i+

1

2

)
∆x, j∆y, k∆z

)
: i = 0, N − 1, j = 0, L, k = 0,M

}
,

G5

h =

{(
i∆x,

(
j +

1

2

)
∆y, k∆z

)
: i = 0, N, j = 0, L− 1, k = 0,M

}
,

G6

h =

{(
i∆x, j∆y,

(
k +

1

2

)
∆z

)
: i = 0, N, j = 0, L, k = 0,M − 1

}
,

G7

h =

{((
i+

1

2

)
∆x,

(
j +

1

2

)
∆y,

(
k +

1

2

)
∆z

)
: i = 0, N − 1,

j = 0, L− 1, k = 0,M − 1

}
.Äèâåðãåíöèþ ñêîðîñòè è ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë îïðåäåëèì â òî÷êàõ ñåòêè G7

h, êîìïî-íåíòû ñêîðîñòè � íà ñåòêàõ G1
h, G

2
h, G

3
h, êîìïîíåíòû âèõðÿ è âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà �â òî÷êàõ ñåòîê G4

h, G
5
h, G

6
h è, íàêîíåö, äèâåðãåíöèþ âèõðÿ � â òî÷êàõ èñõîäíîé ñåòêè Gh.Êàê èçâåñòíî [22℄, ïðè òàêîì ðàçìåùåíèè íåèçâåñòíûõ �óíêöèé óðàâíåíèå íåðàçðûâ-íîñòè àâòîìàòè÷åñêè âûïîëíÿåòñÿ íà êàæäîì äèñêðåòíîì âðåìåííîì øàãå â öåíòðàõÿ÷ååê ðàñ÷åòíîé îáëàñòè. Àïïðîêñèìèðóÿ çàäà÷è (3), (4), (8), (9), (10), (11), (12) íàïîñòðîåííûõ ñåòêàõ ðàçíîñòíîé ñõåìîé, ïîëó÷èì ðàçíîñòíûå çàäà÷è îòíîñèòåëüíî äèñ-êðåòíûõ çíà÷åíèé êîìïîíåíò âåêòîðà âèõðÿ, âåêòîðíîãî è ñêàëÿðíîãî ïîòåíöèàëîâ.Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà âèõðÿ, êàê è äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ êîëè÷åñòâà äâè-æåíèÿ, ìû èñïîëüçîâàëè ñõåìó ñòàáèëèçèðóþùåé ïîïðàâêè [11℄. Ýòî ïîçâîëÿåò âíîâüñîñðåäîòî÷èòü îñíîâíûå óñèëèÿ íà ðåøåíèè óðàâíåíèé Ïóàññîíà äëÿ âåêòîðíîãî è ñêà-ëÿðíîãî ïîòåíöèàëîâ.Íà êàæäîì äèñêðåòíîì âðåìåííîì øàãå ðàçíîñòíûå çàäà÷è äëÿ äàâëåíèÿ, âåêòîð-íîãî è ñêàëÿðíîãî ïîòåíöèàëîâ ìîæíî çàïèñàòü êàê ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõóðàâíåíèé âèäà

Au = f, (15)ãäå u, f ∈ Rm, A � ëèíåéíûé îïåðàòîð: Rm → Rm [29, 30℄. Ïðè ðåøåíèè ðàçíîñòíûõ çà-äà÷ äëÿ óðàâíåíèé (5), (4), (11) â íåïðÿìîóãîëüíûõ îáëàñòÿõ è íà íåðàâíîìåðíûõ ñåòêàõ



60 Þ.Í. Çàõàðîâ, Ê.Ñ. Èâàíîâîò îïåðàòîðà âðÿä ëè ìîæíî îæèäàòü òàêèõ �õîðîøèõ� ñâîéñòâ êàê ñàìîñîïðÿæåííîñòü,çíàêîîïðåäåëåííîñòü è íåîñîáåííîñòü. Äàííûé �àêò çàòðóäíÿåò âûáîð ý��åêòèâíîãîìåòîäà ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (15) [29, 30℄. Èìåííî ïî-ýòîìó â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ äëÿ ðåøåíèÿ äàííîé ñèñòåìû ðåêîìåíäóåòñÿ èñïîëüçîâàòüïðÿìûå ìåòîäû, ÷òî îäíàêî íàêëàäûâàåò ñåðüåçíûå îãðàíè÷åíèÿ íà øàã ñåòîê ïî ïðî-ñòðàíñòâåííûì êîîðäèíàòàì. Ïî ñóùåñòâó, ïðèìåíåíèå ïðÿìûõ ìåòîäîâ îãðàíè÷èâàåòñÿðàñ÷åòàìè, öåëü êîòîðûõ � âûÿâëåíèå ëèøü êà÷åñòâåííîé êàðòèíû òå÷åíèÿ. Ïîíÿòíî,÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ àäåêâàòíûõ êîëè÷åñòâåííûõ ïîêàçàòåëåé ñèñòåìà (15) äîëæíà èìåòüäîñòàòî÷íî áîëüøóþ ðàçìåðíîñòü, è â ýòîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü èòåðàöè-îííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, êîòîðûå, ñ îäíîéñòîðîíû, áûëè áû ý��åêòèâíûìè ñ òî÷êè çðåíèÿ ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííûõ ïðîöåññîâ,à ñ äðóãîé � èñïîëüçîâàëè áû ìèíèìàëüíûå ñâåäåíèÿ îá îïåðàòîðàõ ýòèõ ñèñòåì. Âíàñòîÿùåé ðàáîòå äëÿ ðåøåíèÿ ðàçíîñòíûõ çàäà÷, àïïðîêñèìèðóþùèõ óðàâíåíèå Ïóàñ-ñîíà, ïðåäëàãàåòñÿ ïðèìåíÿòü èòåðàöèîííûé ìåòîä, âïåðâûå èñïîëüçîâàííûé â [31℄ èçàòåì ðàçâèòûé â [32℄, êîòîðûé ïîêàçàë âûñîêóþ ý��åêòèâíîñòü ïðè ðåøåíèè ñòàöè-îíàðíûõ óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà. Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (15), ñëåäóÿ [32℄, ïîñòðîèìñëåäóþùèé èòåðàöèîííûé ïðîöåññ:
un+1/2 = un − τn+1 [Au

n − f ] ,

un+1

0 = un+1/2,

un+1

k = un+1

k−1
−

∑

i∈Sk

αi
n+1z

n
i , k = 1, 2, ..., l,

un+1 = un+1

l , (16)ãäå u0 � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð èç Rm, τn+1, αi
n+1 � èòåðàöèîííûå ïàðàìåòðû, Sk � íåïå-ðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà (ãðóïïû) ìíîæåñòâà âñåõ èíäåêñîâ òàêèå, ÷òî ⋃

k

Sk = S,
zni � âåêòîðû èç Rm ñ îäíîé íåíóëåâîé i-é êîìïîíåíòîé. Îïòèìàëüíûå èòåðàöèîííûåïàðàìåòðû τn+1 è αi

n+1 â (16) îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà íîðì âåêòîðîâ íåâÿ-çîê rn+1/2 è rn+1

k ñîîòâåòñòâåííî. Êàê ïîêàçàíî â [32℄, ïðè òàêîì âûáîðå èòåðàöèîííûéïðîöåññ (16) ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ ïðè ëþáîì íà÷àëüíîì ïðèáëèæåíèè è ïðîèçâîëüíîìíåîñîáåííîì îïåðàòîðå A. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíûõ çíà÷åíèé αi
n+1 ïðè êàæäîì

k = 1, 2, ..., l íåîáõîäèìî ðåøèòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé âèäà
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) (
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n+1
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n+1

...

α
kpk
n+1


=




Aznk1 , r
n+1

k

Aznk2 , r
n+1

k

...

Aznkpk
, rn+1

k


, (17)

ãäå ki ∈ Sk, i = 1, 2, ..., pk, l∑
k=1

pk = m. Îòìåòèì, ÷òî ÷åì áîëüøåå êîëè÷åñòâî èíäåêñîâ
ki ó÷àñòâóåò â ãðóïïàõ Sk (ò. å. ÷åì áîëüøå pk èëè ìåíüøå l), òåì áîëüøóþ ý��åê-òèâíîñòü àëãîðèòìà (16) ñëåäóåò îæèäàòü. Âìåñòå ñ òåì ïðè óâåëè÷åíèè ðàçìåðíîñòèãðóïï Sk óâåëè÷èâàåòñÿ è ðàçìåðíîñòü ñèñòåìû (17), ðåøåíèå êîòîðîé â îáùåì ñëó÷àåïî ñòåïåíè ñëîæíîñòè ýêâèâàëåíòíî ðåøåíèþ èñõîäíîé ñèñòåìû (15). Îäíàêî îïåðàòîðñèñòåìû (15) íå ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíûì, à åñòü íåêîòîðàÿ àïïðîêñèìàöèÿ äè��åðåí-öèàëüíîãî îïåðàòîðà Ëàïëàñà, è, ñëåäîâàòåëüíî, åãî ìàòðèöà èìååò áëî÷íî-ëåíòî÷íóþ



Îá èñïîëüçîâàíèè ãðàäèåíòíûõ èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ ïðè ðåøåíèè... 61ñòðóêòóðó. Íàïðèìåð, â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå, êîãäà îáëàñòü ðàñ÷åòà � ïàðàëëåëåïèïåä,ìàòðèöà îïåðàòîðà èìååò òîëüêî ñåìü íåíóëåâûõ äèàãîíàëåé. Î÷åâèäíî, ÷òî â ñèëóòàêîé ñòðóêòóðû ìàòðèöû îïåðàòîðà ìíîãèå èç âåëè÷èí (
Azni , Az

n
j

)
, i, j = 1, 2, ..., m,ðàâíû íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, âñåãäà âîçìîæíî âûáðàòü ãðóïïû Sk òàê, ÷òî äëÿ êàæäîãî

k ìàòðèöà ñèñòåìû (17) áóäåò èìåòü äèàãîíàëüíûé âèä è íàõîæäåíèå αi
n+1 íå ñîñòàâèòòðóäà [32℄. Çàìåòèì, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè ðàçìåðíîñòè èñõîäíîé ñèñòåìû (15) è íåèç-ìåííîñòè ñòðóêòóðû åå ìàòðèöû êîëè÷åñòâî ãðóïï Sk, îáåñïå÷èâàþùèõ äèàãîíàëüíûéâèä ìàòðèöû ñèñòåìû (17), íå âîçðàñòàåò (l = onst), íî óâåëè÷èâàþòñÿ çíà÷åíèÿ pk �êîëè÷åñòâî èíäåêñîâ, âõîäÿùèõ â êàæäóþ èç ãðóïï. Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ñìûñëåý��åêòèâíîñòü ìåòîäà ïðè óâåëè÷åíèè ðàçìåðíîñòè èñõîäíîé ñèñòåìû íå ïîíèæàåòñÿ.�àññìîòðèì îòäåëüíî ñèòóàöèþ, êîãäà èìååòñÿ òîëüêî îäíà ãðóïïà èíäåêñîâ, ñîâïà-äàþùàÿ ñ ìíîæåñòâîì âñåõ èíäåêñîâ S. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ìåòîä (16)ñîéäåòñÿ ê òî÷íîìó ðåøåíèþ ñèñòåìû (15) çà îäíó èòåðàöèþ. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ îï-òèìàëüíûõ èòåðàöèîííûõ ïàðàìåòðîâ αi

n+1, i = 1, 2, ..., m, íåîáõîäèìî ðåøèòü ñèñòå-ìó (17), ðàçìåðíîñòü êîòîðîé çäåñü ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðíîñòüþ èñõîäíîé ñèñòåìû. Â äàí-íîé ïîñòàíîâêå çàäà÷à ýêâèâàëåíòíà èñõîäíîé. Íî â êà÷åñòâå zni ìîæíî áðàòü íå åäè-íè÷íûå âåêòîðû, à òàêèå, ÷òî (
Azni , Az

n
j

)
= 0, i, j = 1, 2, ..., m, i 6= j, ïðè ýòîì ìàòðèöàñèñòåìû (17) âíîâü áóäåò èìåòü äèàãîíàëüíûé âèä. Èíà÷å ãîâîðÿ, íåîáõîäèìî ïîñòðîèòüîðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó âåêòîðîâ z̃nj , j = 1, 2, ..., m, â ïðîñòðàíñòâå Rm

A∗A ñî ñêàëÿðíûìïðîèçâåäåíèåì (A∗Az, z) , z ∈ Rm. Êàê èçâåñòíî, çàäà÷à îðòîãîíàëèçàöèè ñèñòåìû âåê-òîðîâ â îáùåì ñëó÷àå ýêâèâàëåíòíà ïî ñòåïåíè ñëîæíîñòè çàäà÷å ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëè-íåéíûõ óðàâíåíèé. Îäíàêî òàêîé ïîäõîä â íàøåì ñëó÷àå îáëàäàåò ðÿäîì çíà÷èòåëüíûõïðåèìóùåñòâ: âî-ïåðâûõ, â ñèëó óïîìÿíóòîé âûøå áëî÷íî-ëåíòî÷íîé ñòðóêòóðû ìàò-ðèöû èñõîäíîãî îïåðàòîðà A ÷àñòü âåêòîðîâ zni óæå îðòîãîíàëüíû â Rm
A∗A; âî-âòîðûõ,åñëè îäíàæäû ïîñòðîèòü óêàçàííóþ îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó âåêòîðîâ, òî åå ìîæíî ïðè-ìåíÿòü è â ïîñëåäóþùåì äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (15) ïðè óñëîâèè, ÷òî îïåðàòîð A íåèçìåíèëñÿ; â-òðåòüèõ, ìîæíî ðåøèòü çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ âåêòîðîâ, îáåñïå÷èâàþùèõ íåäèàãîíàëüíûé, à, íàïðèìåð, òðåõäèàãîíàëüíûé (íå ïðåäñòàâëÿþùèé òðóäà äëÿ îáðàùå-íèÿ) âèä ìàòðèöû ñèñòåìû (17), ÷òî çíà÷èòåëüíî ýêîíîìèò âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû.Îòìåòèì, ÷òî ðàçíîñòíûé îïåðàòîð ñèñòåì óðàâíåíèé äëÿ äàâëåíèÿ, âåêòîðíîãî è ñêà-ëÿðíîãî ïîòåíöèàëîâ íå èçìåíÿåòñÿ ïðè ïåðåõîäå îò ñëîÿ ê ñëîþ ïî âðåìåíè, à òàêæåñîõðàíÿåò ñòðóêòóðó ñâîåé ìàòðèöû ïðè óâåëè÷åíèè êîëè÷åñòâà ÿ÷ååê ðàñ÷åòíîé îáëà-ñòè. Ýòîò �àêò ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü äîñòàòî÷íî ý��åêòèâíûé àëãîðèòì (16) ñ ïîìîùüþîïòèìàëüíîãî âûáîðà ãðóïï Sk, âêëþ÷èâ â êàæäóþ èç íèõ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå÷èñëî èíäåêñîâ. Ïðè ïðîâåäåíèè òåñòîâûõ ðàñ÷åòîâ î÷åíü ýêîíîìè÷íûì îêàçûâàåòñÿïðèìåíåíèå îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìû âåêòîðîâ znj , j = 1, 2, ..., m, îáåñïå÷èâàþùåé ñõî-äèìîñòü ïðîöåññà (16) çà îäíó èòåðàöèþ ê òî÷íîìó ðåøåíèþ ñèñòåìû (15). Ïîñòðîèâòàêóþ ñèñòåìó îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðîâ íà ïåðâîì øàãå ïî âðåìåíè è çàòðàòèâ íà ýòîñóùåñòâåííîå êîëè÷åñòâî ðåñóðñîâ, åå ìîæíî èñïîëüçîâàòü íå òîëüêî äëÿ áûñòðîãî ðå-øåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (15) íà ïîñëåäóþùèõ âðåìåííûõ ñëîÿõ, íî è äëÿ ïðîâåäåíèÿíîâûõ ðàñ÷åòîâ, íàïðèìåð, ïðè äðóãèõ ÷èñëàõ �åéíîëüäñà èëè êðàåâûõ óñëîâèÿõ.3. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâÄëÿ ïðîâåðêè ý��åêòèâíîñòè ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ äèñêðåòèçèðîâàííûõñèñòåì óðàâíåíèé (5), (4), (11) áûëè ïðîâåäåíû ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû êëàññè÷åñêîé ìî-



62 Þ.Í. Çàõàðîâ, Ê.Ñ. Èâàíîâäåëüíîé çàäà÷è î òå÷åíèè âÿçêîé îäíîðîäíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â êóáè÷åñêîéêàâåðíå ñ íåðàâíîìåðíî äâèæóùåéñÿ âåðõíåé êðûøêîé è çàäà÷è î òå÷åíèè âÿçêîé îä-íîðîäíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â òðåõìåðíîì êàíàëå. Ýòè çàäà÷è äîâîëüíî õîðîøîèññëåäîâàíû ìíîãèìè àâòîðàìè [33 � 41℄ êàê â ïëîñêîì, òàê è â ïðîñòðàíñòâåííîì ñëó-÷àå. Îäíàêî â ïðîñòðàíñòâåííîì ñëó÷àå ñóùåñòâåííî ïðîÿâëÿåòñÿ òðåõìåðíûé õàðàêòåðòå÷åíèÿ, ÷òî ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àåò åãî îò ïëîñêîãî àíàëîãà. Ïîýòîìó â ñî÷åòàíèè ñíàëè÷èåì ëàáîðàòîðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ äàííûå çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ ñîäåðæàòåëüíûì òå-ñòîì äëÿ àïðîáèðîâàíèÿ è ïðîâåðêè ðàáîòîñïîñîáíîñòè ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ. Íåñìîò-ðÿ íà çàðàíåå èçâåñòíûé ñèììåòðè÷íûé õàðàêòåð òå÷åíèé, äëÿ áîëåå íàäåæíîé îöåíêèïðàâèëüíîñòè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ïðîâîäèëèñü ðàñ÷åòû ïîëíûõ çàäà÷ áåç èñïîëü-çîâàíèÿ óñëîâèé ñèììåòðèè. Ïåðâàÿ ñåðèÿ ðàñ÷åòîâ áûëà ïðîâåäåíà äëÿ èññëåäîâàíèÿâíóòðåííåé çàäà÷è. Îáëàñòü G â ýòîì ñëó÷àå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êóá (êàâåðíó) ñ äëè-íîé ðåáðà L = 1. Âåðõíÿÿ êðûøêà êàâåðíû äâèæåòñÿ âäîëü îñè X â ñòîðîíó âîçðàñòà-íèÿ çíà÷åíèé êîîðäèíàòû ñî ñêîðîñòüþ U(t) = 1 −
1

1 + t5
. Îñòàëüíûå ñòåíêè êàâåðíûíåïîäâèæíû. Âñÿ ãðàíèöà ∂G ÿâëÿåòñÿ íåïðîíèöàåìîé. Äëÿ îöåíêè òî÷íîñòè è ý��åê-òèâíîñòè àëãîðèòìà ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñåòîê ñ ÷èñëîì óçëîâ

21×21×21, 41×41×41, 65×65×65 ïðè øàãå ïî âðåìåíè τ = 0.01 è óìåðåííûõ ÷èñëàõ�åéíîëüäñà Re = 100 è 250. Ïðè øàãå ñåòêè h ≥ 0.05 äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ïóàññîíàèñïîëüçîâàëñÿ àëãîðèòì (16) ñ ïîëíîé îïòèìèçàöèåé ïî âñåì ïàðàìåòðàì îäíîâðåìåí-íî ñ ïîìîùüþ ïîñòðîåíèÿ îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìû âåêòîðîâ. Ïðè áîëåå ìåëêîé ñåòêåïðèìåíÿëñÿ èòåðàöèîííûé ïðîöåññ (16) ñ ãðóïïîâîé îïòèìèçàöèåé ïàðàìåòðîâ. Ïðèýòîì ãðóïïû Sk, k = 1, 2, ..., 6, áûëè âûáðàíû òàê, ÷òîáû ìàòðèöû ñèñòåì (17) èìåëèäèàãîíàëüíûé âèä.Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíû ëèíèè òîêà óñòàíîâèâøåãîñÿ òå÷åíèÿ ïðè Re = 100, h =
0.015625 â òðåõ öåíòðàëüíûõ ñå÷åíèÿõ êàâåðíû: y = 0.5 (à), x = 0.5 (á), z = 0.5 (â). Êàêè ïðåäïîëàãàëîñü, ñå÷åíèå y = 0.5 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïëîñêîñòü ñèììåòðèè, ÷òî ïîä-òâåðæäàåòñÿ ðàñ÷åòàìè (ñì. ðèñ. 1, á, â). Èìååò ìåñòî õîðîøåå êà÷åñòâåííîå ñîâïàäåíèåïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñ äàííûìè, ïðèâåäåííûìè â [37℄. Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíû ðàñ-ïðåäåëåíèÿ âåðòèêàëüíîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè ïî ïîïåðå÷íîé (ðèñ. 2, I) è ïðîäîëüíîé(ðèñ. 2, II) êîîðäèíàòå ïðè Re = 100 â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè (à), â ðàçâèâàþ-ùåéñÿ (á) è óñòàíîâèâøåéñÿ (â) ñòàäèÿõ. Ëèíèè 1 ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèå ïðè h = 0.05,ëèíèè 2 � ïðè h = 0.025, ëèíèè 3 � ïðè h = 0.015625. Íàáëþäàåòñÿ ñõîäèìîñòü ðåøå-à á â

�èñ. 1. Ëèíèè òîêà óñòàíîâèâøåãîñÿ òå÷åíèÿ
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à à
á á
â â�èñ. 2. �àñïðåäåëåíèÿ âåðòèêàëüíîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè ïî ïîïåðå÷íîé (I) è ïðîäîëüíîé (II)êîîðäèíàòàìíèÿ ðàçíîñòíîé çàäà÷è, à òàêæå õîðîøåå êîëè÷åñòâåííîå ñîâïàäåíèå ãðà�èêîâ �óíêöèéðàñïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíò âåêòîðà ñêîðîñòè (ñ òî÷íîñòüþ äî 10−5) ñ àíàëîãè÷íûìè ðå-çóëüòàòàìè, ïðèâåäåííûìè â [34℄.Íà ðèñ. 3 ïðèâåäåí ïðîöåññ ðàçâèòèÿ òå÷åíèÿ íà íà÷àëüíîé, ïðîìåæóòî÷íîé è êî-íå÷íîé ñòàäèÿõ ïðè h = 0.025, Re = 200. Â íà÷àëüíîé ìîìåíò âðåìåíè (ðèñ. 3, à) ñëîèæèäêîñòè äâèæóòñÿ ïàðàëëåëüíî äðóã äðóãó àíàëîãè÷íî ïëîñêîìó ñëó÷àþ. Íà ñòàäèèðàçâèòèÿ òå÷åíèÿ (ðèñ. 3, á) ñëîè æèäêîñòè ïîñòåïåííî ïåðåõîäÿò â ñîñåäíèå ïîëîæå-íèÿ, îáðàçóÿ ïðè ýòîì òîðîâèäíûå âèõðåâûå çîíû. Íàêîíåö, íà ñòàäèè óñòàíîâëåíèÿòå÷åíèÿ (ðèñ. 3, â) íàáëþäàþòñÿ ñóùåñòâåííûå ïåðåìåùåíèÿ ÷àñòèö æèäêîñòè âäîëüòðåòüåé êîîðäèíàòû. ×àñòèöû ñî ñòåíîê êàâåðíû çàêðó÷èâàþòñÿ, ïåðåìåùàÿñü â öåíòð,çàòåì ðàñêðó÷èâàþòñÿ è ïðîäîëæàþò äâèæåíèå. Íà ðèñ. 3, ã äëÿ áîëåå íàãëÿäíîãî àíà-ëèçà ñèììåòðèè äâèæåíèÿ æèäêîñòè ïîêàçàí âèä ñïåðåäè ïîëíîñòüþ óñòàíîâèâøåãîñÿòå÷åíèÿ.
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à á

â ã�èñ. 3. Ïðîöåññ ðàçâèòèÿ òå÷åíèÿ íà íà÷àëüíîé (à), ïðîìåæóòî÷íîé (á) è êîíå÷íîé (â, ã)ñòàäèÿõ ïðè h = 0.025, Re = 200Âòîðàÿ ñåðèÿ ðàñ÷åòîâ ïðîâîäèëàñü äëÿ èññëåäîâàíèÿ çàäà÷è ïðîòåêàíèÿ. ÎáëàñòüGâ ýòîì ñëó÷àå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êóá (êàíàë) ñ äëèíîé ñòîðîíû L = 1. Æèäêîñòü âêàíàëå äâèæåòñÿ âäîëü îñè X â ñòîðîíó âîçðàñòàíèÿ çíà÷åíèé êîîðäèíàòû. Âõîäíàÿãðàíèöà êàíàëà èìååò âåðõíåå îòâåðñòèå âûñîòîé H = 0.5, â êîòîðîå ãîðèçîíòàëüíîâòåêàåò æèäêîñòü ñî ñêîðîñòüþ U(t) = 1−
1

1 + t5
. Âñå îñòàëüíûå ñòåíêè êàíàëà, êðîìåâûõîäíîé ãðàíèöû, íåïîäâèæíû è íåïðîíèöàåìû. Íà âûõîäíîé ãðàíèöå çàäàíî óñëîâèåñâîáîäíîãî âûòåêàíèÿ æèäêîñòè, îïðåäåëÿåìîå ïîñòàíîâêîé ìÿãêèõ êðàåâûõ óñëîâèéíà êîìïîíåíòû âåêòîðîâ ñêîðîñòè è âèõðÿ. Òî÷íîñòü è ý��åêòèâíîñòü àëãîðèòìà èñ-ñëåäîâàëèñü ïðè òåõ æå óñëîâèÿõ, ÷òî è â ïðåäûäóùåé ñåðèè ðàñ÷åòîâ. Íà ðèñ. 4 ïðè-âåäåí ïðîöåññ ðàçâèòèÿ òå÷åíèÿ íà íà÷àëüíîì, ïðîìåæóòî÷íîì è êîíå÷íîì ýòàïàõ ïðè

h = 0.025, Re = 100.Íà íà÷àëüíîì ýòàïå (ðèñ. 4, à, á) ñëîè æèäêîñòè äâèæóòñÿ ïàðàëëåëüíî äðóã äðóãóàíàëîãè÷íî ïëîñêîìó ñëó÷àþ. Íà ýòàïå ðàçâèòèÿ òå÷åíèÿ (ðèñ. 4, â, ã) ñëîè æèäêîñòè ïî-
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à á

â ã

ä å�èñ. 4. Ïðîöåññ ðàçâèòèÿ òå÷åíèÿ íà íà÷àëüíîé (à, á), ïðîìåæóòî÷íîé (â, ã) è êîíå÷íîé (ä, å)ñòàäèÿõ ïðè h = 0.025, Re = 100



66 Þ.Í. Çàõàðîâ, Ê.Ñ. Èâàíîâñòåïåííî ïåðåõîäÿò â ñîñåäíèå ïîëîæåíèÿ, îáðàçóÿ â öåíòðå âõîäíîãî îòâåðñòèÿ êàíàëàòîðîâèäíóþ âèõðåâóþ çîíó. Íà ýòàïå óñòàíîâëåíèÿ òå÷åíèÿ (ðèñ. 4, ä, å) íàáëþäàþòñÿñóùåñòâåííûå ïåðåìåùåíèÿ ÷àñòèö æèäêîñòè âäîëü òðåòüåé êîîðäèíàòû. ×àñòèöû ñîñòåíîê êàíàëà çàêðó÷èâàþòñÿ, ïåðåìåùàÿñü ê öåíòðó âõîäíîãî îòâåðñòèÿ êàíàëà, çàòåìðàñêðó÷èâàþòñÿ è ïðîäîëæàþò äâèæåíèå ïî íàïðàâëåíèþ ê âûõîäó èç êàíàëà.Íà îñíîâàíèè ïðîâåäåííûõ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ñëåäóåò âûâîä, ÷òî äëÿ âíóò-ðåííèõ çàäà÷ íàèáîëåå ý��åêòèâíûì ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå èñõîäíîé äè��åðåíöèàëü-íîé ïîñòàíîâêè â ïåðåìåííûõ âèõðü�âåêòîðíûé ïîòåíöèàë, â òî âðåìÿ êàê äëÿ çàäà÷ïðîòåêàíèÿ îïòèìàëüíî èñïîëüçîâàíèå åñòåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ. Òàêîå óòâåðæäåíèåáàçèðóåòñÿ íà ðÿäå ñîîáðàæåíèé. Â ïåðâîì ñëó÷àå íå âîçíèêàåò îñîáûõ òðóäíîñòåé ñïîñòàíîâêîé ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà, è ðåøåíèå òðåõ óðàâíå-íèé Ïóàññîíà ñî ñìåøàííûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè ñ ïîìîùüþ èçëîæåííîãî àëãîðèò-ìà íå âûçûâàåò ïðîáëåì. Ïðè èñïîëüçîâàíèè åñòåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ âñåãäà ïîÿâ-ëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü â ðåøåíèè çàäà÷è Íåéìàíà äëÿ äàâëåíèÿ. Ïðè ýòîì ìàòðèöàñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ïîëó÷àþùåéñÿ â ðåçóëüòàòå äèñêðåòè-çàöèè äè��åðåíöèàëüíîé çàäà÷è, âñåãäà îêàçûâàåòñÿ âûðîæäåííîé. �åøåíèå ñèñòåì ñïðîèçâîëüíîé âûðîæäåííîé ìàòðèöåé íà êàæäîì øàãå ïî âðåìåíè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîéäîñòàòî÷íî òðóäíóþ çàäà÷ó, ïîýòîìó, ïî ñóùåñòâó, ïðèìåíåíèå áåç îñîáûõ òðóäíîñòåéìåòîäîâ ñ åñòåñòâåííîé ïîñòàíîâêîé âîçìîæíî ëèøü â ñàìîñîïðÿæåííîì ñëó÷àå, â òîâðåìÿ êàê ïðè èñïîëüçîâàíèè ïîñòàíîâêè âèõðü�âåêòîðíûé ïîòåíöèàë äëÿ ðåøåíèÿâíóòðåííèõ çàäà÷ òàêîãî îãðàíè÷åíèÿ íåò. Ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè çàäà÷ ïðîòåêàíèÿ ñïðèìåíåíèåì äè��åðåíöèàëüíîé ïîñòàíîâêè âèõðü�âåêòîðíûé ïîòåíöèàë ïîÿâëÿþò-ñÿ ñåðüåçíûå ïðîáëåìû ñ çàäàíèåì ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà, â ñèëó÷åãî â îñíîâíîì ïðèáåãàþò ê ââåäåíèþ ñêàëÿðíîãî ïîòåíöèàëà, îäíàêî çäåñü âîçíèêà-åò äîïîëíèòåëüíàÿ çàäà÷à Íåéìàíà. Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå Ïóàññîíà ñ êðàåâûìèóñëîâèÿìè âòîðîãî ðîäà íà âñåé ãðàíèöå â çàäà÷àõ ïðîòåêàíèÿ íåîáõîäèìî ðåøàòü ïðèèñïîëüçîâàíèè ëþáîé èç äè��åðåíöèàëüíûõ �îðìóëèðîâîê. Â ñëó÷àå æå ïåðåìåííûõâèõðü�âåêòîðíûé ïîòåíöèàë íà êàæäîì øàãå ïî âðåìåíè â äîïîëíåíèå ê çàäà÷å Íåé-ìàíà íóæíî ðåøàòü åùå òðè óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà ñî ñìåøàííûìè ãðàíè÷íûìè óñëî-âèÿìè äëÿ êîìïîíåíò âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà. Ïîýòîìó ðåøåíèå çàäà÷ ïðîòåêàíèÿ ñèñïîëüçîâàíèåì �èçè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ ïðåäñòàâëÿåòñÿ áîëåå öåëåñîîáðàçíûì.Çàêëþ÷åíèåÂ ðàáîòå èññëåäîâàíû âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ ðàçëè÷íûõ �îðìóëèðîâîê èñõîä-íûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà ê ìîäåëèðîâàíèþ íåñòàöèîíàðíûõïðîñòðàíñòâåííûõ çàäà÷ ðàçíîãî òèïà (âíóòðåííèõ, ïðîòåêàíèÿ). �åàëèçîâàí èòåðàöè-îííûé ìåòîä íåïîëíîé àïïðîêñèìàöèè ñ ãðóïïîâîé îïòèìèçàöèåé ïàðàìåòðîâ äëÿ ðå-øåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ñõîäÿùèéñÿ íåçàâèñèìî îò ñâîéñòâîïåðàòîðà ñèñòåìû. Ìåòîä ïîêàçàë äîñòàòî÷íóþ ý��åêòèâíîñòü ïðè ðåøåíèè ðàçíîñò-íûõ àíàëîãîâ óðàâíåíèé Ïóàññîíà äëÿ äàâëåíèÿ, âåêòîðíîãî è ñêàëÿðíîãî ïîòåíöèàëîâ.�åàëèçîâàí òàêæå àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà îïòèìèçàöèè ïî âñåì èòåðàöèîííûì ïàðà-ìåòðàì îäíîâðåìåííî, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ìîæíî ïîëó÷èòü òî÷íîå ðåøåíèå ñèñòåìûçà îäíó èòåðàöèþ. Òàêîé ïîäõîä âåñüìà ýêîíîìè÷åí ïðè ïðîâåäåíèè òåñòîâûõ ñåðèéíûõðàñ÷åòîâ íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷.
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