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Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå îäíîé ìîäåëè âåòðîâîãîäâèæåíèÿ âÿçêîé æèäêîñòè (òðåõìåðíûé ñëó÷àé)∗Ë.À. Êîìïàíèåö, Ò.Â. ßêóáàéëèê, Î.Ñ. ÏèòàëüñêàÿÈíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ÑÎ �ÀÍ, Êðàñíîÿðñê, �îññèÿe-mail: kla�im.krasn.ru, tanyakub�torins.ru, olga.pitalskaya�gmail.omÍàéäåíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è âåòðîâîãî äâèæåíèÿ âÿç-êîé îäíîðîäíîé æèäêîñòè â çàìêíóòîì âîäîåìå ïðÿìîóãîëüíîé �îðìû. Ïðîâîäèò-ñÿ ñðàâíåíèå ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ ñ ðåøåíèåì äëÿ ìîäåëè Ýêìàíà (áåç ó÷åòà ý�-�åêòà áîêîâîãî ïåðåìåøèâàíèÿ), ÷òî ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü îáëàñòü ïðèìåíèìîñòèáîëåå ïðîñòîé ïðåäëîæåííîé ìîäåëè. Ïîëó÷åííîå ðåøåíèå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâà-íî äëÿ òåñòèðîâàíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ, ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ ðàñ÷åòàâåòðîâîãî äâèæåíèÿ æèäêîñòè.Êëþ÷åâûå ñëîâà: âÿçêàÿ æèäêîñòü, àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå.ÂâåäåíèåÓðàâíåíèÿ íåñòàöèîíàðíîãî òðåõìåðíîãî âåòðîâîãî äâèæåíèÿ âÿçêîé îäíîðîäíîé èíåîäíîðîäíîé æèäêîñòè [1, 2℄  ñîîòâåòñòâóþùèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, ó÷èòûâàþ-ùèìè âëèÿíèå âåòðà è òâåðäûõ ñòåíîê, ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ äâèæåíèÿâ ðåàëüíûõ âîäîåìàõ. Îäíàêî àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé äëÿ òàêèõ çàäà÷ â ëèòåðàòóðåíåìíîãî [3℄. Îòìåòèì, ÷òî àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ äëÿ ìîäåëåé ýêìàíîâñêîãî òèïà (êî-ãäà â óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ ñîõðàíÿþòñÿ òîëüêî ÷ëåíû, îïèñûâàþùèå òóðáóëåíòíîåäâèæåíèå â âåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíèè è ñèëó Êîðèîëèñà) â ñëó÷àå òðåõìåðíîãî èëèäâóìåðíîãî ñòàöèîíàðíîãî òå÷åíèÿ èçâåñòíû äëÿ ïîñòîÿííîãî è ïåðåìåííîãî êîý��èöè-åíòà âåðòèêàëüíîãî òóðáóëåíòíîãî îáìåíà è øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ äëÿ àíàëèçà ðåøåíèÿ[2 � 9℄ è ðàñ÷åòà êîíêðåòíûõ çàäà÷. Íàïðèìåð, â ðàáîòå [9℄ àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå äëÿýòîé ìîäåëè ïðèìåíÿåòñÿ â öåëÿõ îöåíêè ý��åêòà âîçíèêíîâåíèÿ êîìïåíñàöèîííîãîïðîòèâîòå÷åíèÿ â âîäîõðàíèëèùàõ ðàâíèííîãî òèïà.Ñäåëàåì ðÿä óïðîùàþùèõ ïðåäïîëîæåíèé, ïîçâîëÿþùèõ íàéòè àíàëèòè÷åñêîå ðå-øåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé, âûïèñàííîé â [1, 2℄, äëÿ ãîðèçîíòàëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ ñêî-ðîñòè êàê ïðè ïîñòîÿííîì, òàê è ïðè ïåðåìåííîì êîý��èöèåíòå âåðòèêàëüíîãî òóðáó-ëåíòíîãî îáìåíà:1) òå÷åíèå ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì, êîý��èöèåíòû ãîðèçîíòàëüíîãî òóðáóëåíòíîãî îá-ìåíà � âåëè÷èíû ïîñòîÿííûå;2) â óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ è â êèíåìàòè÷åñêîì êðàåâîì óñëîâèè íà ñâîáîäíîé ïî-âåðõíîñòè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü íåëèíåéíûìè ÷ëåíàìè (ìåäëåííîå òå÷åíèå);3) îòêëîíåíèå ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè îò íåâîçìóùåííîãî ïîëîæåíèÿ ìàë�o, è âëèÿíèåâåòðà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü íà íåâîçìóùåííîé ïîâåðõíîñòè áàññåéíà [2℄;

∗�àáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ Ìåæäèñöèïëèíàðíîãî èíòåãðàöèîííîãî ïðîåêòà ÑÎ �ÀÍ � 95.50



Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå îäíîé ìîäåëè âåòðîâîãî äâèæåíèÿ âÿçêîé æèäêîñòè 514) áàññåéí èìååò ïðÿìîóãîëüíóþ �îðìó; íà äíå çàäàíî óñëîâèå, ëèíåéíî ñâÿçûâàþ-ùåå êàñàòåëüíîå íàïðÿæåíèå è ãîðèçîíòàëüíóþ ñêîðîñòü òå÷åíèÿ;5) íà âåðòèêàëüíûõ ñòåíêàõ áàññåéíà ñòàâÿòñÿ óñëîâèÿ ïðèëèïàíèÿ;6) ñóùåñòâóåò ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå óðàâíåíèé ñ óêàçàííûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâè-ÿìè.Òîãäà ïîëó÷àåì êðàåâóþ çàäà÷ó, êîòîðàÿ ðåøàåòñÿ â îáëàñòè 0 < x < a, 0 < y < b,
−H < z < ζ(x):
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= u|y=b = u|x=0
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= v|y=b = 0,

w|z=0
= w|z=−H = 0. (6)Çäåñü H > 0 � ãëóáèíà áàññåéíà; u = u(x, y, z), v = v(x, y, z) � ãîðèçîíòàëüíûå êîì-ïîíåíòû âåêòîðà ñêîðîñòè òå÷åíèÿ; w = w(x, y, z) � âåðòèêàëüíàÿ êîìïîíåíòà âåêòîðàñêîðîñòè òå÷åíèÿ; g � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ; Kx > 0, Ky > 0 � êîý��èöè-åíòû ãîðèçîíòàëüíîãî òóðáóëåíòíîãî îáìåíà; Kz > 0 � êîý��èöèåíò âåðòèêàëüíîãîòóðáóëåíòíîãî îáìåíà; ζ = ζ(x, y) � îòêëîíåíèå ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè îò ðàâíîâåñíî-ãî ïîëîæåíèÿ; τx, τy � êîìïîíåíòû âåêòîðà êàñàòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ âåòðà íà âîäíîéïîâåðõíîñòè; ρ0 � ïëîòíîñòü âîäû; kb = const � êîý��èöèåíò ïðèäîííîãî êàñàòåëü-íîãî íàïðÿæåíèÿ; l � ïàðàìåòð Êîðèîëèñà. Îòìåòèì, ÷òî âàðèàíò kb = 0 îòâå÷àåòóñëîâèþ ñêîëüæåíèÿ áåç òðåíèÿ, à kb = ∞ � óñëîâèþ ïðèëèïàíèÿ. Îñü z íàïðàâëåíàâåðòèêàëüíî ââåðõ.Ïðè Kx = Ky = 0 ïîëó÷àåì õîðîøî èçó÷åííóþ ìîäåëü Ýêìàíà
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52 Ë.À. Êîìïàíèåö, Ò.Â. ßêóáàéëèê, Î.Ñ. Ïèòàëüñêàÿ1. Òî÷íîå ðåøåíèå ìîäåëè Ýêìàíà ïðè ïîñòîÿííîìêîý��èöèåíòå âåðòèêàëüíîãî òóðáóëåíòíîãî îáìåíà(Kz = onst) ñ ó÷åòîì íàêëîíîâ ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè�àññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé Ýêìàíà, îïèñûâàþùóþ ñòàöèîíàðíîå äâèæåíèå îä-íîðîäíîé æèäêîñòè äëÿ ñëó÷àÿ ïîñòîÿííîãî êîý��èöèåíòà òóðáóëåíòíîãî îáìåíà.Â êîìïëåêñíûõ îáîçíà÷åíèÿõ
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, (8)äëÿ ñëó÷àÿ áàññåéíà áåñêîíå÷íîé ãëóáèíû áûëî âûïèñàíî Ýêìàíîì â 1905 ã. Îñîáåííî÷àñòî äëÿ àíàëèçà ïðèìåíÿåòñÿ äðåé�îâàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò íàïðÿ-æåíèÿ âåòðà, õîòÿ ó÷åò ãåîñòðî�è÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé, çàâèñÿùåé îò íàêëîíîâ ñâîáîä-íîé ïîâåðõíîñòè, ìîæåò èçìåíèòü ðåøåíèå.Äëÿ íàõîæäåíèÿ íàêëîíîâ ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè [4℄, èíòåãðèðóÿ (8) ïî ãëóáèíå,ïîëó÷àåì
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Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå îäíîé ìîäåëè âåòðîâîãî äâèæåíèÿ âÿçêîé æèäêîñòè 53ãäå θ = π
H

d
, K = 2 sin θ sinh θ, L = cos 2θ+cosh 2θ,M = 2 cos θ cosh θ, N = sin 2θ−sinh 2θ,

P = sin 2θ + sinh 2θ.Ñ ó÷åòîì ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (6)
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54 Ë.À. Êîìïàíèåö, Ò.Â. ßêóáàéëèê, Î.Ñ. Ïèòàëüñêàÿà á

�èñ. 1. �îäîãðà�û ñêîðîñòåé â öåíòðàëüíîé òî÷êå áàññåéíà, ìîäåëü Ýêìàíà: H = 50ì (à),24ì (á)
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. (12)Ñ ó÷åòîì (10), (12) ðåøåíèå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïî �îðìóëå (8). Åñëè âåòåð ïî-ñòîÿíåí âäîëü âñåé àêâàòîðèè è τy = 0, òî äëÿ íàêëîíîâ ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè èìååì
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.Âëèÿíèå íàêëîíîâ ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè äåìîíñòðèðóåò ðèñ. 1, íà êîòîðîì ïîêà-çàíû ãîäîãðà�û ñêîðîñòè äëÿ ìîäåëè Ýêìàíà (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � ñ ó÷åòîì, òî÷êè �áåç ó÷åòà íàêëîíîâ ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè). �àññìàòðèâàëñÿ âîäîåì äëèíîé è øèðèíîé5000 ì. Âåòåð âäîëü âñåé àêâàòîðèè áàññåéíà ïîñòîÿíåí, ïðè ýòîì τx/ρ0 = 0.4·10−4 ì2/c2,

τy/ρ0 = 0, ïàðàìåòð Êîðèîëèñà l = 1.5 · 10−4 c−1, êîý��èöèåíò âåðòèêàëüíîãî òóðáó-ëåíòíîãî îáìåíà Kz = 0.02 ì2/c, ãëóáèíà H = 50 è 24 ì. Èç ñðàâíåíèÿ ðèñóíêîâ à è áñëåäóåò âûâîä: óìåíüøåíèå ãëóáèíû ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ óãëà ìåæäó íàïðàâëåíèåìâåòðà è âåêòîðîì ñêîðîñòè æèäêîñòè íà ïîâåðõíîñòè.2. Òî÷íîå ðåøåíèå ìîäåëè äâèæåíèÿ æèäêîñòèñ ó÷åòîì ãîðèçîíòàëüíîãî òóðáóëåíòíîãî îáìåíàïðè ïîñòîÿííûõ êîý��èöèåíòàõ òóðáóëåíòíîãî îáìåíàÅñëè íàêëîíû ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ðàâíû íóëþ, ëåãêî íàéòè ðåøåíèå ñèñòåìûóðàâíåíèé (1) � (3). Ñäåëàåì ýòî äëÿ ñëó÷àÿ Kx = Ky.



Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå îäíîé ìîäåëè âåòðîâîãî äâèæåíèÿ âÿçêîé æèäêîñòè 55Â êîìïëåêñíîé �îðìå óðàâíåíèÿ (1), (2) çàïèøóòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Kx

(

∂2W

∂x2
+

∂2W

∂y2

)

+Kz

∂2W

∂z2
− ilW = g

∂ζ

∂n
, (13)à ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â òàêèõ îáîçíà÷åíèÿõ ïðèìóò âèä

Kz

∂W

∂z

∣

∣

∣

∣

z=0

=
τW

ρ0
, (14)

Kz

∂W

∂z

∣

∣

∣

∣

z=−H

= kbW |z=−H , (15)
W = 0 íà âñåõ òâåðäûõ ñòåíêàõ. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ãðàäèåíòû îòêëîíåíèÿ ñâî-áîäíîé ïîâåðõíîñòè ìàëû è èìè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, òî óðàâíåíèÿ çàïèøóòñÿ êàê

Kx

(

∂2W

∂x2
+

∂2W

∂y2

)

+Kz

∂2W

∂z2
− ilW = 0. (16)Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå

W =
∞
∑

n=1

∞
∑

m=1

fn,m(z) sin
(nπx

a

)

sin
(mπy

b

)

.Ïîäñòàâëÿÿ ïîñëåäíåå âûðàæåíèå â (16), èìååì
Kx

(nπ

a

)2

fn,m +Kx

(mπ

b

)2

fn,m −Kzf
′′

n,m + ilfn,m = 0.�åøåíèÿìè ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ �óíêöèè
fn,m = C1

n,me
√
αn,mz + C2

n,me
−
√
αn,mz,ãäå

αn,m =
Kx

(nπ

a

)2

+Kx

(mπ

b

)2

+ il

Kz

. (17)Âåëè÷èíû C1

n,m è C2

n,m íàõîäèì èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (14) è (15), ó÷èòûâàÿ, ÷òî
τW =

∞
∑

n=1

∞
∑

m=1

ϕn,m sin
(nπx

a

)

sin
(mπy

b

)

. (18)�åøåíèå ñ ó÷åòîì íàêëîíîâ ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè íàõîäèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.Ïðîèíòåãðèðóåì óðàâíåíèÿ (1) � (3) ïî z:
Kx

0
∫

−H

(

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2

)

dz +Kz

∂u

∂z

∣

∣

∣

∣

0

−H

+ l

0
∫

−H

vdz = Hg
∂ζ

∂x
, (19)

Kx

0
∫

−H

(

∂2v

∂x2
+

∂2v

∂y2

)

dz +Kz

∂v

∂z

∣

∣

∣

∣

0

−H

− l

0
∫

−H

udz = Hg
∂ζ

∂y
, (20)

0
∫

−H

(

∂u

∂x
+

∂v

∂y
+

∂w

∂z

)

dz = 0. (21)
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Kx

∂2

∂x2

(

−∂Ψ

∂y

)

+Kx

∂2

∂y2

(

−∂Ψ

∂y

)

+Kz

∂u

∂z

∣

∣

∣

∣

z=0

−Kz

∂u

∂z

∣

∣

∣

∣

z=−H

+ l
∂Ψ

∂x
= Hg

∂ζ

∂x
, (22)

Kx

∂2

∂x2

(

∂Ψ

∂x

)

+Kx

∂2

∂y2

(

∂Ψ

∂x

)

+Kz

∂v

∂z

∣

∣

∣

∣

z=0

−Kz

∂v

∂z

∣

∣

∣

∣

z=−H

− l

(

−∂Ψ

∂y

)

= Hg
∂ζ

∂y
. (23)Ïðîäè��åðåíöèðóåì (22) ïî y è óìíîæèì íà (−1), çàòåì ïðîäè��åðåíöèðóåì (23) ïî

x è ñëîæèì ïîëó÷èâøèåñÿ âûðàæåíèÿ. Ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ Ψ:
Kx∆∆Ψ + kb

∂u

∂y

∣

∣

∣

∣

z=−H

− kb
∂v

∂x

∣

∣

∣

∣

z=−H

=
∂

∂y

τx
ρ0

− ∂

∂x

τy
ρ0

. (24)�åøåíèå óðàâíåíèÿ (24) áóäåì èñêàòü â âèäå
Ψ =

∞
∑

n=1

∞
∑

m=1

Ψn,m sin
(nπx

a

)

sin
(mπy

b

)

, (25)à ðåøåíèå (13) � â âèäå
W =

∞
∑

n=1

∞
∑

m=1

(

c1n,me
√
αn,mz − c2n,me

−
√
αn,mz + c3n,mdζn,m

)

sin
(nπx

a

)

sin
(mπy

b

)

, (26)ãäå dζn,m � êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Ôóðüå âåëè÷èíû ∂ζ

∂n
, αn,m îïðåäåëÿåòñÿïî �îðìóëå (17) è

∂

∂y

τx
ρ0

− ∂

∂x

τy
ρ0

=

∞
∑

n=1

∞
∑

m=1

τn,m sin
(nπx

a

)

sin
(mπy

b

)

. (27)Ó÷èòûâàÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (4), (5), c1n,m, c2n,m è c3n,m îïðåäåëÿþòñÿ èç ðåøåíèÿñèñòåìû óðàâíåíèé
Kz

√
αn,m(c1n,m − c2n,m) =

τn,m
ρ0

,

Kz

√
αn,m(c1n,me

−
√
αn,mH − c2n,me

√
αn,mH) = kb(c1n,me

−
√
αn,mH + c2n,me

√
αn,mH + c3n,mdζn,m),

Kx

(

(πn

a

)2

+
(πm

b

)2
)

c3n,m + ilc3n,m = −g.Ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé (22), (23) èñêëþ÷èì âåëè÷èíû ∂ζ

∂x
è ∂ζ

∂y
èç óðàâíåíèé (1), (2):

Kx

(

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2

)

+Kz

∂2u

∂z2
+ lv =

1

H
Kx

∂2

∂x2

(

−∂Ψ

∂y

)

+Kx

∂2

∂y2

(

−∂Ψ

∂y

)

+

+Kz

∂u

∂z

∣

∣

∣

∣

z=0

−Kz

∂u

∂z

∣

∣

∣

∣

z=−H

+ l
∂Ψ

∂x
, (28)

Kx

(

∂2v

∂x2
+

∂2v

∂y2

)

+Kz

∂2v

∂z2
− lu =

1

H
Kx

∂2

∂x2

(

∂Ψ

∂x

)

+Kx

∂2

∂y2

(

∂Ψ

∂x

)

+

+Kz

∂v

∂z

∣

∣

∣

∣

z=0

−Kz

∂v

∂z

∣

∣

∣

∣

z=−H

− l

(

−∂Ψ

∂y

)

. (29)



Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå îäíîé ìîäåëè âåòðîâîãî äâèæåíèÿ âÿçêîé æèäêîñòè 57Ïîäñòàâèì ðåøåíèÿ (25), (26) â óðàâíåíèÿ (24), (28), (29). Ñ ó÷åòîì ðàçëîæåíèÿ(27) ïîëó÷èì ñèñòåìó àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ïîçâîëÿþùèõ íàéòè êîý��èöèåíòû,îïðåäåëÿþùèå �óíêöèè Ψ, ∂ζ
∂x

, ∂ζ
∂y

.�àñ÷åòû ïðîâîäèëèñü äëÿ ðàçëè÷íîãî êîëè÷åñòâà ÷ëåíîâ ðÿäà, è áûëî íàéäåíî òîçíà÷åíèå n0, íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî ðåøåíèÿ óæå ïðàêòè÷åñêè íå îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà(â äàííîì ñëó÷àå n0 = 40).�èñóíîê 2 äåìîíñòðèðóåò âëèÿíèå íà ðåøåíèå ÷ëåíîâ ñ íàêëîíàìè ñâîáîäíîé ïîâåðõ-íîñòè äëÿ ìîäåëè ñ ó÷åòîì ãîðèçîíòàëüíîãî òóðáóëåíòíîãî îáìåíà (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ �à á

�èñ. 2. �îäîãðà�û ñêîðîñòåé â öåíòðàëüíîé òî÷êå áàññåéíà, ìîäåëü ñ ó÷åòîì ãîðèçîíòàëüíîãîòóðáóëåíòíîãî îáìåíà: H = 50ì (à), 24ì (á)à á

�èñ. 3. �îäîãðà�û ñêîðîñòåé: à � â öåíòðàëüíîé òî÷êå áàññåéíà, á � âáëèçè ãðàíèöû



58 Ë.À. Êîìïàíèåö, Ò.Â. ßêóáàéëèê, Î.Ñ. Ïèòàëüñêàÿðåøåíèå ñ ó÷åòîì íàêëîíîâ ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè, òî÷êè � áåç ó÷åòà). Âåòåð âäîëüâñåé àêâàòîðèè áàññåéíà ïîñòîÿíåí, τx/ρ0 = 0.4 · 10−4 ì2/c2, τy/ρ0 = 0, êîý��èöèåíòûòóðáóëåíòíîãî îáìåíà Kx = Ky = 200 ì2/c, Kz = 0.02 ì2/c, êîý��èöèåíò ïðèäîííîãîêàñàòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ kb = 200 ì/c. Äëÿ ñêîðîñòè íà ïîâåðõíîñòè íàáëþäàåòñÿ òîòæå ý��åêò, ÷òî è â ñëó÷àå ðàñ÷åòîâ ïî ìîäåëè Ýêìàíà (ñì. ðèñ.1).Ñðàâíèì ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííûå ïî äâóì îïèñàííûì âûøå ìîäåëÿì.Îñîáåííîñòüþ òå÷åíèÿ ñ ó÷åòîì ãîðèçîíòàëüíîãî òóðáóëåíòíîãî îáìåíà ÿâëÿåòñÿîáðàùåíèå ðåøåíèÿ â íóëü íà âåðòèêàëüíûõ ñòåíêàõ áàññåéíà, â òî âðåìÿ êàê ðåøå-íèå óðàâíåíèÿ (7) óäîâëåòâîðÿåò íà ãðàíèöàõ óñëîâèþ îáðàùåíèÿ â íóëü íîðìàëüíîéñîñòàâëÿþùåé ïîëíîãî ïîòîêà ñêîðîñòè.Íà ðèñ. 3 ïðèâåäåíî ñðàâíåíèå ñêîðîñòåé, ïîëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ ðåøåíèÿ (26)(òî÷êè), è ðåøåíèÿ äëÿ ìîäåëè Ýêìàíà (8) (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) â öåíòðå áàññåéíà èIà á

IIà á

�èñ. 4. �àñïðåäåëåíèå ñêîðîñòåé íà ïîâåðõíîñòè ïðè ïîñòîÿííîì âåòðå (I) è ïðè êðóãîâîìäâèæåíèè âåòðà (II): à � ìîäåëü ñ âÿçêîñòüþ (26), á � ìîäåëü Ýêìàíà



Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå îäíîé ìîäåëè âåòðîâîãî äâèæåíèÿ âÿçêîé æèäêîñòè 59âáëèçè ãðàíèöû. �àññìàòðèâàëñÿ âîäîåì äëèíîé è øèðèíîé 5000 ì, ïðè ýòîì
τx/ρ0 = 0.4 · 10−4 ì2/c2, τy/ρ0 = 0, êîý��èöèåíò ïðèäîííîãî òðåíèÿ kb = 200 ì/c,êîý��èöèåíò âåðòèêàëüíîãî òóðáóëåíòíîãî îáìåíà Kz = 0.02 ì2/c, êîý��èöèåíòû ãî-ðèçîíòàëüíîãî òóðáóëåíòíîãî îáìåíàKx = Ky = 1 ì2/, ãëóáèíàH = 50 ì. Èç ãðà�èêîâñëåäóåò: ÷åì áëèæå ê ãðàíèöå ðàñïîëîæåíà òî÷êà, òåì ñèëüíåå ðàçëè÷èå ðåçóëüòàòîâ,ïîëó÷åííûõ ïî ðàññìàòðèâàåìûì ìîäåëÿì.Íà ðèñ. 4, I ïîêàçàíî ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòåé íà ïîâåðõíîñòè äëÿ ìîäåëåé (26) èÝêìàíà ïðè ïîñòîÿííîì âåòðå (τx/ρ0 = 0.4 · 10−4 ì2/c2, τy/ρ0 = 0), íà ðèñ. 4, II � ïðèâåòðå, çàäàííîì ïî �îðìóëàì τx

ρ0
= −y,

τy
ρ0

= x. �àññìàòðèâàëñÿ âîäîåì äëèíîé è øèðè-íîé 5000 ì, êîý��èöèåíò ïðèäîííîãî òðåíèÿ kb = 2 ì/c, êîý��èöèåíò âåðòèêàëüíîãîòóðáóëåíòíîãî îáìåíà Kz = 0.02 ì2/c, ãëóáèíà H = 50 ì.Âèäíî, ÷òî â îáëàñòè, äîñòàòî÷íî óäàëåííîé îò áåðåãîâ, ðåøåíèÿ áëèçêè. Ïðè óâåëè-÷åíèè êîý��èöèåíòà ãîðèçîíòàëüíîãî òóðáóëåíòíîãî îáìåíà Kx ðàçëè÷èå ìåæäó ðåøå-íèÿìè ìîäåëè ñ ó÷åòîì ãîðèçîíòàëüíîãî òóðáóëåíòíîãî îáìåíà (26) è ìîäåëè Ýêìàíàñòàíîâÿòñÿ âñå áîëåå ñóùåñòâåííûìè.3. �åøåíèå ìîäåëè ñ ó÷åòîì ãîðèçîíòàëüíîãîòóðáóëåíòíîãî îáìåíà ïðè ïåðåìåííîì êîý��èöèåíòåâåðòèêàëüíîãî òóðáóëåíòíîãî îáìåíà áåç ó÷åòà íàêëîíîâñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè3.1. Òî÷íîå ðåøåíèå ïðè ïåðåìåííîì âåðòèêàëüíîì êîý��èöèåíòåòóðáóëåíòíîãî îáìåíà (Kz = cz + d)Ïîëó÷èòü ðåøåíèå äëÿ ìîäåëè ñ ó÷åòîì ãîðèçîíòàëüíîãî òóðáóëåíòíîãî îáìåíà âñëó÷àå ïåðåìåííîãî êîý��èöèåíòà òóðáóëåíòíîãî îáìåíà ïðè ó÷åòå íàêëîíîâ ñâîáîäíîéïîâåðõíîñòè ñëîæíî, îäíàêî ýòà çàäà÷à ñòàíîâèòñÿ ðåàëüíîé äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõíàêëîíîâ (â ýòîì ñëó÷àå ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèé (1) � (3) ìîæíî ñ÷èòàòü ðàâíîé íóëþ).Íàéäåì ðåøåíèå äëÿ ìîäåëè ñ ó÷åòîì ãîðèçîíòàëüíîãî òóðáóëåíòíîãî îáìåíà ïðè Kz =

cz + d, Kx = Ky è óñëîâèè ∂ζ

∂n
= 0. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (13) áóäåò èìåòü âèä

Kx

(

∂2W

∂x2
+

∂2W

∂y2

)

+
∂

∂z

(

(cz + d)
∂W

∂z

)

− ilW = 0, (30)ñëåäîâàòåëüíî,
Kx

(

∂2W

∂x2
+

∂2W

∂y2

)

+ c
∂W

∂z
+ (cz + d)

∂2W

∂z2
− ilW = 0,ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

d
∂W

∂z

∣

∣

∣

∣

z=0

=
τW

ρ0
,

(d− cH)
∂W

∂z

∣

∣

∣

∣

z=−H

= kbW |z=−H ,íà âñåõ òâåðäûõ ñòåíêàõ
W = 0.
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Fn,m =

∞
∑

n,m=1

fn,m(z)sin
nπ

a
x sin

mπ

b
y; (31)ó÷èòûâàÿ (18) è ïîäñòàâëÿÿ (31) â óðàâíåíèå (30), èìååì

∂2fn,m
∂z2

(cz + d) + c
∂fn,m
∂z

−
(

Kx

(nπ

a

)2

+Kx

(mπ

b

)2

+ il

)

fn,m = 0.Ïðîâåäåì çàìåíó ïåðåìåííûõ
ξ = cz + d, fn,m(z) = χn,m(ξ),

ξc2
∂2χn,m

∂ξ2
+ c2

∂χn,m

∂ξ
−

(

Kx

(nπ

a

)2

+Kx

(mπ

b

)2

+ il

)

χn,m = 0.Ïîäåëèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà c2 è óìíîæèì íà ξ:
ξ2
∂2χn,m

∂ξ2
+ ξ

∂χn,m

∂z
− ξ

c2

(

Kx

(nπ

a

)2

+Kx

(mπ

b

)2

+ il

)

χn,m = 0. (32)�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðåîáðàçóþòñÿ ê ñëåäóþùåìó âèäó:
ξ
∂χn,m

∂ξ
c

∣

∣

∣

∣

ξ=d

= ϕn,m,

ξ
∂χn,m

∂ξ
c

∣

∣

∣

∣

ξ=d−cH

= kbχn,m|z=d−cH
.Óðàâíåíèå (32) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíîðîäíîå ìîäè�èöèðîâàííîå óðàâíåíèå Áåñ-ñåëÿ, ðåøåíèå êîòîðîãî âûïèñûâàåòñÿ êàê

χn,m = Z0

(

2

c

√

αn,mξ

)

,

Z0

(

2

c

√

αn,mξ

)

= Cn,m
1

Jn,m
0

(ξ) + Cn,m
2

Kn,m
0

(ξ), αn,m =
Kx

(nπ

a

)2

+Kx

(mπ

b

)2

+ il

Kz

,çäåñü J0(ξ), K0(ξ) � �óíêöèè Áåññåëÿ.3.2. �åøåíèå ïðè ïåðåìåííîì êîý��èöèåíòå âåðòèêàëüíîãî òóðáóëåíòíîãîîáìåíà (Kz = δeλz)Åñëè êîý��èöèåíò âåðòèêàëüíîãî òóðáóëåíòíîãî îáìåíà Kz = δeλz, Kx = Ky è
∂ζ

∂n
= 0, òî óðàâíåíèå (13) ïðèìåò âèä

Kx

(

∂2W

∂x2
+

∂2W

∂y2

)

+ δλeλz
∂W

∂z
+ δeλz

∂2W

∂z2
− ilW = 0. (33)
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−
(

Kx

(nπ

l

)2

+Kx

(mπ

l

)2

+ il

)

fn,m + δλeλz
∂fn,m
∂z

+ δeλz
∂2fn,m
∂z2

= 0.Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé ξ = e−
λ
2
z, αnm = Kx

(nπ

l

)2

+Kx

(mπ

l

)2

+ il, ïîñëå ÷åãîïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ
−αn,mfn,m − δ

λ2

4

1

ξ

∂fn,m
∂ξ

+ δ
λ2

4

∂2fn,m
∂ξ2

= 0ñ ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì ïðåîáðàçîâàííûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè
−δλ

2ξ

∂fn,m
∂ξ

∣

∣

∣

∣

ξ=1

= ϕn,m,−
δλ

2ξ

∂fn,m
∂ξ

∣

∣

∣

∣

ξ=e
λ
2
H

= kb fn,m|
ξ=e

λ
2
H . (34)Óìíîæèì (34) íà ξ2 è ðàçäåëèì íà δλ2

4
:

−αn,m

4

δλ2
ξ2fn,m − ξ

∂fn,m
∂ξ

+ ξ2
∂2fn,m
∂ξ2

= 0. (35)Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíîðîäíîå ìîäè�èöèðîâàííîå óðàâíåíèå Áåñ-ñåëÿ, ðåøåíèå êîòîðîãî âûïèñûâàåòñÿ â âèäå
fn,m = Cn,m

1
ξI1

(

2

λ

√

αn,m

δ
ξ

)

+ Cn,m
2

ξK1

(

2

λ

√

αn,m

δ
ξ

)

. (36)Ïîäñòàâëÿÿ äàííîå ðåøåíèå (36) â óðàâíåíèå (35) è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (34), íàõîäèìêîý��èöèåíòû Cn,m
1

, Cn,m
2

è ïîëó÷àåì ðåøåíèå
W =

∞
∑

n=1

(

Cn,m
1

e−
λ
2
zI1

(

2

λ

√

αn,m

δ
e−

λ
2
z

)

+

+ Cn,m
2

e−
λ
2
zK1

(

2

λ

√

αn,m

δ
e−

λ
2
z

))

sin
nπx

a
sin

mπx

b
.Íà ðèñ. 5 ïðåäñòàâëåíî ñðàâíåíèå ñêîðîñòåé äëÿ òðåõ êîý��èöèåíòîâ âåðòèêàëüíî-ãî òóðáóëåíòíîãî îáìåíà, êàê ïîñòîÿííîãî, òàê è ïåðåìåííîãî. Íà ðèñ. 5, à ïðèâåäåíûãðà�èêè òðåõ ðàñïðåäåëåíèé êîý��èöèåíòà Kz ïî ãëóáèíå: ïîñòîÿííîãî � ñïëîøíàÿëèíèÿ, ëèíåéíîãî � òî÷êè, ýêñïîíåíöèàëüíîãî � øòðèõ. Íà ðèñ. 5, á èçîáðàæåíû ãî-äîãðà�û ñêîðîñòè äëÿ òðåõ ñëó÷àåâ: ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � ãîäîãðà�, ïîñòðîåííûé ïî�îðìóëå äðåé�îâîé ñîñòàâëÿþùåé ìîäåëè Ýêìàíà äëÿ ïîñòîÿííîãî êîý��èöèåíòà âåð-òèêàëüíîãî òóðáóëåíòíîãî îáìåíà ñ óñëîâèÿìè ïðèëèïàíèÿ íà äíå � ðåøåíèå âèäà (8)ïðè ∂ζ

∂n
= 0, òî÷êè è øòðèõ � ãîäîãðà�û äëÿ ìîäåëè Ýêìàíà â ñëó÷àå ëèíåéíîãî

Kz = cz + d è ýêñïîíåíöèàëüíîãî Kz = δeλz êîý��èöèåíòîâ âåðòèêàëüíîãî òóðáóëåíò-íîãî îáìåíà ñîîòâåòñòâåííî. Íà ðèñ. 5, â, ã ïðèâåäåíû ãîäîãðà�û ñêîðîñòè äëÿ ìîäåëèñ ó÷åòîì ãîðèçîíòàëüíîãî òóðáóëåíòíîãî îáìåíà: ñïëîøíûå ëèíèè, øòðèõ è òî÷êè �
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�èñ. 5. �àñïðåäåëåíèÿ òðåõ êîý��èöèåíòîâ âåðòèêàëüíîãî òóðáóëåíòíîãî îáìåíà è ãîäîãðà�ûñêîðîñòåé (ïîëó÷åííûå ïî îïèñàííûì ìîäåëÿì), ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì ðàñïðåäåëåíèÿìïðè ïîñòîÿííîì Kz = 0.02ì2/c, ëèíåéíîì Kz = cz + d è ýêñïîíåíöèàëüíîì Kz = δeλzðàñïðåäåëåíèè ñîîòâåòñòâåííî (ðèñ. â � Kz = 1ì2/c, ã � Kz = Ky = 200ì2/).�àñ÷åòû áûëè ïðîâåäåíû ïðè ñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ: ïàðàìåòð Êîðèîëè-ñà l = 1.5 ·10−4 c−1, τx/ρ0 = 0.4 ·10−4 ì2/ñ2, τy = 0, áàññåéí ñî ñòîðîíàìè a = b = 5000 ì èãëóáèíîé H = 50 ì. Ïðè ýòîì c = 7 ·10−4, d = 3.75 ·10−2 è λ = 2 ·10−2, δ = 3.16 ·10−2 äëÿëèíåéíîãî è ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèé ïî ãëóáèíå êîý��èöèåíòà âåðòèêàëü-íîãî òóðáóëåíòíîãî îáìåíà ñîîòâåòñòâåííî. Ñêîðîñòè âûâåäåíû â öåíòðàëüíîé òî÷êåáàññåéíà. Èç ðèñ. 5 ñëåäóåò, ÷òî èçìåíåíèå êîý��èöèåíòà òóðáóëåíòíîãî îáìåíà ïîãëóáèíå ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ ãëóáèíû, íà êîòîðîé ñêîðîñòè èìåþò íàïðàâëåíèÿ, ïðî-
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