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Ïðèáëèæåííûå çàêîíîìåðíîñòè áåçóäàðíîãîñèëüíîãî ñæàòèÿ ìíîãîìåðíûõ ñëîåâ ãàçà∗À.Â. �îùóïêèíÓðàëüñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò ïóòåé ñîîáùåíèÿ, Åêàòåðèíáóðã, �îññèÿe-mail: alex�eleview.om�àññìîòðåíî ïîëó÷åíèå ïðèáëèæåííûõ çàêîíîìåðíîñòåé ïîâåäåíèÿ ãàçîäèíà-ìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ íà ñæèìàþùåì ïîðøíå, ðåàëèçóþùåì áåçóäàðíîå ñèëüíîåñæàòèå äî áåñêîíå÷íîé ïëîòíîñòè äâóìåðíûõ è òðåõìåðíûõ îáúåìîâ ãàçà.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãàçîâàÿ äèíàìèêà, ñèëüíîå áåçóäàðíîå ñæàòèå.ÂâåäåíèåÇàäà÷à î áåçóäàðíîì ñèëüíîì ñæàòèè èäåàëüíîãî ãàçà äî ëþáîé çàäàííîé ïëîòíîñòè(â òîì ÷èñëå áåñêîíå÷íîé) èíòåðåñíà â ñâÿçè ñ ïðîáëåìîé óïðàâëÿåìîãî òåðìîÿäåðíîãîñèíòåçà [1, 2℄. Òåðìèí �áåçóäàðíîå� çäåñü îçíà÷àåò, ÷òî âñå ðàññìàòðèâàåìûå òå÷åíèÿãàçà äîëæíû îòäåëÿòüñÿ äðóã îò äðóãà òîëüêî ñëàáûìè ðàçðûâàìè, íî íå óäàðíûìèâîëíàìè. Èìåþòñÿ ÷åòûðå òî÷íûõ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè, îïè-ñûâàþùèå òå÷åíèÿ, äàþùèå òàêèå ðåæèìû ñæàòèÿ â íà÷àëå ïîêîÿùåãîñÿ èäåàëüíîãîãàçà:1) ïðîñòàÿ öåíòðèðîâàííàÿ âîëíà �èìàíà, îïèñûâàþùàÿ ñæàòèå îäíîìåðíîãî ïëîñêî-ñèììåòðè÷íîãî ñëîÿ äî áåñêîíå÷íîé ïëîòíîñòè [3 � 5℄; ïðè ýòîì äàâëåíèå íà ñæèìàþùåìïîðøíå ðàñòåò ïðîïîðöèîíàëüíî âåëè÷èíå (−t)−(γ−1)/(γ+1), ãäå t = 0 � ìîìåíò ñèëüíîãîñæàòèÿ, γ > 1 � ïîêàçàòåëü ïîëèòðîïû ãàçà;2) àâòîìîäåëüíûå ðåøåíèÿ Ñåäîâà, îïèñûâàþùèå ñæàòèå îäíîìåðíûõ îáúåìîâ ãàçàñî ñ�åðè÷åñêîé èëè öèëèíäðè÷åñêîé ñèììåòðèåé [2, 6 �9 ℄ Â ýòîì ñëó÷àå àñèìïòîòè÷å-ñêèé çàêîí ðîñòà äàâëåíèÿ íà ïîðøíå (−t)−2γ/[γ−(ν−1)/(ν+1)], ν = 1 � â ñëó÷àå öèëèíäðè-÷åñêîé, ν = 2 � â ñëó÷àå ñ�åðè÷åñêîé ñèììåòðèè;3) äâóìåðíîå ðåøåíèå Ñó÷êîâà, îïèñûâàþùåå ñæàòèå ïðèçìû ïðè ñîãëàñîâàííûõçíà÷åíèÿõ ïîêàçàòåëÿ γ è óãëà ïðèçìû [10℄;4) òðåõìåðíîå ðåøåíèå Ñèäîðîâà, îïèñûâàþùåå ñæàòèå ìíîãîãðàííèêà ïðè ñîãëà-ñîâàííûõ çíà÷åíèÿõ ïîêàçàòåëÿ γ è äâóãðàííûõ óãëîâ [10℄.Â ìîíîãðà�èè [11℄ ïðåäëîæåí ñëåäóþùèé ïîäõîä ê ìàòåìàòè÷åñêîìó îïèñàíèþ ïðî-öåññîâ áåçóäàðíîãî ñèëüíîãî ñæàòèÿ èäåàëüíîãî ãàçà. Ñíà÷àëà ñòàâÿòñÿ íóæíûå (ñ òî÷-êè çðåíèÿ ãàçîâîé äèíàìèêè) íà÷àëüíî-êðàåâûå çàäà÷è, à çàòåì èùóòñÿ ðåøåíèÿ ýòèõçàäà÷ è àíàëèçèðóþòñÿ ñâîéñòâà ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé. Â ðàáîòå [11℄ ïîêàçàíî, ÷òî òå-÷åíèÿ, îïèñûâàþùèå áåçóäàðíîå ñèëüíîå ñæàòèå ãàçà, åñòü ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõõàðàêòåðèñòè÷åñêèõ çàäà÷ Êîøè. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ áåñêîíå÷íîé ïëîòíîñòè ñæàòèÿ ðåøà-åòñÿ îäíà òàêàÿ çàäà÷à � î ïîëó÷åíèè âåðòèêàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (õçÊ1). Òå÷åíèå,êîòîðîå îïèñûâàåòñÿ ðåøåíèåì õçÊ1, åñòü îáîáùåíèå öåíòðèðîâàííîé âîëíû �èìàíà íà

∗�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ãðàíò � 03-01-00052).71



72 À.Â. �îùóïêèíñëó÷àé ïðîñòðàíñòâåííûõ òå÷åíèé. Çàìåòèì, ÷òî ïðè t < 0 äàííîå ðåøåíèå îïèñûâàåòíåîãðàíè÷åííîå ñæàòèå ãàçà, à ïðè t > 0 � ðàçëåò ãàçà â âàêóóì.�åøåíèå çàäà÷è õçÊ1 ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñòåïåííîãî ðÿäà ïî ñòåïåíÿì íåçàâèñè-ìûõ ïåðåìåííûõ â íîâîì �óíêöèîíàëüíîì ïðîñòðàíñòâå. Â ðàáîòàõ [11 � 14℄ ïðèâåäåíñïîñîá ïîëó÷åíèÿ êîý��èöèåíòîâ ýòîãî ðÿäà, âûïèñàíû íåñêîëüêî ïåðâûõ êîý��èöè-åíòîâ è ïîêàçàíî, ÷òî äàííûå ðÿäû èìåþò íå íóëåâóþ îáëàñòü ñõîäèìîñòè.Íà îñíîâå ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè, ðàçðàáîòàííîé â [11℄, â [15℄ ïîëó÷åíû ïðèáëèæåí-íûå çàêîíîìåðíîñòè äâèæåíèÿ íåïðîíèöàåìûõ ïîðøíåé, îáåñïå÷èâàþùèõ áåçóäàðíîåñèëüíîå ñæàòèå äî áåñêîíå÷íîé ïëîòíîñòè îäíîìåðíûõ ñëîåâ èäåàëüíîãî ãàçà, è ïî-êàçàíî, ÷òî íàéäåííûå çàêîíîìåðíîñòè îïèñûâàþòñÿ êðèâûìè, ëåæàùèìè â îáëàñòÿõñõîäèìîñòè ðÿäîâ çàäà÷è õçÊ1.Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå ïðèáëèæåííûõ çàêîíîìåðíîñòåé äâèæå-íèÿ íåïðîíèöàåìûõ ïîðøíåé, îáåñïå÷èâàþùèõ áåçóäàðíîå ñèëüíîå ñæàòèÿ íå îäíîìåð-íûõ ñëîåâ ãàçà äî áåñêîíå÷íîé ïëîòíîñòè. Ìåòîä ïîëó÷åíèÿ ýòèõ çàêîíîìåðíîñòåé íàñëó÷àé ìíîãîìåðíûõ òå÷åíèé îáîáùàåò ïîäõîä èç ðàáîòû [15℄.1. Çàäà÷à î ïîëó÷åíèè âåðòèêàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ�àññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè
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γ
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st +V · ∇s = 0,

(1)ãäå σ = ρ(γ−1)/2, ρ � ïëîòíîñòü, γ � êîíñòàíòà â óðàâíåíèè ñîñòîÿíèÿ ïîëèòðîïíîãîãàçà p = A2(S)ργ/γ, γ > 1, p � äàâëåíèå, S � ýíòðîïèÿ, s = A(S), V � âåêòîð ñêîðîñòèãàçà; U � âåêòîð íåèçâåñòíûõ �óíêöèé.Ïóñòü çàäàíû �îíîâîå òå÷åíèå U0, ïîâåðõíîñòü C∗ è âðåìÿ ñèëüíîãî ñæàòèÿ t = t∗.Òðåáóåòñÿ íàéòè ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè, îïèñûâàþùèå ïðîöåññáåçóäàðíîãî ñèëüíîãî ñæàòèÿ ãàçà �îíîâîãî òå÷åíèÿ U0 äî áåñêîíå÷íîé ïëîòíîñòè íàïîâåðõíîñòü C∗ â ìîìåíò âðåìåíè t = t∗.Äàííàÿ çàäà÷à ïðè t < 0 ðàññìîòðåíà â ìîíîãðà�èè [11℄, à ïðè t > 0 â ðàáîòàõ[12 � 14℄, ãäå ïîêàçàíî, ÷òî òðåáóåìûå ðåæèìû ñæàòèÿ èëè ðàçëåòà â âàêóóì îïèñûâà-þòñÿ ðåøåíèåì îäíîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé çàäà÷è Êîøè (õçÊ1) � çàäà÷è î ïîëó÷åíèèâåðòèêàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.�àññìîòðèì ñëó÷àé òðåõìåðíûõ òå÷åíèé.Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå R
3 ïîâåðõíîñòü C∗ ïàðàìåòðè÷åñêè çàäàåòñÿ ââèäå q = q (ξ1, ξ2) = (q1(ξ1, ξ2), q2(ξ1, ξ2), q3(ξ1, ξ2)) ,ãäå qi(ξ1, ξ2)� àíàëèòè÷åñêèå �óíêöèè â îêðåñòíîñòè íåêîòîðîé òî÷êè (ξ1 = ξ01 , ξ2 = ξ02) ,íå îñîáîé äëÿ C∗.Ïî �îíîâîìó òå÷åíèþ è ïîâåðõíîñòè ñèëüíîãî ñæàòèÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ

C±
0 � çâóêîâàÿ õàðàêòåðèñòèêà �îíîâîãî òå÷åíèÿ, ïî êîòîðîé áóäåò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿèñêîìàÿ âîëíà ñæàòèÿ.



Ïðèáëèæåííûå çàêîíîìåðíîñòè ÁÓÑÑ 73Îáîçíà÷èì U00 = U0|C±

0

, U0 = U00|t=t∗
.Ââåäåì íîâóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò (η, ξ1, ξ2), ïðåäëàãàåìóþ â ðàáîòå [14℄:1) ξ1, ξ2 � ïàðàìåòðû, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ çàäàåòñÿ ïîâåðõíîñòü C∗;2) η � ðàññòîÿíèå îò ïðîèçâîëüíîé òî÷êè ïðîñòðàíñòâà äî ïîâåðõíîñòè C∗, èçìåðÿ-åìîå âäîëü ïðÿìîé ñ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîìV∗ = V0 +

2

γ − 1
s0(ξ1, ξ2)σ

0(ξ1, ξ2)n(ξ1, ξ2),ãäå n(ξ1, ξ2) � íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè C∗ â òî÷êå (ξ1, ξ2), V = (u, v, w), u � ïðîåêöèÿâåêòîðà ñêîðîñòè ãàçà íà îñü η, v � íà îñü ξ1, w � íà îñü ξ2.Ââåäåííàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò (η, ξ1, ξ2), âîîáùå ãîâîðÿ, íå îðòîãîíàëüíà. Ñâÿçü íî-âûõ êîîðäèíàò ñ äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè R = (x1, x2, x3) èìååò âèäR = q+ ηV∗. (2)ßêîáèàí òàêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
J1 = [Rξ1 ×Rξ2 ] ·V∗îòëè÷åí îò íóëÿ, åñëè n ·V∗ 6= 0. Äàëåå ýòî óñëîâèå ïðåäïîëàãàåòñÿ âûïîëíåííûì.Â íîâûõ ïåðåìåííûõ õàðàêòåðèñòèêà C±

0 çàäàåòñÿ íåêîòîðûì óðàâíåíèåì η =
η00(t, ξ1, ξ2), ïðè÷åì η00(t∗, ξ1, ξ2) = 0. Äëÿ ãàçîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ �îíîâîãî òå-÷åíèÿ íà çâóêîâîé õàðàêòåðèñòèêå C±

0 ñîõðàíèì îáîçíà÷åíèåU00(t, ξ1, ξ2) = U0|C±

0

.Ïîñêîëüêó ó èñêîìîãî òå÷åíèÿ â ìîìåíò âðåìåíè t = t∗ ïðîèçâîäíûå ïî η íå îãðàíè-÷åíû, òî äåëàåòñÿ åùå îäíà çàìåíà ïåðåìåííûõ � çà íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå áåðóòñÿ
t, σ, ξ1, ξ2, à çà íîâûå èñêîìûå �óíêöèè � U = (η, u, v, w, s). ßêîáèàí òàêîãî ïðåîáðàçî-âàíèÿ, êàê è â îäíîìåðíîì è äâóìåðíîì ñëó÷àÿõ, J2 = ησ.Åñëè ïîëîæèòüH1 = [Rξ2 ×V∗] /J1, H2 = [Rξ1 ×V∗] /J1, H3 = [Rξ1 ×Rξ2 ] /J1,òî ñèñòåìà (1) â íîâûõ êîîðäèíàòàõ ïðèìåò âèä































































































(−ηt +V ·H3)− ηξ1V ·H1 − ηξ2V ·H2+

+
γ − 1

2
σ (Vσ ·H3 − ηξ1V ·H1 − ηξ2V ·H2+

+ησVξ1 ·H1 + ησVξ2 ·H2) = 0,

ησ
−→Vt + (−ηt +V ·H3)Vσ + (V ·H1) (ησVξ1−

−ηξ1Vσ) + (V ·H2) (ησVξ2 − ηξ2Vσ) +

+
2

γ − 1
σs2 (H3 − ηξ1H1 + ηξ2H2) +

2

γ
σ2s [sσH3+

+ (ησsξ1 − ηξ1sσ)H1 + (ησsξ2 − ηξ2sσ)H2] =
−→
0 ,

ησst + (−ηt +V ·H3) sσ + (V ·H1) (ησsξ1 − ηξ1sσ) +

+ (V ·H2) (ησsξ2 − ηξ2sσ) = 0.

(3)



74 À.Â. �îùóïêèíÄëÿ ñèñòåìû (3) íà õàðàêòåðèñòèêå C±
0 ñòàâÿòñÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿU|σ=σ00(t,ξ1,ξ2)

= U00(t, ξ1, ξ2) (4)è êðàåâûå óñëîâèÿ
η(t, ξ1, ξ2)|t=t∗

= 0. (5)Â ðàáîòå [11℄ äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.Òåîðåìà. Çàäà÷à (3), (4), (5) ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åêîé çàäà÷åé Êîøè ñòàí-äàðòíîãî âèäà, ó êîòîðîé â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (ξ = ξ01 , ξ = ξ01) ïðè
σ |t− t∗|

1/β < M ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå. Çäåñü J2|t=t∗
= 0,

J2|t6=t∗
6= 0, M = onst > 0, β = 2α, α = (γ + 1)/ [2(γ − 1)] ïðè 1 < γ < 3, β = 1 ïðè

γ ≥ 3.�åøåíèå õçÊ1 (3), (4), (5) â ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ (t, x1, x2, x3) ïðè t ≤ t∗ îïè-ñûâàåò ñæàòèå ãàçà äî áåñêîíå÷íîé ïëîòíîñòè â ìîìåíò t = t∗ íà ïîâåðõíîñòü C∗. Ïðè
t ≥ t∗ ðåøåíèå õçÊ1 îïèñûâàåò èñòå÷åíèå ãàçà â âàêóóì ïðè ìãíîâåííîì óñòðàíåíèè âìîìåíò t = t∗ ïîâåðõíîñòè C∗, ðàçäåëÿþùåé �îíîâîå òå÷åíèå U0 è âàêóóì.�åøåíèå õçÊ1 ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ðÿäàU(t, σ, ξ1, ξ2) =

∞
∑

k=0

Uk(σ, ξ1, ξ2)(t− t∗)
k/k!. (6)Ïîñòðîåíèå êîý��èöèåíòîâ ýòîãî ðÿäà äëÿ îáùåãî âèäà ãàçà �îíîâîãî òå÷åíèÿ ïîäðîá-íî èçëîæåíî â ðàáîòå [14℄. Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ãàç �îíîâîãî òå÷åíèÿ íàõîäèòñÿ â ñîñòî-ÿíèè îäíîðîäíîãî ïîêîÿ, ïîñòðîåíèå êîý��èöèåíòîâ ðÿäà (6) èçëîæåíî â ðàáîòå [13℄.Ïóñòü k = −1/r(ξ) � â ñëó÷àå äâóìåðíûõ òå÷åíèé è k = k1(ξ1, ξ2)+k2(ξ1, ξ2) � â ñëó-÷àå òðåõìåðíûõ òå÷åíèé, ãäå r(ξ) � ðàäèóñ êðèâèçíû êðèâîé C∗, k1(ξ1, ξ2), k2(ξ1, ξ2) �ãëàâíûå êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè C∗. Åñëè U0 � îäíîðîäíûé ïîêîé, òî íóëåâûå, ïåðâûå, àäëÿ η è âòîðîé êîý��èöèåíòû óêàçàííîãî ðÿäà èìåþò ñëåäóþùèé âèä (âåðõíèé çíàê �ñæàòèå ñíàðóæè, íèæíèé � èçíóòðè) [11 � 14℄:

u0 = ±
2

γ − 1
(σ − 1), v0 = w0 = 0, η0 = 0,

u1 =























−4α(k1 + k2)

[

σ2

3γ − 5
−

σ

γ − 3
+

2(γ − 1)

(γ − 3)(3γ − 5)
σα

]

, γ 6= 3, γ 6= 5/3,

−(k1 + k2)
[

σ2 − σ − σ ln σ
]

, γ = 3,

−3(k1 + k2)
[

σ2 ln σ + σ − σ2
]

, γ = 5/3,

v1 = w1 = 0, η1 = ±
γ + 1

γ − 1

[

σ −
2

γ + 1

]

,

η2 =



























γ + 5

4
u1 +

1

2
(k1 + k2)

γ + 1

γ − 1
σ (σ − 1) , γ 6= 3, γ 6= 5/3,

2u1 + (k1 + k2)σ (σ − 1) , γ = 3,

5

3
u1 + 2(k1 + k2)σ (σ − 1) , γ = 5/3.



Ïðèáëèæåííûå çàêîíîìåðíîñòè ÁÓÑÑ 752. Ïðèáëèæåííûå çàêîíîìåðíîñòè áåçóäàðíîãî ñèëüíîãî ñæàòèÿìíîãîìåðíûõ îáúåìîâ ãàçàÇàïèøåì ðåøåíèå çàäà÷è î ïîëó÷åíèè âåðòèêàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ â âèäå ñëåäóþùåãîñòåïåííîãî ðÿäà U (t, c, ξ) =
∞
∑

k=0

Uk (c, ξ) (t− t∗)
k/k!, (7)ãäå c � ñêîðîñòü çâóêà, c = σs � äëÿ îáùèõ ïðîñòðàíñòâåííûõ òå÷åíèé, c = σ �â ñëó÷àå, êîãäà ãàç �îíîâîãî òå÷åíèÿ íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè îäíîðîäíîãî ïîêîÿ ñ s = 1,

ξ = {ξ1, ξ2}. Äëÿ ñæàòèÿ îäíîðîäíîãî ïîêîÿùåãîñÿ ãàçà â ðàçäåëå 1 ïðèâåäåíû ïåðâûåêîý��èöèåíòû äàííîãî ðÿäà.Ñ öåëüþ îïðåäåëåíèÿ çàêîíà âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ íàéäåì cp(t, ξ) � çíà÷åíèå ñêîðî-ñòè çâóêà íà ñæèìàþùåì ïîðøíå. Â ýòîì ñëó÷àå çàêîí äâèæåíèÿ ïîðøíÿ â íàïðàâëåíèèíîðìàëè áóäåò çàäàâàòüñÿ ñîîòíîøåíèåì
ηp(t, ξ) =

[

∞
∑

k=0

ηk(c, ξ)(t− t∗)
k/k!

]
∣

∣

∣

∣

∣

c = cp(t, ξ)

.Ïîñêîëüêó ïîðøåíü íåïðîíèöàåìûé, òî äëÿ íåãî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî
∂ηp
∂t

= u(t, c, ξ)|c = cp(t, ξ)
,èëè

∂ηp
∂cp

·
∂cp
∂t

= u(t, cp, ξ)−
∂ηp
∂t

.Äåëàÿ çàìåíó τ = −(t − t∗) (∂/∂t = −∂/∂τ), ïîëó÷èì çàäà÷ó äëÿ îïðåäåëåíèÿ �óíê-öèè cp
∂ηp
∂cp

·
∂cp
∂τ

= −

[

u(t, cp, ξ) +
∂ηp
∂τ

]

, (8)ãäå â êà÷åñòâå u è ηp íóæíî ïîäñòàâëÿòü ñîîòâåòñòâóþùèå áåñêîíå÷íûå ðÿäû. Äè��å-ðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå èç ýòîé çàäà÷è �àêòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ îáûêíîâåííûì äè��åðåí-öèàëüíûì óðàâíåíèåì, â êîòîðîå ξ âõîäèò êàê ïàðàìåòð.Äàëåå òðåáóåòñÿ íàéòè òàêèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (8), ó êîòîðûõ cp(t, ξ) → +∞ ïðè
t → t∗−0. Ïîýòîìó íà÷àëüíûå äàííûå äëÿ óðàâíåíèÿ (8) íå ñòàâÿòñÿ è ïðè êîíêðåòíûõâûðàæåíèÿõ äëÿ �óíêöèé u è ηp áóäåì èñêàòü îáùåå ðåøåíèå â ïðèáëèæåííîì âèäå.Îãðàíè÷èâàÿñü òîëüêî ïåðâûìè êîý��èöèåíòàìè ðÿäîâ äëÿ u è ηp, íàéäåì ðåøåíèÿóðàâíåíèÿ (8) äëÿ ñëåäóþùèõ ïðîìåæóòêîâ çíà÷åíèÿ γ: 1 < γ < 5/3, γ = 5/3, γ >
5/3, γ 6= 3, γ = 3. Îáîçíà÷èâ äàëåå äëÿ ïðîñòîòû íàïèñàíèÿ cp êàê c, à ηp êàê η,ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ðåøåíèÿ.1) 1 < γ < 5/3. Óêàæåì íóëåâûå è ïåðâûå êîý��èöèåíòû ðÿäîâ (7), ÿâëÿþùèõñÿðàçëîæåíèåì ïî ñòåïåíÿì (t− t∗) �óíêöèé u è η, à äëÿ η è âòîðîé êîý��èöèåíò.Íóëåâûå êîý��èöèåíòû ðÿäîâ

u0 = ±
2

γ − 1
(c− 1) ∼ ±

2

γ − 1
c, η0 = 0.



76 À.Â. �îùóïêèíÇäåñü çíàê ∼ îçíà÷àåò àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâåíñòâî (ýêâèâàëåíòíîñòü) äâóõ �óíêöèé [16,ï. 4.4.-3℄ ïðè c → +∞.Ïåðâûå êîý��èöèåíòû ðÿäîâ áóäóò ñëåäóþùèìè: òàê êàê
α =

1

2

γ + 1

γ − 1
> 2 ⇔ γ + 1 > 4γ − 4 ⇔ γ < 5/3,è

u1 = −4kα

[

1

3γ − 5
c2 −

1

γ − 3
c+ 2

γ − 1

(γ − 3)(3γ − 5)
cα
]

,òî
u1 ∼ −8kα

γ − 1

(γ − 3)(3γ − 5)
cα, η1 = ±

γ + 1

γ − 1

(

c−
2

γ − 1

)

∼ ±
γ + 1

γ − 1
c.Âòîðîé êîý��èöèåíò ðÿäà η âû÷èñëÿåòñÿ ïî ñõåìå: ïîñêîëüêó

η2 =
γ + 5

4
u1 + kα

(

c2 − c
)

= kα

[

2
γ − 5

3γ − 5
c2 +

8

γ − 3
c− 2

(γ + 5)(γ − 1)

(γ − 3)(3γ − 5)
cα
]

,òî
η2 ∼ −2kα

(γ + 5)(γ − 1)

(γ − 3)(3γ − 5)
cα.Òàêèì îáðàçîì, ðÿäû u è η ïðèáëèæàþòñÿ êàê

u ∼ ±
2

γ − 1
c− 8kα

γ − 1

(γ − 3)(3γ − 5)
cα(t− t∗),

η ∼ ±
γ + 1

γ − 1
c(t− t∗)− kα

(γ + 5)(γ − 1)

(γ − 3)(3γ − 5)
cα(t− t∗)

2.à ðÿäû ηt, ηc êàê
ηt ∼ ±

γ + 1

γ − 1
c− 2kα

(γ + 5)(γ − 1)

(γ − 3)(3γ − 5)
cα(t− t∗),

ηc ∼ ±
γ + 1

γ − 1
(t− t∗)− kα2 (γ + 5)(γ − 1)

(γ − 3)(3γ − 5)
cα−1(t− t∗)

2.Ïîëàãàÿ τ = −(t− t∗), ïîëó÷èì
u ∼ ±

2

γ − 1
c + 8kα

γ − 1

(γ − 3)(3γ − 5)
cατ, ητ ∼ ∓

γ + 1

γ − 1
c− 2kα

(γ + 5)(γ − 1)

(γ − 3)(3γ − 5)
cατ,

ηc ∼ ∓
γ + 1

γ − 1
τ − kα2 (γ + 5)(γ − 1)

(γ − 3)(3γ − 5)
cα−1τ 2.Ïîñêîëüêó

u+ ητ ∼ ∓c− 2kα
(γ + 1)(γ − 1)

(γ − 3)(3γ − 5)
cατ,òî óðàâíåíèå (8) ïðèìåò âèä

[

∓
γ + 1

γ − 1
τ − kα2 (γ + 5)(γ − 1)

(γ − 3)(3γ − 5)
cα−1τ 2

]

dc

dτ
= ±c + 2kα

(γ + 1)(γ − 1)

(γ − 3)(3γ − 5)
cατ.



Ïðèáëèæåííûå çàêîíîìåðíîñòè ÁÓÑÑ 77Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî íàäî íàéòè ðåøåíèÿ, êîòîðûå ñòðåìÿòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè
τ → −0, ðåøåíèå ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ èùåì â âèäå

c = Aτχ [1 + ω(τ)] , χ = −
γ − 1

γ + 1
< 0, ω(τ) −→ 0 ïðè τ −→ 0.Çäåñü A = A(ξ) � ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ, ïîÿâèâøàÿñÿ â ðåçóëüòàòå èíòåãðèðîâàíèÿ.Èíà÷å ãîâîðÿ, â äàííîì ñëó÷àå �àêòè÷åñêè ñòðîèòñÿ ïðèáëèæåíèå îáùåãî ðåøåíèÿóðàâíåíèÿ (8).Âûäåëÿÿ â õîäå ðåøåíèÿ òîëüêî ñòàðøèå ÷ëåíû, ïîëó÷èì ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå

c ∼ Aτχ [1 + w0 + w + ...] = Aτχ ∓
1

2
k

(γ2 − 1)

(γ − 3)(3γ − 5)
Aατ 1/2+

+
k2

8
·
γ + 3

γ − 1

[

(γ2 − 1)

(γ − 3)(3γ − 5)

]2

A2α−1τ 1−χ + ...2) γ = 5/3. Êàê è äëÿ 1 < γ < 5/3, âûïèñûâàåì êîý��èöèåíòû ðÿäîâ (7) äëÿ u è η.Òîãäà óðàâíåíèå (8) ïðèìåò âèä
[

∓4τ − 10kc ln(c)τ 2
] dc

dτ
= ±c + 4kc2 ln(c)τ. (9)�åøåíèå óðàâíåíèÿ (9) èùåì â âèäå

c = Aτχ [1 + ω(τ)] , χ = −
γ − 1

γ + 1
, ω(τ) −→ 0 ïðè τ −→ 0, A = A(ξ).Âûäåëÿÿ â õîäå ðåøåíèÿ òîëüêî ñòàðøèå ÷ëåíû, ïîëó÷èì ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå

c ∼ Aτ−1/4 ∓
1

8
kA2 ln(τ)τ 1/2 ±

1

2
kA2

[

ln(A)−
1

3

]

τ 1/2+

+k2A3

[

25

576
+

43

96
ln(A) +

7

8
ln2(A)

]

τ 5/4−

−k2A3

[

5

128
+

7

16
ln(A)

]

ln(τ)τ 5/4 +
7

128
k2A3 ln2(τ)τ 5/4 + ...3) γ > 5/3, γ 6= 3. Àíàëîãè÷íî ïåðâîìó ñëó÷àþ, âûïèñûâàåì êîý��èöèåíòû ðÿäîâ(7) äëÿ u è η. Äàëåå óðàâíåíèå (8) ïðèìåò âèä

[

∓
γ + 1

γ − 1
τ + 2kα

γ − 5

3γ − 5
cτ 2

]

dc

dτ
= ±c− 2kα

γ − 3

3γ − 5
c2τ. (10)Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

l1 = ∓
γ + 1

γ − 1
, l2 = 2kα

γ − 5

3γ − 5
, r1 = ±1, r2 = −2kα

γ − 3

3γ − 5
.Òîãäà (10) çàïèøåòñÿ êàê

[

l1τ + l2cτ
2
] dc

dτ
= r1c+ r2c

2τ. (11)



78 À.Â. �îùóïêèí�åøåíèå óðàâíåíèÿ (11) ìîæíî âûïèñàòü â ÿâíîì âèäå.Òàê êàê g = − (r1c+ r2c
2τ) è h = l1τ + l2cτ

2 ïðåäñòàâèìû â âèäå g = cg1(cτ) è
h = τh1(cτ), òî èíòåãðèðóþùèì ìíîæèòåëåì äëÿ (11) ÿâëÿåòñÿ

M =
1

τg − ch
= −

1

(r1 + l1)cτ + (r2 + l2)c2τ 2
.Óðàâíåíèå

−
l1τ + l2cτ

2

(r1 + l1)cτ + (r2 + l2)c2τ 2
·
dc

dτ
+

r1c+ r2c
2τ

(r1 + l1)cτ + (r2 + l2)c2τ 2
= 0åñòü óðàâíåíèå â ïîëíûõ äè��åðåíöèàëàõ. Îíî çàäàåò �óíêöèþ F (τ, c) òàêóþ, ÷òî

∂F

∂τ
=

r1c + r2c
2τ

(r1 + l1)cτ + (r2 + l2)c2τ 2
,

∂F

∂c
= −

l1τ + l2cτ
2

(r1 + l1)cτ + (r2 + l2)c2τ 2
.Çäåñü �óíêöèÿ F (τ, c) � îáùèé èíòåãðàë ðàññìàòðèâàåìîãî óðàâíåíèÿ

F =
r1

r1 + l1
ln τ −

l1
r1 + l1

ln c +
l1

r1 + l1
ln [(r1 + l1) + (r2 + l2)cτ ] + ln |G| ,ãäå G = G(ξ) � ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ.Åñëè c åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (11), òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

r1
r1 + l1

ln τ −
l1

r1 + l1
ln c+

l1
r1 + l1

ln [(r1 + l1) + (r2 + l2)cτ ] + ln |G| = 0.Îòñþäà îïðåäåëÿåì çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè çâóêà íà ñæèìàþùåì ïîðøíå c îò τ

c =
G(r1 + l1)τ

r1/l1

1−G(r2 + l2)τ 1+r1/l1
.Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ äëÿ r1, r2, l1, l2 è ðàñêëàäûâàÿ ïî ñòåïåíÿì τ , ïîëó÷èì

c = Wτχ ± k
γ + 1

3γ − 5
W 2τ 2χ+1 +

(

k
γ + 1

3γ − 5

)2

W 3τ 3χ+2 ±

(

k
γ + 1

3γ − 5

)3

W 4τ 4χ+3 + ...,ãäå
W = W (ξ) = ∓

2

γ − 1
G(ξ).4) γ = 3. Òàêæå àíàëîãè÷íî ïåðâîìó ñëó÷àþ âûïèñûâàåì êîý��èöèåíòû ðÿäîâ (7)äëÿ u è η. Óðàâíåíèå (8) ïðèìåò âèä

[

∓2τ − kcτ 2
] dc

dτ
= ±c. (12)Âûðàæåíèå (12) çàïèøåì êàê

[

l1τ + l2cτ
2
] dc

dτ
= r1c, l1 = ∓2, l2 = −k, r1 = ±1. (13)



Ïðèáëèæåííûå çàêîíîìåðíîñòè ÁÓÑÑ 79�åøåíèå óðàâíåíèÿ (13) ìîæíî ïîëó÷èòü â ÿâíîì âèäå. Ïðè èçìåíåíèè ìåñò íåçàâè-ñèìûõ è çàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ (13) ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ òèïà óðàâíåíèÿ Áåðíóëëè,ðåøåíèå êîòîðîãî èìååò âèä
Gc2 ∓ kc−

1

τ
= 0,ãäå G = G(ξ) � ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ. Âûðàçèì ñêîðîñòü çâóêà êàê

c1,2 =
±k ±

√

k2 + 4G
1

τ
2G

.Ïåðåä êîðíåì áåðåì çíàê ïëþñ, òàê êàê c −→ +∞ ïðè τ −→ 0. Òàêèì îáðàçîì,
c =

±k +

√

k2 + 4G
1

τ
2G

= ±
1

G
·
k

2
+

1

G
·
1

2

√

k2 + 4G
1

τ
.Ïðåäñòàâèì c â âèäå ðÿäà ïî ñòåïåíÿì τ . Îáîçíà÷àÿ W = W (ξ) = G−1/2(ξ), ïîëó÷èì

c = Wτ−1/2 ±
k

2
W 2 +

k2

8
W 3τ 1/2 −

k4

128
W 5τ 3/2 + ...Çàêëþ÷åíèåÈòàê, äëÿ ñëó÷àåâ 1) 1 < γ < 5/3, 2) γ = 5/3, 3) γ > 5/3, γ 6= 3 è 4) γ = 3 íàéäåíûñëåäóþùèå ïðèáëèæåííûå çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè çâóêà íà ñæèìàþùåì ïîðøíå cp îò τ :

1) cp ∼ Aτχ ∓
1

2
k

(γ2 − 1)

(γ − 3)(3γ − 5)
Aατ 1/2+

+
k2

4
·
γ + 3

γ − 1

[

(γ2 − 1)

(γ − 3)(3γ − 5)

]2

A2α−1τ 1−χ + ...,

2) cp ∼ Aτ−1/4 ∓
1

8
kA2 ln(τ)τ 1/2 ±

1

2
kA2

[

ln(A)−
1

3

]

τ 1/2+

+k2A3

[

25

576
+

43

96
ln(A) +

7

8
ln2(A)

]

τ 5/4−

−k2A3

[

5

128
+

7

16
ln(A)

]

ln(τ)τ 5/4 +
7

128
k2A3 ln2(τ)τ 5/4 + ...,

3) cp ∼ Wτχ ± k
γ + 1

3γ − 5
W 2τ 2χ+1 +

(

k
γ + 1

3γ − 5

)2

W 3τ 3χ+2±

±

(

k
γ + 1

3γ − 5

)3

W 4τ 4χ+3 + ...,

4) cp ∼ Wτ−1/2 ±
k

2
W 2 +

k2

8
W 3τ 1/2 −

k4

128
W 5τ 3/2 + ..., (14)ãäå A = A(ξ) è W = W (ξ) � ïðîèçâîëüíûå �óíêöèè, à ïîä ìíîãîòî÷èåì ïîíèìàþòñÿñëàãàåìûå áîëüøåãî ïîðÿäêà ìàëîñòè, ÷åì ïîñëåäíèå èç ïðèâåäåííûõ.



80 À.Â. �îùóïêèíÍà ðèñ. 1 è 2 ïîêàçàíà òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ ñæèìàþùåãî ïîðøíÿ, îñóùåñòâëÿþ-ùåãî âîçäåéñòâèå ñîãëàñíî �îðìóëàì (14), íà ðèñ. 3 ïðèâåäåí ñîîòâåòñòâóþùèé ãðà�èêçíà÷åíèé �óíêöèè ñêîðîñòè çâóêà c.Èç ñðàâíåíèÿ ïåðâîãî è ïîñëåäóþùèõ ñëàãàåìûõ â êàæäîé èç �îðìóë (14) ñëåäóåò,÷òî ïðè τ , ëåæàùèõ äîñòàòî÷íî áëèçêî ê íóëþ, cp(τ) ìàëî è ïîýòîìó êðèâûå, çàäàþ-ùèå ïîëó÷åííûå çàêîíîìåðíîñòè, ëåæàò â îáëàñòè ñõîäèìîñòè ðÿäîâ (7). Â ÷àñòíîñòè,åñëè t0 ëåæèò äîñòàòî÷íî áëèçêî ê íóëþ, ðÿäàìè (7) ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ ïðè âñåõ t:
t0 ≤ t ≤ t∗. Òîãäà ïðåäñòàâëåíèÿ (14) áóäóò ñïðàâåäëèâû ïðè âñåõ τ : 0 ≤ τ ≤ t∗ − t0.Â ýòîì ñëó÷àå A (ξ) íåîáõîäèìî îïðåäåëÿòü èç íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ cp(t∗ − t0) = 1.

�èñ. 1. Òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ ïîðøíÿ ïðè áåçóäàðíîì ñèëüíîì ñæàòèè âíà÷àëå îäíîðîäíîãîè ïîêîÿùåãîñÿ ãàçà äî áåñêîíå÷íîé ïëîòíîñòè; êðèâàÿ ñèëüíîãî ñæàòèÿ C∗ � ýëëèïñ ñ ïîëó-îñÿìè 2 : 1; ñëåâà ïðåäñòàâëåíà ïåðâàÿ ÷åòâåðòü òðàåêòîðèè ξ ∈ [0, π/2]

�èñ. 2. Ïåðâàÿ ÷åòâåðòü ξ ∈ [0, π/2] ñæèìàþùåãî ïîðøíÿ, ðåàëèçóþùåãî áåçóäàðíîå ñèëüíîåñæàòèå âíà÷àëå îäíîðîäíîãî è ïîêîÿùåãîñÿ ãàçà äî áåñêîíå÷íîé ïëîòíîñòè; êðèâàÿ ñèëüíîãîñæàòèÿ C∗ � ýëëèïñ ñ ïîëóîñÿìè 2 : 1; 1, 3 � ïîëîæåíèÿ ïîðøíÿ ñîîòâåòñòâåííî â ìîìåíòû
t = t0 è t = t∗ (ñîâïàäàþò ñ êðèâîé ñèëüíîãî ñæàòèÿ C∗); ìåæäó êðèâûìè 1 è 2 íàõîäèòñÿ ãàç,êîòîðûé áóäåò áåçóäàðíî ñæàò íà êðèâóþ C∗; 4 � õàðàêòåðèñòèêà C±

0 , îòäåëÿþùàÿ �îíîâîåòå÷åíèÿ îò âîëíû ñæàòèÿ (ðåøåíèÿ õçÊ1)
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�èñ. 3. �ðà�èê ñêîðîñòè çâóêà c = σ íà ñæèìàþùåì ïîðøíå, ðåàëèçóþùåì áåçóäàðíîå ñèëü-íîå ñæàòèå âíà÷àëå îäíîðîäíîãî è ïîêîÿùåãîñÿ ãàçà; êðèâàÿ ñèëüíîãî ñæàòèÿ C∗ � ýëëèïñ ñïîëóîñÿìè 2 : 1; ñëåâà ïðåäñòàâëåíà ïåðâàÿ ÷åòâåðòü ãðà�èêà ïðè ξ ∈ [0, π/2]Â îáùåì ñëó÷àå A (ξ) íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ ñîñòûêîâêè â íåêîòîðûé ìîìåíò âðå-ìåíè t = t2, t0 < t2 < t∗, àñèìïòîòèê â îêðåñòíîñòè ëèíèè íà÷àëà ñòàðòà ïîðøíÿ [15℄è �óíêöèé (14).Çàêîíîìåðíîñòè (14) ìîæíî óòî÷íÿòü, èñïîëüçóÿ âñå áîëüøåå ÷èñëî ñëàãàåìûõ èçáåñêîíå÷íûõ ðÿäîâ, çàäàþùèõ â ðàçíûõ âèäàõ ðåøåíèå çàäà÷è î ïîëó÷åíèè âåðòèêàëü-íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.Îòìåòèì, ÷òî ïðè k → 0 âûðàæåíèÿ (14) ïåðåõîäÿò â òî÷íûå �îðìóëû äëÿ ïëîñêî-ñèììåòðè÷íîãî ñëó÷àÿ ñæàòèÿ ãàçà.Àíàëèç ïîëó÷åííûõ ñîîòíîøåíèé ïîçâîëÿåò ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû.1. Íàéäåííûå àñèìïòîòèêè åùå ðàç ïîäòâåðæäàþò èçâåñòíûé âûâîä î ëåãêî (ïðèìàëûõ γ) è òðóäíî (ïðè áîëüøèõ γ) ñæèìàåìûõ ñðåäàõ: ïðè 1 < γ < 3 âòîðûå ñëàãàåìûåâ ïðàâûõ ÷àñòÿõ �îðìóë ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè τ → 0, à ïðè γ > 3 ýòè ñëàãàåìûåñòðåìÿòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè (2χ+1 = (3−γ)/(γ+1), 2χ+1 > 0 ïðè 1 < γ < 3, 2χ+1 < 0ïðè γ > 3).2. Äëÿ âñåõ ëåãêî ñæèìàåìûõ ñðåä ïðè 1 < γ < 5/3 âòîðîå ñëàãàåìîå èìååò ïîêàçà-òåëü ñòåïåíè, íå çàâèñÿùèé îò γ.3. Ïðîöåññû ñèëüíîãî ñæàòèÿ â îáùåì ñëó÷àå ÿâëÿþòñÿ íåóñòîé÷èâûìè. Åñëè ñæè-ìàòü óäàðíî (íà ïðî�èëå ïëîòíîñòè íàáëþäàåòñÿ âåðòèêàëü), òî ýòà íåóñòîé÷èâîñòüïðîÿâèòñÿ ñðàçó; ïðè áåçóäàðíîì ñæàòèè (ãðà�èê ïëîòíîñòè ïåðåõîäèò â âåðòèêàëüòîëüêî â ìîìåíòû âðåìåíè, áëèçêèå ê t = t∗) íà íà÷àëüíîì ýòàïå ïîëó÷àåìûå òå÷åíèÿáóäóò óñòîé÷èâû. Ïðåäñòàâëåííûå çàêîíîìåðíîñòè óêàçûâàþò íà òî, ÷òî ïðè íàïðàâëå-íèè ñæèìàþùåãî ïîðøíÿ ïî íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè ñèëüíîãî ñæàòèÿ C∗ ïðè âðåìåíàõ,áëèçêèõ ê t = t∗, ðàññìàòðèâàåìûå ïðîöåññû áóäóò óñòîé÷èâû ïî îòíîøåíèþ ê ìàëûìèçìåíåíèÿì ïîâåðõíîñòè C∗.Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû äàííîé ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü â 2002 ã. íà III Ìåæäóíàðîä-íîé êîí�åðåíöèè �Ñèììåòðèÿ è äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ� (Êðàñíîÿðñê, Èíñòèòóòâû÷èñëèòåëüíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ÑÎ �ÀÍ [17℄.)Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü Ñ.Ï. Áàóòèíó çà ïîëåçíîå îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâïðîâåäåííîãî èññëåäîâàíèÿ.
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