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Îá �èñïàíñêîé âåðñèè� �îðìàëüíîãî ïîäõîäàê âíåøíåìó îöåíèâàíèþ ìíîæåñòâ ðåøåíèéèíòåðâàëüíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì∗Ñ.Ï. ØàðûéÈíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíûõ òåõíîëîãèé ÑÎ �ÀÍ, Íîâîñèáèðñê, �îññèÿe-mail: shary�it.ns.ruÈññëåäóåòñÿ âåðñèÿ �îðìàëüíîãî (àëãåáðàè÷åñêîãî) ïîäõîäà ê âíåøíåìó îöå-íèâàíèþ ìíîæåñòâ ðåøåíèé èíòåðâàëüíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé, â îñíîâóêîòîðîé ïîëîæåíà èçâåñòíàÿ èç ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà òåîðåìà Ìèðàíäû. �àñ-ñìàòðèâàþòñÿ ñïîñîáû åå ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè, óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè è êà÷åñòâîîöåíèâàíèÿ. Ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ è ðåêîìåíäàöèèïî ïðàêòè÷åñêîìó èñïîëüçîâàíèþ ïðåäëàãàåìîé ìåòîäèêè.Êëþ÷åâûå ñëîâà: èíòåðâàëüíûå ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ, ìíîæåñòâî ðåøåíèé, âíåø-íÿÿ îöåíêà, òåîðåìà Ìèðàíäû, �îðìàëüíûé (àëãåáðàè÷åñêèé) ïîäõîä.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ââîäíûå ñâåäåíèÿÏðåäìåòîì ðàññìîòðåíèÿ â ðàáîòå ÿâëÿþòñÿ èíòåðâàëüíûå ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðà-è÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÈÑËÀÓ) âèäà























a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2,... ... . . . ... ...
an1x1 + an2x2 + . . . + annxn = bn

(1)ñ èíòåðâàëüíûìè êîý��èöèåíòàìè aij è èíòåðâàëüíûìè ïðàâûìè ÷àñòÿìè bi, i, j =
1, 2, . . . , n, èëè, êðàòêî,

Ax = b, (2)ãäå A = (aij) � èíòåðâàëüíàÿ n × n-ìàòðèöà, b = ( bi) � èíòåðâàëüíûé n-âåêòîð.Ñèñòåìû (1) � (2) ìû ïîíèìàåì êàê ñåìåéñòâà òî÷å÷íûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì Ax = b òîéæå ñòðóêòóðû ñ ìàòðèöàìè A ∈ A è âåêòîðàìè b ∈ b.Ìíîæåñòâîì ðåøåíèé èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé áóäåì íàçûâàòüìíîæåñòâî
Ξ(A, b) =

{

x ∈ R
n | (∃A ∈ A)(∃ b ∈ b)(Ax = b )

}

, (3)îáðàçîâàííîå âñåâîçìîæíûìè ðåøåíèÿìè òî÷å÷íûõ ñèñòåì Ax = b  A ∈ A è  b ∈ b(ñì., íàïðèìåð, [1 � 3℄). ×àñòî åãî íàçûâàþò òàêæå îáúåäèíåííûì ìíîæåñòâîì ðåøå-íèé, ïîñêîëüêó äëÿ èíòåðâàëüíûõ óðàâíåíèé ñóùåñòâóþò äðóãèå ìíîæåñòâà ðåøåíèé
∗�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå Ïðåçèäåíòñêîé ïðîãðàììû �Âåäóùèå íàó÷íûå øêî-ëû �îññèè� (ãðàíò � ÍØ-6068.2010.9). 100



Îá �èñïàíñêîé âåðñèè� �îðìàëüíîãî ïîäõîäà ê âíåøíåìó îöåíèâàíèþ... 101[4 � 8℄, áîëåå àäåêâàòíûå òåì èëè èíûì êîíêðåòíûì ïðàêòè÷åñêèì ñèòóàöèÿì. Â äàííîéðàáîòå îíè íå ðàññìàòðèâàþòñÿ, è ïîýòîìó ìû íàçûâàåì (3) ñîêðàùåííûì òåðìèíîì�ìíîæåñòâî ðåøåíèé�.Èçâåñòíî, ÷òî ìíîæåñòâî ðåøåíèé Ξ(A, b) ÿâëÿåòñÿ ìíîãîãðàííûì (ïîëèýäðàëü-íûì) ìíîæåñòâîì, â îáùåì ñëó÷àå íåâûïóêëûì, íî åãî ïåðåñå÷åíèå ñ êàæäûì èç îðòàí-òîâ ïðîñòðàíñòâà Rn âûïóêëî. Òî÷íîå è ïîëíîå îïèñàíèå ìíîæåñòâà ðåøåíèé ïðàêòè÷å-ñêè íåâîçìîæíî â ñèëó åãî îãðîìíîé òðóäîåìêîñòè, à, ñ äðóãîé ñòîðîíû, â áîëüøèíñòâåðåàëüíûõ ïîñòàíîâîê çàäà÷ â ýòîì íåò íåîáõîäèìîñòè. ×àùå äîñòàòî÷íî çíàòü êàêèå-òîîöåíêè ìíîæåñòâà ðåøåíèé ëèáî åãî ïðèáëèæåííîå îïèñàíèå ñ ïîìîùüþ áîëåå ïðîñòûõìíîæåñòâ, èìåþùèõ ìåíüøóþ êîíñòðóêòèâíóþ ñëîæíîñòü.Äàëåå èíòåðâàëüíàÿ n× n-ìàòðèöà A ïðåäïîëàãàåòñÿ íåîñîáåííîé, ò. å. ñîäåðæàùåéòîëüêî íåîñîáåííûå (íåâûðîæäåííûå) òî÷å÷íûå ìàòðèöû A ñ detA 6= 0, â ñèëó ÷åãîìíîæåñòâî ðåøåíèé Ξ(A, b) ñèñòåìû (1) � (2) îãðàíè÷åíî. Â äàííîé ðàáîòå ìû áóäåìðåøàòü çàäà÷ó åãî âíåøíåãî ïîêîîðäèíàòíîãî îöåíèâàíèÿ, ò. å. íàõîæäåíèÿ íàèáîëååòî÷íûõ îöåíîê äëÿ min{ xν | x ∈ Ξ(A, b) } ñíèçó è äëÿ max{ xν | x ∈ Ξ(A, b) } ñâåðõó,
ν = 1, 2, . . . , n. Ýòî ðàâíîñèëüíî îòûñêàíèþ äëÿ ìíîæåñòâà ðåøåíèé îáúåìëþùåãî ïðÿ-ìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà (òàê íàçûâàåìîãî áðóñà) ñî ñòîðîíàìè, ïàðàëëåëüíûìèêîîðäèíàòíûì îñÿì (ðèñ. 1):Íàéòè (ïî-âîçìîæíîñòè, ìåíüøèé) áðóñ â R

n ñî ñòîðîíàìè,ïàðàëëåëüíûìè êîîðäèíàòíûì îñÿì, ñîäåðæàùèé ìíîæåñòâîðåøåíèé Ξ(A, b) èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé Ax = b. (4)Ïîäîáíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è ÷àñòî âîçíèêàåò ïðè àíàëèçå ÷óâñòâèòåëüíîñòè ñòàòè÷å-ñêèõ ñèñòåì, îïèñûâàåìûõ ëèíåéíûìè àëãåáðàè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè (ñì. ïðèìåð âðàçäåëå 2).Íàøà ñèñòåìà îáîçíà÷åíèé ñëåäóåò íå�îðìàëüíîìó ìåæäóíàðîäíîìó ñòàíäàðòó íàîáîçíà÷åíèÿ â èíòåðâàëüíîì àíàëèçå [9℄. Â ÷àñòíîñòè, ìíîæåñòâî âñåõ çàìêíóòûõ èíòåð-âàëîâ âåùåñòâåííîé îñè îáîçíà÷åíî IR, èíòåðâàëû è èíòåðâàëüíûå âåëè÷èíû âûäåëåíû
-
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Ìíîæåñòâî ðåøåíèé Âíåøíÿÿ îöåíêà ìíîæåñòâà ðåøåíèé
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�èñ. 1. Âíåøíåå îöåíèâàíèå ìíîæåñòâà ðåøåíèé èíòåðâàëüíûì âåêòîðîì-áðóñîì



102 Ñ.Ï. Øàðûéáóêâàìè æèðíîãî øðè�òà A, B, C, . . . , x, y, z, òîãäà êàê íåèíòåðâàëüíûå (òî÷å÷íûå)âåëè÷èíû ñïåöèàëüíî íå âûäåëÿþòñÿ.×åðòà ñíèçó x è ñâåðõó x îçíà÷àåò íèæíèé è âåðõíèé êîíåö èíòåðâàëà x, à íåðà-âåíñòâî x ≥ 0 (x ≤ 0) ýêâèâàëåíòíî x ≥ 0 è x ≥ 0 (x ≤ 0 è x ≤ 0 ñîîòâåòñòâåííî).Êðîìå òîãî, íàì ïîíàäîáÿòñÿ
radx =

1

2
(x− x) � ðàäèóñ èíòåðâàëà,

|x| = max{ |x|, |x| } � àáñîëþòíîå çíà÷åíèå (ìîäóëü) èíòåðâàëà,
〈x〉 =

{

min{ |x|, |x| }, åñëè 0 6∈ x,

0, èíà÷å � ìèãíèòóäà èíòåðâàëà (íàèìåíüøååðàññòîÿíèå òî÷åê èíòåðâàëà äî íóëÿ).Àáñîëþòíîå çíà÷åíèå è ìèãíèòóäà èíòåðâàëà ÿâëÿþòñÿ, êàê âèäèì, â íåêîòîðîì ñìûñëåàíòèïîäàìè.Èíòåðâàëüíûé âåêòîð îïðåäåëÿåòñÿ êàê âåêòîð, ñòîëáåö èëè ñòðîêà ñ èíòåðâàëü-íûìè êîìïîíåíòàìè. Åãî ãåîìåòðè÷åñêèì îáðàçîì ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëå-ëåïèïåä â R
n ñî ñòîðîíàìè, ïàðàëëåëüíûìè êîîðäèíàòíûì îñÿì, êîòîðûé, êàê óæåóïîìèíàëîñü, ÷àñòî íàçûâàþò áðóñîì. Äëÿ èíòåðâàëîâ, èíòåðâàëüíûõ âåêòîðîâ è ìàò-ðèö åñòåñòâåííî îïðåäåëåíî îòíîøåíèå òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî âêëþ÷åíèÿ �⊆�. Êèíòåðâàëüíûì âåêòîðàì è ìàòðèöàì îïåðàöèè âçÿòèÿ íèæíåãî è âåðõíåãî êîíöîâ, àá-ñîëþòíîãî çíà÷åíèÿ áóäóò ïðèìåíÿòüñÿ ïîêîìïîíåíòíî è ïîýëåìåíòíî. Íàïðèìåð, |A|� ìàòðèöà òåõ æå ðàçìåðîâ, ÷òî è A, ñîñòàâëåííàÿ èç ìîäóëåé ýëåìåíòîâ A. Íî îïå-ðàöèÿ 〈 · 〉 â ïðèìåíåíèè ê ìàòðèöàì áóäåò èìåòü â ñîîòâåòñòâèè ñ òðàäèöèåé îñîáûéñìûñë.Êîìïàðàíòîì1 èíòåðâàëüíîé ìàòðèöû A = (aij) ∈ IR

n×n ìû íàçûâàåì òî÷å÷íóþìàòðèöó òîãî æå ðàçìåðà, îáîçíà÷àåìóþ 〈A〉, òàêóþ, ÷òî
ij-é ýëåìåíò 〈A〉 :=

{

〈aij〉, åñëè i = j,

−|aij|, åñëè i 6= j.Â ÷àñòíîñòè, äëÿ òî÷å÷íîé ìàòðèöû îïåðàöèÿ âçÿòèÿ êîìïàðàíòà � ýòî ïðèíóäèòåëüíîåíàçíà÷åíèå �íóæíûõ� çíàêîâ äëÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû, ïîëîæèòåëüíûõ äëÿ äèàãîíàëü-íûõ ýëåìåíòîâ è îòðèöàòåëüíûõ äëÿ âíåäèàãîíàëüíûõ.Íàêîíåö, åñëè S � íåïóñòîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî â R
n, òî åãî èíòåðâàëüíîéîáîëî÷êîé �S íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøèé ïî âêëþ÷åíèþ èíòåðâàëüíûé âåêòîð, ñîäåðæà-ùèé S. Èíòåðâàëüíàÿ îáîëî÷êà � ýòî èíòåðâàëüíûé îáúåêò, íàèëó÷øèì îáðàçîì ïðè-áëèæàþùèé èçâíå (ò. å. îáúåìëþùèé) ðàññìàòðèâàåìîå ìíîæåñòâî. Êðîìå òîãî, ÷åðåç

IS áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåõ èíòåðâàëüíûõ âåêòîðîâ-áðóñîâ x ∈ IR
n, ñîäåðæà-ùèõñÿ â S, ò. å.

IS = {x ∈ IR
n | x ⊆ S }.Ïîñðåäñòâîì IR ïîìèìî ìíîæåñòâà âåùåñòâåííûõ èíòåðâàëîâ áóäåì îáîçíà÷àòü òàê-æå êëàññè÷åñêóþ èíòåðâàëüíóþ àðè�ìåòèêó � àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó, îáðàçîâàííóþèíòåðâàëàìè âåùåñòâåííîé îñè ñ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ, âû÷èòàíèÿ, óìíîæåíèÿ è äå-ëåíèÿ, îïðåäåëåííûìè �ïî ïðåäñòàâèòåëÿì�, ò. å. â ñîîòâåòñòâèè ñ �óíäàìåíòàëüíûìïðèíöèïîì

x ⋆ y = { x ⋆ y | x ∈ x, y ∈ y } äëÿ ⋆ ∈ {+ ,− , · , / }.1Â àíãëîÿçû÷íîé òåðìèíîëîãèè �ñomparison matrix�, ñì. [3, 10℄.



Îá �èñïàíñêîé âåðñèè� �îðìàëüíîãî ïîäõîäà ê âíåøíåìó îöåíèâàíèþ... 103Èíûìè ñëîâàìè, ðåçóëüòèðóþùèé èíòåðâàë ëþáîé îïåðàöèè åñòü ìíîæåñòâî, îáðàçî-âàííîå âñåâîçìîæíûìè ðåçóëüòàòàìè ýòîé îïåðàöèè ìåæäó ýëåìåíòàìè èíòåðâàëîâ-îïåðàíäîâ. �àçâåðíóòûå �îðìóëû äëÿ èíòåðâàëüíûõ ñëîæåíèÿ, âû÷èòàíèÿ, óìíîæåíèÿè äåëåíèÿ âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì [1 � 3, 7, 11℄:
x+ y =

[

x+ y, x+ y
]

,

x− y =
[

x− y, x− y
]

,

x · y =
[

min{xy,xy,xy,xy}, max{xy,xy,xy,xy}
]

,

x/y = x ·
[

1/y, 1/y
] äëÿ y 6∋ 0.Äëÿ èíòåðâàëüíûõ âåêòîðîâ è ìàòðèö àðè�ìåòè÷åñêèå îïåðàöèè ÿâëÿþòñÿ àíà-ëîãàìè ñîîòâåòñòâóþùèõ îïåðàöèé äëÿ òî÷å÷íîãî ñëó÷àÿ. Â ÷àñòíîñòè, ñóììà (ðàç-íîñòü) äâóõ èíòåðâàëüíûõ ìàòðèö îäèíàêîâîãî ðàçìåðà åñòü èíòåðâàëüíàÿ ìàòðèöàòîãî æå ðàçìåðà, îáðàçîâàííàÿ ïîýëåìåíòíûìè ñóììàìè (ðàçíîñòÿìè) îïåðàíäîâ. Åñëè

X = (xij) ∈ IR
m×l è Y = (yij) ∈ IR

l×n, òî ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö X è Y åñòü ìàòðèöà
Z = ( zij) ∈ IR

m×n òàêàÿ, ÷òî
zij :=

l
∑

k=1

xikykj.Îòìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì Z = �{XY | X ∈ X, Y ∈ Y }, ò. å. ðåçóëüòàò óìíîæåíèÿèíòåðâàëüíûõ ìàòðèö X è Y åñòü èíòåðâàëüíàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà ðåçóëüòàòîâ ïðî-èçâåäåíèé XY �ïî ïðåäñòàâèòåëÿì� X ∈ X è Y ∈ Y .2. Ïðàêòè÷åñêàÿ èëëþñòðàöèÿ ïîñòàíîâêèÇàäà÷è âíåøíåãî îöåíèâàíèÿ ìíîæåñòâ ðåøåíèé èíòåðâàëüíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé åñ-òåñòâåííî âîçíèêàþò â ñàìûõ ðàçëè÷íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ, è ìíîãî÷èñëåííûåïðèìåðû íà ýòó òåìó çàèíòåðåñîâàííûé ÷èòàòåëü ìîæåò óâèäåòü â òåìàòè÷åñêèõ ïîä-áîðêàõ ñòàòåé íà ñàéòå �Èíòåðâàëüíûé àíàëèç è åãî ïðèëîæåíèÿ� [12℄. �àññìîòðèìáîëåå ïîäðîáíî â êà÷åñòâå ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåðà, ïðèâîäÿùåãî ê íàøåé ïîñòàíîâêå,çàäà÷ó ðàñ÷åòà ðåæèìîâ ýëåêòðîýíåðãåòè÷åñêèõ ñåòåé. Îäíîé èç îñíîâíûõ ðàáî÷èõ ìî-äåëåé ïîäîáíûõ ñåòåé ÿâëÿþòñÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé �óçëîâûõ ïîòåíöèàëîâ�(ñì. [13℄)
Y U = J, (5)ãäå Y � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà óçëîâûõ ïðîâîäèìîñòåé, J � âåêòîð-ñòîëáåö çàäàþùèõòîêîâ, U � âåêòîð-ñòîëáåö èñêîìûõ óçëîâûõ ïîòåíöèàëîâ. Óçëîâûå ïðîâîäèìîñòè �ýëåìåíòû ìàòðèöû Y � îáðàçóþòñÿ êàê ñóììû ïðîâîäèìîñòåé âåòâåé ñåòè, ñõîäÿùèõñÿâ ðàññìàòðèâàåìîì óçëå. Ïîñëå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (5) îòíîñèòåëüíî U âåëè÷èíû òîêîâ ââåòâÿõ ñåòè (íåîáõîäèìûå, íàïðèìåð, ïðè âûáîðå ïðîâîäîâ è ïð.) îïðåäåëÿþòñÿ ñîãëàñ-íî çàêîíó Îìà äëÿ ó÷àñòêà öåïè. Èíîãäà ïðè îïèñàíèè ýòîãî ìåòîäà ãîâîðÿò òàêæå îá�óçëîâûõ íàïðÿæåíèÿõ�.Â ðåàëüíûõ ýëåêòðè÷åñêèõ ñåòÿõ â ðåçóëüòàòå èçìåíåíèÿ òîêîâ íàãðóçêè è êîììóòà-öèîííûõ ïåðåêëþ÷åíèé â ýëåêòðè÷åñêîé ñõåìå êîý��èöèåíòû ñèñòåìû (5) è ýëåìåíòûåå âåêòîðà ïðàâîé ÷àñòè èçìåíÿþòñÿ, â ñèëó ÷åãî èõ íåëüçÿ áîëüøå ñ÷èòàòü èìåþùèìè



104 Ñ.Ï. Øàðûéîïðåäåëåííûå âåùåñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Ýòà ñèòóàöèÿ äîñòàòî÷íî àäåêâàòíî îïèñûâàåòñÿèíòåðâàëüíîé ñèñòåìîé ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé
Y U = J , (6)ãäå Y � èíòåðâàëüíàÿ ìàòðèöà, J � èíòåðâàëüíûé âåêòîð, îáðàçîâàííûå èíòåðâàëàìèâîçìîæíûõ çíà÷åíèé óçëîâûõ ïðîâîäèìîñòåé è çàäàþùèõ òîêîâ ñîîòâåòñòâåííî [14℄.Ïðè ýòîì íàì íóæíî íàéòè ãðàíèöû èçìåíåíèÿ ðåøåíèÿ U â óñëîâèÿõ, êîãäà ýëåìåíòûìàòðèöû ñèñòåìû è êîìïîíåíòû ïðàâîé ÷àñòè èçìåíÿþòñÿ â ïðåäåëàõ ïðåäïèñàííûõèì èíòåðâàëîâ. Òàêèì îáðàçîì, âîçíèêàþùàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé âíåøíåãî îöåíè-âàíèÿ ìíîæåñòâà ðåøåíèé ÈÑËÀÓ (6), ïðè÷åì òðåáóþòñÿ åãî âíåøíèå îöåíêè èìåííîâäîëü êîîðäèíàòíûõ îñåé êàê èìåþùèå ÿñíûé ñîäåðæàòåëüíûé ñìûñë ãðàíèö èçìåíå-íèé íàïðÿæåíèÿ ñåòè â êîíêðåòíûõ óçëàõ. Èìåííî òàêîâà çàäà÷à (4).Ñòðîãî ãîâîðÿ, êîý��èöèåíòû èñõîäíîé ñèñòåìû (5) � ýëåìåíòû ìàòðèöû Y � ñâÿ-çàíû ìåæäó ñîáîé è èçìåíÿþòñÿ â ïðåäåëàõ ïðåäïèñàííûõ èì èíòåðâàëîâ èç Y íåíåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà, à ñâÿçàííûì îáðàçîì. Ýòî âíîñèò äîïîëíèòåëüíóþ ñïåöè�è-êó â ïîñòàíîâêó çàäà÷è, óìåíüøàÿ ìíîæåñòâî ðåøåíèé è äåëàÿ åãî îöåíèâàíèå áîëååòðóäíûì. Íî â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè, êîãäà ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîñòåéøàÿ ìîäåëü, äëÿïðàêòèêè âïîëíå äîñòàòî÷íî ïîëó÷åíèå îöåíîê ìíîæåñòâà ðåøåíèé èíòåðâàëüíîé ëè-íåéíîé ñèñòåìû (6) áåç ó÷åòà êàêèõ-ëèáî ñâÿçåé.3. Òåîðåìà Ìèðàíäû è îñíîâû èíòåðâàëüíîé òåõíèêèÂ ìàòåìàòè÷åñêîì àíàëèçå õîðîøî èçâåñòíà òåîðåìà Áîëüöàíî�Êîøè.Òåîðåìà Áîëüöàíî�Êîøè [15℄. Åñëè �óíêöèÿ F : R → R íåïðåðûâíà íà èíòåð-âàëå X ⊂ R è íà åãî êîíöàõ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ ðàçíûõ çíàêîâ, òî âíóòðè èíòåðâàëà

X ñóùåñòâóåò íóëü �óíêöèè F , ò. å. òî÷êà x̃ ∈ X, â êîòîðîé F (x̃) = 0.×àñòî åå íàçûâàþò òåîðåìîé Áîëüöàíî (ñì., íàïðèìåð, [16℄), òàê êàê èìåííî îí ïåð-âûì îáíàðóæèë ñ�îðìóëèðîâàííîå ñâîéñòâî íåïðåðûâíûõ �óíêöèé. Äàëåå â ðàáîòåèñïîëüçóåòñÿ ìíîãîìåðíîå îáîáùåíèå ýòîãî ðåçóëüòàòà, îïóáëèêîâàííîå áîëåå ÷åì ñòî-ëåòèåì ïîçæå â çàìåòêå [17℄.Òåîðåìà Ìèðàíäû. Ïóñòü F : R
n → R

n, F (x) =
(

F1(x), F2(x), . . . , Fn(x)
)⊤ ��óíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ íà áðóñå X ⊂ R

n ñî ñòîðîíàìè, ïàðàëëåëüíûìè êîîðäèíàòíûìîñÿì, è äëÿ ëþáîãî i = 1, 2, . . . , n èìååò ìåñòî ëèáî
Fi

(

X1, . . . ,X i−1,X i,X i+1, . . . ,Xn

)

≤ 0 è Fi

(

X1, . . . ,X i−1,X i,X i+1, . . . ,Xn

)

≥ 0,ëèáî
Fi

(

X1, . . . ,X i−1,X i,X i+1, . . . ,Xn

)

≥ 0 è Fi

(

X1, . . . ,X i−1,X i,X i+1, . . . ,Xn

)

≤ 0,ò. å. îáëàñòè çíà÷åíèé êàæäîé êîìïîíåíòû �óíêöèè F (x) íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðî-òèâîïîëîæíûõ ãðàíÿõ áðóñà X èìåþò ðàçíûå çíàêè. Òîãäà íà áðóñå X ñóùåñòâóåòíóëü �óíêöèè F , ò. å. òî÷êà x̃ ∈ X, â êîòîðîé F (x̃) = 0.Õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ òåîðåìû Ìèðàíäû ÿâëÿåòñÿ ñïåöèàëüíàÿ �îðìà ìíîæå-ñòâà, íà êîòîðîì óòâåðæäàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå íóëÿ �óíêöèè: îíî äîëæíî áûòü áðóñîìñî ñòîðîíàìè, ïàðàëëåëüíûìè êîîðäèíàòíûì îñÿì, ò. å. èíòåðâàëüíûì âåêòîðîì. Êðîìåòîãî, äëÿ êîíñòðóêòèâíîãî ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû Ìèðàíäû íóæíî óìåòü íàõîäèòü èëèêàê-òî îöåíèâàòü îáëàñòè çíà÷åíèé �óíêöèé íà ïîäîáíûõ ìíîæåñòâàõ.



Îá �èñïàíñêîé âåðñèè� �îðìàëüíîãî ïîäõîäà ê âíåøíåìó îöåíèâàíèþ... 105Óäîáíîå ñðåäñòâî äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ïðåäîñòàâëÿþò ìåòîäû èíòåðâàëüíîãîàíàëèçà. Çàäà÷à î âû÷èñëåíèè îáëàñòè çíà÷åíèé �óíêöèè íà áðóñàõ ýêâèâàëåíòíà çà-äà÷å îïòèìèçàöèè, íî â èíòåðâàëüíîì àíàëèçå îíà ïðèíèìàåò ñïåöè�è÷åñêóþ �îðìóçàäà÷è î âû÷èñëåíèè òàê íàçûâàåìîãî èíòåðâàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ �óíêöèè [2, 3, 7, 11℄.Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü D � íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà R
n. Èíòåð-âàëüíàÿ �óíêöèÿ f : ID → IR

m íàçûâàåòñÿ èíòåðâàëüíûì ïðîäîëæåíèåì âåùåñòâåí-íîé �óíêöèè f : D → R
m, åñëè f (x) = f(x) äëÿ âñåõ x ∈ D. Èíòåðâàëüíàÿ �óíê-öèÿ f : ID → IR

m íàçûâàåòñÿ èíòåðâàëüíûì ðàñøèðåíèåì âåùåñòâåííîé �óíêöèè
f : D → R

m, åñëè1) f (x) � èíòåðâàëüíîå ïðîäîëæåíèå äëÿ f(x),2) f (x) ìîíîòîííà ïî âêëþ÷åíèþ, ò. å. x′ ⊆ x′′ ⇒ f(x′) ⊆ f(x′′) íà ID.Òàêèì îáðàçîì, åñëè f(x)� èíòåðâàëüíîå ðàñøèðåíèå �óíêöèè f(x), òî äëÿ îáëàñòèçíà÷åíèé f íà áðóñå X ⊂ D ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ âíåøíþþ (ñ ïîìîùüþ îáúåìëþùåãîìíîæåñòâà) îöåíêó:
{ f(x) | x ∈ X } = { f(x) | x ∈ X } ⊆ f(X).Ý��åêòèâíîå ïîñòðîåíèå èíòåðâàëüíûõ ðàñøèðåíèé �óíêöèé � âàæíåéøàÿ çàäà÷àèíòåðâàëüíîãî àíàëèçà, ïîèñêè ðàçëè÷íûõ ðåøåíèé êîòîðîé ïðîäîëæàþòñÿ è â íàñòî-ÿùåå âðåìÿ. Ñàìûì ïåðâûì ðåçóëüòàòîì â ýòîì íàïðàâëåíèè ÿâëÿåòñÿ ïðèâåäåííàÿíèæå òåîðåìà, êîòîðóþ ÷àñòî íàçûâàþò îñíîâíîé òåîðåìîé èíòåðâàëüíîé àðè�ìåòèêè.Òåîðåìà [1 � 3, 7, 11℄. Åñëè äëÿ ðàöèîíàëüíîé �óíêöèè f(x) = f(x1, x2, . . . , xn) íàáðóñå x = (x1,x2, . . . ,xn) ∈ IR

n îïðåäåëåí ðåçóëüòàò f♮(x) ïîäñòàíîâêè âìåñòî ååàðãóìåíòîâ èíòåðâàëîâ x1, x2, . . . , xn è âûïîëíåíèÿ âñåõ äåéñòâèé íàä íèìè ïî ïðà-âèëàì èíòåðâàëüíîé àðè�ìåòèêè, òî
{ f(x) | x ∈ x } ⊆ f♮(x),ò. å. f♮(x) ñîäåðæèò ìíîæåñòâî çíà÷åíèé �óíêöèè f(x) íà x.Âèäíî, ÷òî ïî îòíîøåíèþ ê ðàöèîíàëüíîé �óíêöèè f(x) èíòåðâàëüíàÿ �óíêöèÿ

f♮(x), î êîòîðîé èäåò ðå÷ü â îñíîâíîé òåîðåìå èíòåðâàëüíîé àðè�ìåòèêè, ÿâëÿåòñÿèíòåðâàëüíûì ðàñøèðåíèåì. Îíî íàçûâàåòñÿ åñòåñòâåííûì èíòåðâàëüíûì ðàñøèðå-íèåì, è åãî âû÷èñëåíèå íå ïðåäñòàâëÿåò íèêàêèõ òðóäíîñòåé.Èñïîëüçîâàíèå åñòåñòâåííîãî èíòåðâàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ ïîä÷àñ äàåò ñëèøêîì øè-ðîêèå âíåøíèå îöåíêè îáëàñòåé çíà÷åíèé �óíêöèé, íî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè â âûðà-æåíèå äëÿ ðàöèîíàëüíîé �óíêöèè f êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ âõîäèò íå áîëåå îäíîãî ðàçà âïåðâîé ñòåïåíè, òî åñòåñòâåííîå èíòåðâàëüíîå ðàñøèðåíèå äàåò òî÷íóþ îáëàñòü çíà÷å-íèé �óíêöèè [1 � 3, 7, 11℄. Ýòî óñëîâèå âûïîëíåíî, â ÷àñòíîñòè, äëÿ ëèíåéíûõ �óíêöèé,êîãäà f(x) = f(x1, x2, . . . , xn) = α1x1 +α2x2 + · · ·+αnxn ñ íåêîòîðûìè ïîñòîÿííûìè êî-ý��èöèåíòàìè α1, α2, . . . , αn.Åñëè F (x) = Ax − b äëÿ n × n-ìàòðèöû A = (aij) è n-âåêòîðà b = (bi), òî â êà-÷åñòâå íåìåäëåííîãî ñëåäñòâèÿ òåîðåìû Ìèðàíäû è îñíîâíîé òåîðåìû èíòåðâàëüíîéàðè�ìåòèêè ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõóðàâíåíèé Ax = b â èíòåðâàëüíîì áðóñå X ∈ IR
n: åñëè äëÿ êàæäîãî i = 1, 2, . . . , nñïðàâåäëèâî
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aiiX i +

∑

j 6=i

aijXj − bi ≤ 0 è aiiX i +
∑

j 6=i

aijXj − bi ≥ 0 (7)èëè
aiiX i +

∑

j 6=i

aijXj − bi ≥ 0 è aiiX i +
∑

j 6=i

aijXj − bi ≤ 0, (8)ãäå âñå àðè�ìåòè÷åñêèå îïåðàöèè ÿâëÿþòñÿ îïåðàöèÿìè èíòåðâàëüíîé àðè�ìåòèêè, òîáðóñ X ñîäåðæèò ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé Ax = b.Çàìåòèì, ÷òî âûïèñàííûå ïàðû ñîîòíîøåíèé (7) è (8) ÿâëÿþòñÿ âçàèìíîäîïîëíè-òåëüíûìè: íåðàâåíñòâà (7) èìåþò ìåñòî ïðè aii ≥ 0, à íåðàâåíñòâà (8) � ïðè aii ≤ 0.Åñëè æå aii 6= 0 äëÿ êàêîãî-òî i, òî âûïîëíÿåòñÿ ëèøü îäíà ïàðà íåðàâåíñòâ, à äðóãàÿëîæíà.Äëÿ äàëüíåéøåãî ïðåîáðàçîâàíèÿ âûïèñàííûõ ñîîòíîøåíèé (7) � (8) ê áîëåå óäîá-íîìó âèäó èìååò ñìûñë âûéòè èç êëàññè÷åñêîé èíòåðâàëüíîé àðè�ìåòèêè IR â ïîëíóþèíòåðâàëüíóþ àðè�ìåòèêó Êàóõåðà KR, áîëåå øèðîêóþ àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó, îá-ëàäàþùóþ õîðîøèìè àëãåáðàè÷åñêèì ñâîéñòâàìè (ñì. îðèãèíàëüíóþ äèññåðòàöèþ [18℄èëè èçëîæåíèå îñíîâ ýòîé àðè�ìåòèêè â [6 � 8, 19 � 21℄).4. Ïîëíàÿ èíòåðâàëüíàÿ àðè�ìåòèêà Êàóõåðà
KR ïîëó÷àåòñÿ èç èíòåðâàëüíîé àðè�ìåòèêè IR ñ ïîìîùüþ àëãåáðàè÷åñêîãî è ïîðÿä-êîâîãî ïîïîëíåíèÿ. Ýëåìåíòàìè ïîëíîé èíòåðâàëüíîé àðè�ìåòèêè KR ÿâëÿþòñÿ ïàðûâåùåñòâåííûõ ÷èñåë [ η, ϑ ], íå îáÿçàòåëüíî ñâÿçàííûå ñîîòíîøåíèåì η ≤ ϑ, òàê ÷òî
IR ⊂ KR. Îáû÷íûå èíòåðâàëû èç IR íàçûâàþòñÿ ïðè ýòîì ïðàâèëüíûìè, à èíòåðâàëû
[ η, ϑ ], äëÿ êîòîðûõ η > ϑ, � íåïðàâèëüíûìè. Åñëè a = [ η, ϑ ], òî η � ëåâûé êîíåöèíòåðâàëà a, è îí îáîçíà÷àåòñÿ a èëè inf a, à ϑ � ïðàâûé êîíåö èíòåðâàëà a, è îí îáî-çíà÷àåòñÿ a èëè supa. Ïðàâèëüíûå è íåïðàâèëüíûå èíòåðâàëû ïåðåõîäÿò äðóã â äðóãàâ ðåçóëüòàòå îïåðàöèè äóàëèçàöèè

dual [x,x ] := [x,x ],êîòîðàÿ ìåíÿåò ìåñòàìè êîíöû èíòåðâàëà, �ïåðåâîðà÷èâàÿ� åãî. Õîòÿ ìîæåò ïîêàçàòüñÿ,÷òî íåïðàâèëüíûå èíòåðâàëû âðîäå [2, 1] íå èìåþò ÿñíîãî ñîäåðæàòåëüíîãî ñìûñëà,íèæå ìû óêàæåì îäíó èç âîçìîæíûõ èíòåðïðåòàöèé òàêèõ èíòåðâàëîâ è îïåðàöèé íàäíèìè (ì. (15)). Â îáùåì ñëó÷àå ëþáîé ýëåìåíò x ∈ KR ìîæíî ìûñëèòü êàê îáû÷íîåìíîæåñòâî òî÷åê èç ïðàâèëüíîé ïðîåêöèè
pro x :=

{

x, åñëè x ïðàâèëüíûé,
dualx, åñëè x íåïðàâèëüíûé.Ïðàâèëüíîñòü èëè íåïðàâèëüíîñòü èíòåðâàëà âëèÿåò ïðè ýòîì íà ñïîñîá åãî âñòóïëåíèÿâ àðè�ìåòè÷åñêèå è ïðî÷èå îïåðàöèè.Òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå óïîðÿäî÷åíèå èíòåðâàëîâ ïî âêëþ÷åíèþ íà IR åñòåñòâåí-íî ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ è íà KR. Èìåííî, äëÿ èíòåðâàëîâ x, y ∈ KR ïîëàãàþò

x ⊆ y ⇐⇒ x ≥ y è x ≤ y. (9)Íàïðèìåð, [3, 1] ⊆ [2, 2] = 2.
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x+ y :=

[

x+ y,x+ y
]

,

λ · x :=

{

[λx, λx ], åñëè λ ≥ 0,

[λx, λx ], èíà÷å. (10)Âñÿêèé ýëåìåíò x ∈ KR èìååò, ñëåäîâàòåëüíî, åäèíñòâåííûé ïðîòèâîïîëîæíûé, îáî-çíà÷àåìûé oppx, ïðè÷åì èç ñîîòíîøåíèÿ x+ oppx = 0 ñëåäóåò, ÷òî
oppx = [−x,−x ].Òàêèì îáðàçîì, îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ñëîæåíèÿ àðè�ìåòèêà KR ÿâëÿåòñÿ êîììó-òàòèâíîé ãðóïïîé, èçîìîð�íîé àääèòèâíîé ãðóïïå ñòàíäàðòíîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàí-ñòâà R

2.×òîáû âûïèñàòü ÿâíûå �îðìóëû äëÿ óìíîæåíèÿ, âûäåëèì â KR ñëåäóþùèå ïîä-ìíîæåñòâà:
P := {x ∈ KR | (x ≥ 0) & (x ≥ 0) } � íåîòðèöàòåëüíûå èíòåðâàëû,
Z := {x ∈ KR | x ≤ 0 ≤ x } � íóëüñîäåðæàùèå èíòåðâàëû,

−P := {x ∈ KR | −x ∈ P } � íåïîëîæèòåëüíûå èíòåðâàëû,
dualZ := {x ∈ KR | dualx ∈ Z } � èíòåðâàëû, ñîäåðæàùèåñÿ â íóëå.Â öåëîì KR = P ∪ Z ∪ (−P) ∪ (dualZ), è óìíîæåíèå â èíòåðâàëüíîé àðè�ìåòèêå Êà-óõåðà ìîæåò áûòü îïèñàíî ñ ïîìîùüþ òàáë. 1 [18, 20℄. Èç íåå, â ÷àñòíîñòè, âèäíî, ÷òî ýòîóìíîæåíèå äîïóñêàåò íåòðèâèàëüíûå äåëèòåëè íóëÿ. Íàïðèìåð, [−1, 2 ] · [ 5, −3 ] = 0.Èíòåðâàëüíîå óìíîæåíèå â àðè�ìåòèêå Êàóõåðà îêàçûâàåòñÿ êîììóòàòèâíûì è àñ-ñîöèàòèâíûì [18, 20℄, êàê è â êëàññè÷åñêîé èíòåðâàëüíîé àðè�ìåòèêå, íî ãðóïïó ïîóìíîæåíèþ â KR îáðàçóþò ëèøü èíòåðâàëû x, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ xx > 0, ò. å.íå ñîäåðæàùèå íóëü è íå ñîäåðæàùèåñÿ â íóëå èíòåðâàëû.Ëþáîé èíòåðâàë x ∈ KR, íå ñîäåðæàùèé íóëÿ è íå ñîäåðæàùèéñÿ â íåì (ò. å. òàêîé,÷òî xx > 0), èìååò åäèíñòâåííûé àëãåáðàè÷åñêè îáðàòíûé, êîòîðûé îáîçíà÷èì invx.Ïðè ýòîì èç ñîîòíîøåíèÿ x · invx = 1 ñëåäóåò

invx =

[

1

x
,
1

x

]

.Ò à á ë è ö à 1. Óìíîæåíèå â ïîëíîé èíòåðâàëüíîé àðè�ìåòèêå KR

· y ∈ P y ∈ Z y ∈ −P y ∈ dualZ

x ∈ P [xy,xy ] [xy,xy ] [xy,xy ] [xy,xy ]

x ∈ Z [xy,xy ]
[min {xy,xy},
max {xy,xy} ]

[xy,xy ] 0

x ∈ −P [xy,xy ] [xy,xy ] [xy,xy ] [xy,xy ]

x ∈ dualZ [xy,xy ] 0 [xy,xy ]
[max {xy,xy},
min {xy,xy} ]



108 Ñ.Ï. ØàðûéÂçàèìîñâÿçü ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ â àðè�ìåòèêå Êàóõåðà âûðàæàåòñÿ ñëåäóþùè-ìè ñîîòíîøåíèÿìè:åñëè x ïðàâèëüíûé, òî x · (y + z) ⊆ x · y + x · z � ñóáäèñòðèáóòèâíîñòü, (11)åñëè x íåïðàâèëüíûé, òî x · (y + z) ⊇ x · y + x · z � ñóïåðäèñòðèáóòèâíîñòü. (12)Â íàøåé ðàáîòå âàæíóþ ðîëü áóäóò èãðàòü îïåðàöèè
x ∨ y := sup ⊆{x,y } =

[

min{x,y}, max{x,y}
]

, (13)
x ∧ y := inf ⊆{x,y } =

[

max{x,y}, min{x,y}
] � (14)âçÿòèå ñîîòâåòñòâåííî âåðõíåé è íèæíåé ãðàíè îòíîñèòåëüíî ïîðÿäêà �⊆�. KR ÿâëÿ-åòñÿ ðåøåòêîé îòíîñèòåëüíî ýòèõ îïåðàöèé, òîãäà êàê IR áûëà íåïîëíà îòíîñèòåëüíîîïåðàöèè âçÿòèÿ ìèíèìóìà. Åñëè èíòåðâàë x ïðàâèëåí, òî îí ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

x =
∨

x∈x

x,à åñëè x íåïðàâèëåí, òî
x =

∧

x∈dualx

x .Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ ðåçóëüòàòà ëþáîé àðè�ìåòè÷åñêîé îïåðàöèè ⋆ ∈ {+,−, · , / } â KRèìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå
x ⋆ y = Èx

x
Èy

y

(x ⋆ y), (15)ãäå Èx

x

:=















∨

x∈x

, åñëè x ïðàâèëüíûé,
∧

x∈dualx

, åñëè x íåïðàâèëüíûé, �òàê íàçûâàåìàÿ óñëîâíàÿ îïåðàöèÿ âçÿòèÿ ýêñòðåìóìà ïî âêëþ÷åíèþ, çàâèñÿùàÿ îòèíòåðâàëüíîãî ïàðàìåòðà x, âûïèñàííîãî ñïðàâà ñâåðõó åå ñèìâîëà. Îíà ÿâëÿåòñÿ ëèáîìàêñèìóìîì, ëèáî ìèíèìóìîì ïî âêëþ÷åíèþ �⊆� â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ïðàâèëåíèëè íåïðàâèëåí x. Ïðè ýòîì ýêñòðåìóì áåðåòñÿ ïî âñåì x èç ïðàâèëüíîé ïðîåêöèèèíòåðâàëà x. Ïðåäñòàâëåíèå (15), âïåðâûå ïîëó÷åííîå â [18℄, âûðàæàåò ñâÿçü ìåæäóðåçóëüòàòîì èíòåðâàëüíîé îïåðàöèè x ⋆ y è ðåçóëüòàòàìè òî÷å÷íûõ îïåðàöèé x ⋆ y äëÿ
x ∈ pro x è y ∈ pro y. Ôîðìóëó (15) ìîæíî äàæå âçÿòü çà îñíîâó äëÿ îïðåäåëåíèÿàðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé â ïîëíîé èíòåðâàëüíîé àðè�ìåòèêå (ñì. [22℄).Îïåðàöèè âçÿòèÿ íèæíåé è âåðõíåé ãðàíåé ïî âêëþ÷åíèþ (13) � (14) îáëàäàþò ðÿäîìïîëåçíûõ ñâîéñòâ, íà êîòîðûå ìû áóäåì îïèðàòüñÿ â äàëüíåéøåì â ðàáîòå. Âî-ïåðâûõ,íåñëîæíûìè âûêëàäêàìè ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñêàëÿðà λ ∈ R

λ (x ∨ y) = (λx) ∨ (λy), (16)
λ (x ∧ y) = (λx) ∧ (λy). (17)Äàëåå, ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå äèñòðèáóòèâíûå ñâîéñòâà ñëîæåíèÿ ïî îòíîøåíèþ êîïåðàöèÿì âçÿòèÿ íèæíåé è âåðõíåé ãðàíåé (ñì. [18, 20℄):

x+ (y ∨ z) = (x+ y) ∨ (x+ z), (18)
x+ (y ∧ z) = (x+ y) ∧ (x+ z). (19)
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x · (y ∨ z) = xy ∨ xz,

x · (y ∧ z) ⊆ xy ∧ xz,
(20)åñëè x � ïðàâèëüíûé èíòåðâàë, è

x · (y ∨ z) ⊇ xy ∨ xz,

x · (y ∧ z) = xy ∧ xz,
(21)åñëè x � íåïðàâèëüíûé. Ñóùåñòâóåò, òåì íå ìåíåå, âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé äèñòðèáó-òèâíîñòåé ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà ïî óìíîæåíèþ, îòíîñÿùèéñÿ ê îïåðàíäàì è ðåçóëü-òàòó ýòîé èíòåðâàëüíîé àðè�ìåòè÷åñêîé îïåðàöèè:

x · y =

(

∨

x∈x

x

)

· y =
∨

x∈x

(xy) � åñëè x ïðàâèëüíûé, (22)
x · y =

(

∧

x∈dualx

x

)

· y =
∧

x∈dualx

(xy) � åñëè x íåïðàâèëüíûé. (23)Îáîñíîâàíèå ýòèõ ðàâåíñòâ íåòðóäíî ïîëó÷àåòñÿ èç ïðåäñòàâëåíèÿ (15) è ñîîòíîøå-íèé (16), (17). Îòëè÷èå ðàâåíñòâ (22) � (23) îò ïðåäøåñòâóþùèõ âêëþ÷åíèé (20) � (21)ìîæíî ïîíÿòü, ïðèíÿâ âî âíèìàíèå òîò �àêò, ÷òî (22) � (23) ïîëó÷àþòñÿ ïðè âçÿòèèìàêñèìóìà èëè ìèíèìóìà ïî òî÷å÷íûì ïðåäñòàâèòåëÿì èç öåëîãî èíòåðâàëà, ò. å. ïðèâåñüìà ñïåöèàëüíûõ óñëîâèÿõ íà ýòè ýêñòðåìóìû.�åçóëüòàòû êîìïîçèöèè îñíîâíûõ èíâîëþöèé íà ìíîæåñòâå KR, ò. å. id( · ) � òîæ-äåñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ, −( · ) � óìíîæåíèÿ íà (−1), opp( · ) � âçÿòèÿ àëãåáðàè÷åñêèïðîòèâîïîëîæíîãî ýëåìåíòà, dual( · ) � äóàëèçàöèè, îïèñàíû â òàáë. 2. Åå àíàëèç ïî-êàçûâàåò, ÷òî ìíîæåñòâî èíâîëþöèé àðè�ìåòêè KR îáðàçóåò îòíîñèòåëüíî îïåðàöèèêîìïîçèöèè òàê íàçûâàåìóþ ÷åòâåðíóþ ãðóïïó Êëåéíà [24℄. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ëþáîãî
x ∈ KR

−oppx = dualx. (24)Íåòðóäíî îáîñíîâûâàåòñÿ òàêæå ñëåäóþùåå âàæíîå ñîîòíîøåíèå:
inv (dualx) = 1/x, (25)ñïðàâåäëèâîå äëÿ âñåõ èíòåðâàëîâ x ∈ KR, óäîâëåòâîðÿþùèõ xx > 0. Íàêîíåö, îòìå-òèì, ÷òî

dual (x+ y) = dualx+ dualy, dual (xy) = dualx · dualy. (26)Ò à á ë è ö à 2. Êîìïîçèöèÿ èíâîëþöèé â àðè�ìåòèêå KR

◦ id � opp dualid id � opp dual� � id dual oppopp opp dual id �dual dual opp � id



110 Ñ.Ï. ØàðûéÈíòåðâàëüíûå ìàòðè÷íî-âåêòîðíûå îïåðàöèè â ïîëíîé èíòåðâàëüíîé àðè�ìåòèêåÊàóõåðà îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî îïåðàöèÿì íàä âåêòîðàìè è ìàòðèöàìè ñ ýëåìåí-òàìè èç IR. Ñóììà (ðàçíîñòü) äâóõ èíòåðâàëüíûõ ìàòðèö îäèíàêîâîãî ðàçìåðà åñòüèíòåðâàëüíàÿ ìàòðèöà òîãî æå ðàçìåðà, îáðàçîâàííàÿ ïîýëåìåíòíûìè ñóììàìè (ðàç-íîñòÿìè) îïåðàíäîâ. Åñëè X = (xij) ∈ KR
m×l è Y = (yij) ∈ KR

l×n, òî ïðîèçâåäåíèåìàòðèö X è Y åñòü ìàòðèöà Z = ( zij) ∈ KR
m×n òàêàÿ, ÷òî

zij :=
l
∑

k=1

xikykj.Ïðîèçâåäåíèåì ñêàëÿðíîãî èíòåðâàëà x ∈ KR íà èíòåðâàëüíóþ ìàòðèöó Y = (yij) ∈
KR

m×n íàçîâåì èíòåðâàëüíóþ ìàòðèöó èç KR
m×n, îáîçíà÷àåìóþ xY è òàêóþ, ÷òî

(xY )ij = xyij. Ïîäîáíûì æå îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ è ïðîèçâåäåíèå èíòåðâàëüíîé ìàò-ðèöû íà èíòåðâàë-ñêàëÿð.Â ðàáîòå áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèì òåðìèíîëîãè÷åñêèì ñîãëàøåíèåì: èíòåð-âàëüíûé âåêòîð èëè ìàòðèöà íàçûâàþòñÿ ïðàâèëüíûìè, åñëè èõ êîìïîíåíòàìè (ýëå-ìåíòàìè) ÿâëÿþòñÿ òîëüêî ïðàâèëüíûå èíòåðâàëû, ò. å. ïðèíàäëåæàùèå IR.Íà ìíîãîìåðíûõ èíòåðâàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ IR
n è KR

n òîïîëîãèÿ ìîæåò áûòüîïðåäåëåíà äâóìÿ ñïîñîáàìè. Ñòàíäàðòíûé ñïîñîá � ââåäåíèå îáû÷íîé ìåòðèêè
dist (x,y) := max{‖x− y‖, ‖x− y‖}, x,y ∈ KR

n, (27)ãäå ‖ · ‖ � íåêîòîðàÿ âåêòîðíàÿ íîðìà íà R
n. Äëÿ ïðîñòðàíñòâà IR

n ýòà ìåòðèêà ñîâ-ïàäàåò ñ õàóñäîð�îâûì ðàññòîÿíèåì ìåæäó èíòåðâàëüíûìè âåêòîðàìè êàê áðóñàìè â
R

n, ïîðîæäàåìûì íîðìîé ‖ · ‖. Íî èíîãäà áûâàåò ïîëåçíî ðàáîòàòü ñ âåêòîðíîçíà÷íûìðàññòîÿíèåì � ìóëüòèìåòðèêîé, êîòîðàÿ ââîäèòñÿ íà IR
n è KR

n êàê
Dist (x,y) :=







dist (x1,y1)...
dist (xn,yn)






∈ R

n
+. (28)Òå æå êîíñòðóêöèè î÷åâèäíûì îáðàçîì ïåðåíîñÿòñÿ íà ìíîæåñòâà èíòåðâàëüíûõ ìàò-ðèö IR

m×n è KR
m×n.5. Îöåíêè ðåøåíèé ëèíåéíûõ ñèñòåìÏðîäîëæèì ïðåîáðàçîâàíèå ñîîòíîøåíèé (7) � (8). Ïóñòü ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà ëè-íåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé Ax = b ñ ìàòðèöåé A = (aij) è ïðàâîé ÷àñòüþ b = (bi)òàêîâà, ÷òî aii ≥ 0 äëÿ äàííîãî èíäåêñà i, è ïîòîìó èìååò ìåñòî ïåðâàÿ ïàðà (7) èç ñî-îòíîøåíèé (7) � (8). �àñïèñûâàÿ îïðåäåëåíèå íåîòðèöàòåëüíîñòè è íåïîëîæèòåëüíîñòèèíòåðâàëîâ, íåòðóäíî âûâåñòè, ÷òî îíî ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâàì

(

aiiX i +
∑

j 6=i

aijXj

)

− bi ≤ 0 è (

aiiX i +
∑

j 6=i

aijXj

)

− bi ≥ 0,êîòîðûå, â ñâîþ î÷åðåäü, îçíà÷àþò, ÷òî
(

aii · dualX i +
∑

j 6=i

aijXj

)

− bi ≤ 0 è (

aii · dualX i +
∑

j 6=i

aijXj

)

− bi ≥ 0 (29)
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X i = dualX i è X i = dualX i. (30)Ñ ó÷åòîì çíàêà aii è îïðåäåëåíèÿ (10) ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

aii · dualX i = aii · dualX i è aii · dualX i = aii · dualX i,ïîýòîìó íåðàâåíñòâà (29) ðàâíîñèëüíû ñëåäóþùèì:
(

aii · dualX i +
∑

j 6=i

aijXj

)

− bi ≤ 0 è (

aii · dualX i +
∑

j 6=i

aijXj

)

− bi ≥ 0. (31)�àññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé aii ≤ 0, ïðè êîòîðîì èìååò ìåñòî âòîðàÿ ïàðà (8) èçñîîòíîøåíèé (7) � (8). Èõ ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå íåðàâåíñòâ
(

aiiX i +
∑

j 6=i

aijX j

)

− bi ≥ 0 è (

aiiX i +
∑

j 6=i

aijXj

)

− bi ≤ 0,èëè
(

aii · dualX i +
∑

j 6=i

aijXj

)

− bi ≥ 0 è (

aii · dualX i +
∑

j 6=i

aijXj

)

− bi ≤ 0, (32)ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå òå æå î÷åâèäíûå ñîîòíîøåíèÿ (30). Ïîñêîëüêó aii ≤ 0, òî â ñèëó(10) ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà
aii · dualX i = aii · dualX i è aii · dualX i = aii · dualX i,ñëåäîâàòåëüíî, (32) ðàâíîñèëüíî

(

aii · dualX i +
∑

j 6=i

aijX j

)

− bi ≥ 0 è (

aii · dualX i +
∑

j 6=i

aijXj

)

− bi ≤ 0.Êàê âèäíî, ýòè ñîîòíîøåíèÿ ñîâïàäàþò ñ (31), êîòîðûå áûëè ïîëó÷åíû äëÿ aii ≥ 0.Ïîýòîìó â öåëîì, âíå çàâèñèìîñòè îò çíàêà ýëåìåíòà aii, â ïîëíîé èíòåðâàëüíîé àðè�-ìåòèêå KR èìååì ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå.Ïðåäëîæåíèå 1. Åñëè áðóñ X = (X1,X2, . . . ,Xn)
⊤ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

(

aii · dualX i +
∑

j 6=i

aijXj

)

− bi ⊆ 0, i = 1, 2, . . . , n, (33)òî îí ñîäåðæèò ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé Ax = b ñ n×n-ìàòðèöåé
A = ( aij) è n-âåêòîðîì ïðàâîé ÷àñòè b = (bi).Çàìåòèì, ÷òî íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ òåëåñíîãî áðóñà X , ò. å. òàêîãî,÷òî radXj > 0 äëÿ j = 1, 2, . . . , n, êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò Ïðåäëîæåíèþ 1, ÿâëÿåòñÿíåðàâåíñòâî íóëþ âñåõ äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ: aii 6= 0, i = 1, 2, . . . , n. Äåéñòâèòåëüíî,
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∑

j 6=k

akjXj − bk,êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíûì èíòåðâàëîì èëè âåùåñòâåííûì ÷èñëîì. Åãî âêëþ÷åíèåâ íóëåâîé èíòåðâàë, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ (9), íåâîçìîæíî, åñëè akj 6= 0 õîòÿ áû äëÿîäíîãî j = 1, 2, . . . , n. Óêàçàííîìó óñëîâèþ óäîâëåòâîðÿþò, â ÷àñòíîñòè, ëèíåéíûå ñè-ñòåìû Ax = b ñ íåîñîáåííûìè ìàòðèöàìè A (òàêèìè, ÷òî detA 6= 0), â êàæäîé ñòðîêåêîòîðûõ äîëæíû íàõîäèòüñÿ íåíóëåâûå ýëåìåíòû. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè â èñõîäíîéñèñòåìå óðàâíåíèé ìàòðèöà A íåîñîáåííà, òî ÿñíî, ÷òî ïóòåì ïåðåñòàíîâêè óðàâíåíèéèëè æå ïåðåíóìåðàöèåé ïåðåìåííûõ (ýòî ñîòâåòñòâóåò ïåðåñòàíîâêå ñòðîê è/èëè ñòîëá-öîâ â ìàòðèöå A) íåòðóäíî ñäåëàòü âñå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû íåíóëåâûìè.6. Îöåíêè äëÿ èíòåðâàëüíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåìÏåðåéäåì äàëåå ê èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìå óðàâíåíèé Ax = b. Êîëü ñêîðî îíàÿâëÿåòñÿ ñåìåéñòâîì òî÷å÷íûõ ñèñòåì Ax = b ñ A ∈ A è b ∈ b, à ìíîæåñòâî ðåøåíèé
Ξ(A, b) åñòü îáúåäèíåíèå ðåøåíèé âñåõ òî÷å÷íûõ ñèñòåì Ax = b, òî, îñíîâûâàÿñü íàÏðåäëîæåíèè 1, ìîæíî ïîëó÷èòü äîñòàòî÷íûé ïðèçíàê òîãî, ÷òî áðóñ X ñîäåðæèòìíîæåñòâî ðåøåíèé èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû:Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü A ∈ IR

n×n � èíòåðâàëüíàÿ ìàòðèöà, b ∈ IR
n è X ∈

IR
n � èíòåðâàëüíûå âåêòîðû. Åñëè äëÿ êàæäîãî i ∈ {1, 2, . . . , n} èìååò ìåñòî âêëþ-÷åíèå

(

aii · dualX i +
∑

j 6=i

aijXj

)

− bi ⊆ 0,òî áðóñ X ñîäåðæèò ìíîæåñòâî ðåøåíèé Ξ(A, b) èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìûóðàâíåíèé Ax = b.Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ âñÿêîãî �èêñèðîâàííîãî i ∈ {1, 2, . . . , n} ïî îïðåäåëåíèþèíòåðâàëüíûõ àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé â KR è â ñèëó (18) è (22) èìååì
aii · dualX i +

∑

j 6=i

aijXj − bi =

=

(

∨

aii∈aii

aii

)

· dualX i +
∑

j 6=i





∨

aij∈aij

aij



 X j −

(

∨

bi∈bi

bi

)

=

=
∨

aii∈aii

( aii · dualX i) +
∑

j 6=i

∨

aij∈aij

( aij Xj)−

(

∨

bi∈bi

bi

)

=

=
∨

aii∈aii

∨

aij∈aij

j 6=i

∨

bi∈bi

(

aii · dualX i +
∑

j 6=i

aijXj − bi

)

=

=
∨

aij∈aij

j=1,...,n

∨

bi∈bi

(

aii · dualX i +
∑

j 6=i

aijXj − bi

)

. (34)
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(

aii · dualX i +
∑

j 6=i

aijXj

)

− bi ⊆ 0,òî âêëþ÷åíèå (33)
(

aii · dualX i +
∑

j 6=i

aijXj

)

− bi ⊆ 0äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ äëÿ âñåõ aij ∈ aij è bi ∈ bi, i, j = 1, 2, . . . , n, ò. å. äëÿ âñåõ òî÷å÷íûõëèíåéíûõ ñèñòåì, ñîäåðæàùèõñÿ â Ax = b. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìàêñèìóì ïî îòíîøå-íèþ âêëþ÷åíèÿ �⊆� îò âûðàæåíèé, ñòîÿùèõ â ëåâîé ÷àñòè (33), íå áûë áû âêëþ÷åí âíóëü. Êàê ñëåäñòâèå, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ðåçóëüòàò Ïðåäëîæåíèÿ 1, ìîæíî óòâåð-æäàòü, ÷òî áðóñ X äåéñòâèòåëüíî ñîäåðæèò âñå ðåøåíèÿ òî÷å÷íûõ ñèñòåì Ax = b ñ
A ∈ A è b ∈ b. �Íàïîìíèì òåïåðü ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.Îïðåäåëåíèå. Ôîðìàëüíîå ðåøåíèå èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé























F1( a1, . . . , al, x1, . . . , xn)= b1,

F2( a1, . . . , al, x1, . . . , xn)= b2,... ... . . . . . . ... ...
Fm(a1, . . . , al, x1, . . . , xn)= bm

(35)
ñ èíòåðâàëüíûìè ïàðàìåòðàìè a1, . . . , al, b1, . . . , bm � ýòî èíòåðâàëüíûé âåêòîð
x = (x1,x2, . . . ,xn )

⊤, îáðàùàþùèé ñèñòåìó â ðàâåíñòâî ïîñëå ïîäñòàíîâêè â íåå èâûïîëíåíèÿ âñåõ îïåðàöèé ïî ïðàâèëàì èíòåðâàëüíîé àðè�ìåòèêè è ïðî÷èõ îïåðàöèé,âõîäÿùèõ â âûðàæåíèÿ äëÿ Fi.Òàêèì îáðàçîì, �îðìàëüíîå ðåøåíèå èíòåðâàëüíûõ ñèñòåì � ýòî îáúåêò, ñîîòâåò-ñòâóþùèé îáû÷íîìó ìàòåìàòè÷åñêîìó ïîíÿòèþ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ, íî ðàññìàòðèâàå-ìîìó â ýêçîòè÷åñêîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìå � èíòåðâàëüíîé àðè�ìåòèêå, â êà÷åñòâåêîòîðîé ìîãóò âûñòóïàòü â çàâèñèìîñòè îò ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ëèáî êëàññè÷åñêàÿèíòåðâàëüíàÿ àðè�ìåòèêà IR, ëèáî ïîëíàÿ èíòåðâàëüíàÿ àðè�ìåòèêà Êàóõåðà KR, ëè-áî êàêàÿ-òî äðóãàÿ èíòåðâàëüíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà.Îòìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî òðàäèöèè íåèçâåñòíàÿ ïåðåìåííàÿ â èíòåðâàëüíûõ óðàâíåíè-ÿõ âèäà (35), êàê è â äðóãèõ âñòðå÷àþùèõñÿ íèæå óðàâíåíèÿõ, ñïåöèàëüíî íå âûäåëÿåò-ñÿ, à òèï ðåøåíèÿ ïîä÷åðêèâàåòñÿ äîïîëíèòåëüíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè. Â ÷àñòíîñòè,åñëè âñå êîìïîíåíòû �îðìàëüíîãî ðåøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïðàâèëüíûìè èíòåðâàëàìè, òîáóäåì íàçûâàòü åãî ïðàâèëüíûì �îðìàëüíûì ðåøåíèåì èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû óðàâ-íåíèé.Çàìåíÿÿ â �îðìóëàõ (33) âêëþ÷åíèå íà ðàâåíñòâî è ïðèâëåêàÿ ïîíÿòèå �îðìàëüíîãîðåøåíèÿ, ìîæíî ïðèäàòü ðåçóëüòàòó Ïðåäëîæåíèÿ 2 ñëåäóþùèé ìåíåå îáùèé, íî áîëååóäîáíûé â âû÷èñëèòåëüíîì îòíîøåíèè âèä (Ïðåäëîæåíèå 3).
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n → KR

n, çàâèñÿùèé îòïàðàìåòðîâ A = (aij) è b = (bi), äåéñòâóåò ïî ïðàâèëó
x 7→

























a11 · dualx1 +
∑

j 6=1

a1jxj − b1

a22 · dualx2 +
∑

j 6=2

a2jxj − b2... ... . . . ...
ann · dualxn +

∑

j 6=n

anjxj − bn

























,

ò. å. çàäàåòñÿ ïîêîìïîíåíòíî êàê
Si(A, b,x) = aii · dualxi +

∑

j 6=i

aijxj − bi, i = 1, 2, . . . , n. (36)Ïðàâèëüíîå �îðìàëüíîå ðåøåíèå èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé
S(A, b, x) = 0 (37)ñîäåðæèò ìíîæåñòâî ðåøåíèé Ξ(A, b) èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé

Ax = b.Íàïðèìåð, äëÿ èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû Õàíñåíà [25℄
(

[2, 3] [0, 1]

[1, 2] [2, 3]

)

x =

(

[0, 120]

[60, 240]

)

, (38)ìíîæåñòâî ðåøåíèé êîòîðîé èçîáðàæåíî íà ðèñ. 2, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé(36) � (37) èìååò âèä
{

[2, 3] · dual x1 + [0, 1] x2 − [0, 120] = 0,

[1, 2] x1 + [2, 3] · dual x2 − [60, 240] = 0,

100−100

200

x1

x2

�èñ. 2. Ìíîæåñòâî ðåøåíèé èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû Õàíñåíà (38)
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{

[2, 3] · dual x1 + [0, 1] x2 = [120, 0],

[1, 2] x1 + [2, 3] · dual x2 = [240, 60].Åå �îðìàëüíîå ðåøåíèå åñòü èíòåðâàëüíûé âåêòîð ([−120, 90], [−60, 240])⊤, êîòîðûéÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì ïî âêëþ÷åíèþ áðóñîì, ñîäåðæàùèì ìíîæåñòâî ðåøåíèé, ò. å.îïòèìàëüíîé (íàèëó÷øåé) âíåøíåé îöåíêîé ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñèñòåìû (38). Â îáùåìñëó÷àå ðàññìàòðèâàåìûé ïîäõîä äàåò, êîíå÷íî, íå ñòîëü òî÷íûå îöåíêè, è âîïðîñ îêà÷åñòâå îöåíèâàíèÿ áóäåò ïîäðîáíî ðàññìîòðåí íèæå â ðàçäåëå 9.Èòàê, íàõîæäåíèå âíåøíåé îöåíêè ìíîæåñòâà ðåøåíèé èñõîäíîé ÈÑËÀÓ ñâåëîñüê íàõîæäåíèþ �îðìàëüíîãî ðåøåíèÿ ñïåöèàëüíîé èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé.Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ �îðìàëüíîãî ðåøåíèÿ � ýòî óæå íå çàäà÷à îöåíèâàíèÿ èëè ïðè-áëèæåíèÿ, à, ïî ñóùåñòâó, òðàäèöèîííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ çàäà÷à ðåøåíèÿ íåêîòîðîãîóðàâíåíèÿ, õîòÿ è ðàññìàòðèâàåìàÿ â íåïðèâû÷íîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìå KR. Ñîîò-âåòñòâóþùèé îáùèé ïîäõîä ê çàäà÷àì îöåíèâàíèÿ ìíîæåñòâ ðåøåíèé, ñâîäÿùèé èñõîä-íóþ ïîñòàíîâêó ê çàäà÷å íàõîæäåíèÿ �îðìàëüíîãî ðåøåíèÿ íåêîòîðîé âñïîìîãàòåëü-íîé èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé, íàçûâàåòñÿ, êàê èçâåñòíî, �îðìàëüíûì ïîäõîäîì[7, 19, 26℄ (èíîãäà åãî íàçûâàþò òàêæå ��îðìàëüíî-àëãåáðàè÷åñêèì ïîäõîäîì�, ìîæíîòàêæå âñòðåòèòü òåðìèí �àëãåáðàè÷åñêèé ïîäõîä�). Ýòî âåñüìà îáùàÿ ìåòîäèêà, êî-òîðàÿ ìîæåò ðåàëèçîâûâàòüñÿ ðàçëè÷íûìè êîíêðåòíûìè ñïîñîáàìè â çàâèñèìîñòè îòêîíñòðóêöèè âñïîìîãàòåëüíîé èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé è ÷èñëåííîãî ìåòîäàïîèñêà åå �îðìàëüíîãî ðåøåíèÿ. Îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ �îðìàëüíîãî ïîäõîäàÿâëÿåòñÿ åãî óíèâåðñàëüíîñòü: êàê îáùàÿ òåîðåòè÷åñêàÿ ñõåìà ïîäõîäà, òàê è ñîîòâåò-ñòâóþùèå ÷èñëåííûå ìåòîäû ñ ðàâíûì óñïåõîì ïðèìåíèìû ê çàäà÷àì âíóòðåííåãî èâíåøíåãî èíòåðâàëüíîãî îöåíèâàíèÿ äàæå áîëåå îáùèõ, ÷åì îáúåäèíåííîå, ìíîæåñòâðåøåíèé (ñì. [5 � 8, 27, 28℄).Äëÿ ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è (4) �îðìàëüíûé ïîäõîä ïðèìåíÿåòñÿ ñ ñåðå-äèíû 1990-õ ãîäîâ (ñì. [19, 21, 26℄), è åãî òðàäèöèîííîé îñíîâîé ñëóæèëè ñëåäóþùèåêëàññè÷åñêèå ðåçóëüòàòû, êîòîðûå ìû ïðèâîäèì â ñîâðåìåííîé è íåñêîëüêî ðàñøèðåí-íîé �îðìóëèðîâêå.Ëåììà. Ïóñòü Λ � íåîñîáåííàÿ äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà. Ìíîæåñòâî ðåøåíèé èí-òåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé Ax = b ñ A ∈ IR
n×n è b ∈ IR

n ñîâïàäàåò ñìíîæåñòâîì ðåøåíèé èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû
x = Gx+ h, (39)ãäå G = I − ΛA, h = Λb.Òåîðåìà Àïîñòîëàòîñà�Êóëèøà [29 � 31℄. Åñëè ìàòðèöà G ∈ IR

n×n òàêîâà,÷òî ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ ìàòðèöû, ñîñòàâëåííîé èç ìîäóëåé åå ýëåìåíòîâ, ìåíüøååäèíèöû, ò. å. ρ(|G|) < 1, òî èíòåðâàëüíàÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé x = Gx+ hèìååò åäèíñòâåííîå ïðàâèëüíîå �îðìàëüíîå ðåøåíèå â IRn. Îíî ìîæåò áûòü íàéäåíîñ ïîìîùüþ èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà
x(k+1) := Gx(k) + h, k = 0, 1, 2, . . .ïðè ëþáîì íà÷àëüíîì âåêòîðå x(0) è ÿâëÿåòñÿ âíåøíåé èíòåðâàëüíîé îöåíêîé ìíî-æåñòâà ðåøåíèé { x ∈ R

n | (∃G ∈ G)(∃h ∈ h)( x = Gx+ h ) } ðàññìàòðèâàåìîé èíòåð-âàëüíîé ñèñòåìû.



116 Ñ.Ï. ØàðûéÀíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ, êîòîðûå ñîñòàâëåíû èç ñèìâîëîâ ïåðåìåííûõ, êîíñòàíò,÷åòûðåõ àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé (ñëîæåíèÿ, âû÷èòàíèÿ, óìíîæåíèÿ è äåëåíèÿ) è ýëå-ìåíòàðíûõ �óíêöèé, áóäåì íàçûâàòü ýëåìåíòàðíûìè �óíêöèîíàëüíûìè âûðàæåíèÿ-ìè. Îáîáùåíèåì òåîðåìû Àïîñòîëàòîñà�Êóëèøà íà ñèñòåìû íåëèíåéíûõ óðàâíåíèéÿâëÿåòñÿ òåîðåìà Àëå�åëüäà�Õåðöáåðãåðà.Òåîðåìà Àëå�åëüäà�Õåðöáåðãåðà [1℄. Ïóñòü â èíòåðâàëüíîé ñèñòåìå óðàâ-íåíèé
x = G(a, x) (40)îòîáðàæåíèå G : IRn → IR

n, äåéñòâóþùåå ïî ïðàâèëó x 7→ G(a,x), ÿâëÿåòñÿ P -ñæè-ìàþùèì, ò. å.
Dist

(

G(a,x), G(a,y)
)

≤ P · Dist (x,y),ñ òàêîé íåîòðèöàòåëüíîé ìàòðèöåé P , ÷òî ρ(P ) < 1, è âûðàæåíèÿ äëÿ êîìïî-íåíò Gi(a, x) ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàðíûìè �óíêöèîíàëüíûìè âûðàæåíèÿìè, îïðåäåëåí-íûìè äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ çíà÷åíèé àðãóìåíòîâ a è x. Òîãäà ïðàâèëüíîå �îðìàëü-íîå ðåøåíèå èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (40) ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî è ÿâ-ëÿåòñÿ âíåøíåé èíòåðâàëüíîé îöåíêîé åå ìíîæåñòâà ðåøåíèé Ξ(G,a) = {x ∈ R
n |

(∃a ∈ a)(x = G(a, x))}.�åçóëüòàò Ïðåäëîæåíèÿ 3 äàåò åùå îäèí, îòëè÷íûé îò òåîðåìû Àïîñòîëàòîñà�Êó-ëèøà, ñïîñîá ñâåäåíèÿ âíåøíåé çàäà÷è (4) ê íàõîæäåíèþ �îðìàëüíîãî ðåøåíèÿ íåêî-òîðîé ñïåöèàëüíîé èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé. Îí íå ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî íîâûìè ðàíåå óæå áûë ïîëó÷åí â ðàáîòå èñïàíñêèõ ìàòåìàòèêîâ Ì.À. Ñàéíöà, Ý. �àðäåíüåñàè Ë. Äæîðáû [28℄, íî â íåñêîëüêî äðóãîé �îðìå è ñ ïîìîùüþ äëèííûõ è ìàëîî÷åâèä-íûõ ðàññóæäåíèé, èñïîëüçóþùèõ òåõíèêó òàê íàçûâàåìîãî ìîäàëüíîãî èíòåðâàëüíîãîàíàëèçà. Âûøå ìû ïðèâåëè äðóãîé, ïðîçðà÷íûé âûâîä ýòîãî �àêòà. Áóäåì íàçûâàòüâïðåäü ðåçóëüòàò Ïðåäëîæåíèÿ 3 èñïàíñêîé âåðñèåé �îðìàëüíîãî ïîäõîäà ê âíåøíåìóîöåíèâàíèþ ìíîæåñòâ ðåøåíèé èíòåðâàëüíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì.Ïóòåì ïåðåñòàíîâêè óðàâíåíèé (ýêâèâàëåíòíîé ïåðåñòàíîâêå ñòðîê ìàòðèöû A èêîìïîíåíò â âåêòîðå ïðàâîé ÷àñòè b) ðåçóëüòàòó Ïðåäëîæåíèÿ 3 ìîæíî ïðèäàòü ñëå-äóþùóþ �îðìó: åñëè èíòåðâàëüíûé âåêòîð x∗ ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíûì �îðìàëüíûì ðå-øåíèåì èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé






















a11η1(x1) + a12η1(x2) + . . . + a1nη1(xn) = b1,

a21η2(x1) + a22η2(x2) + . . . + a2nη2(xn) = b2,... ... . . . ... ...
an1ηn(x1) + an2ηn(x2) + . . . + annη2(xn) = bn,

(41)â êîòîðîé îòîáðàæåíèÿ ηi : KR → KR, i = 1, 2, . . . , n, òàêîâû, ÷òî� äëÿ êàæäîãî i çíà÷åíèå ηi(xj) ðàâíî xj äëÿ îäíîãî èç j ∈ {1, 2, . . . , n} è dualxjäëÿ âñåõ îñòàëüíûõ èíäåêñîâ j,� äëÿ êàæäîãî èíäåêñà j ∈ {1, 2, . . . , n} ðàâåíñòâî ηi(xj) = xj âûïîëíÿåòñÿ â òî÷-íîñòè äëÿ îäíîãî i,òî x∗ ⊇ Ξ(A, b), ò. å. x∗ åñòü âíåøíÿÿ èíòåðâàëüíàÿ îöåíêà ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñè-ñòåìû Ax = b. Èìåííî â òàêîì âèäå ðåçóëüòàò î âíåøíåì îöåíèâàíèè Ïðåäëîæåíèÿ 3�èãóðèðóåò â ðàáîòàõ [27, 28℄.



Îá �èñïàíñêîé âåðñèè� �îðìàëüíîãî ïîäõîäà ê âíåøíåìó îöåíèâàíèþ... 1177. Âû÷èñëåíèå �îðìàëüíûõ ðåøåíèéÍà ý��åêòèâíîñòü ðàçâèâàåìîãî çäåñü ïîäõîäà îñíîâíîå âëèÿíèå èìååò ñïîñîá íàõîæ-äåíèÿ �îðìàëüíûõ ðåøåíèé èíòåðâàëüíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé âèäà (36) � (37).Â ðàáîòå [27℄, ãäå âïåðâûå áûëà ðàññìîòðåíà ýòà ñèñòåìà óðàâíåíèé, äëÿ âû÷èñ-ëåíèÿ åå �îðìàëüíîãî ðåøåíèÿ ïðåäëàãàåòñÿ ñòàöèîíàðíûé èòåðàöèîííûé ìåòîä òè-ïà ßêîáè, îñíîâàííûé íà âûäåëåíèè èç ìàòðèöû ÈÑËÀÓ äèàãîíàëüíîé êîìïîíåíòû.Íåäîñòàòîê ýòîãî ìåòîäà � ëèíåéíàÿ ñõîäèìîñòü (ïîäîáíàÿ ñõîäèìîñòè ãåîìåòðè÷å-ñêîé ïðîãðåññèè), êîòîðàÿ äëÿ íåêîòîðûõ èíòåðâàëüíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì ìîæåò áûòüâåñüìà ìåäëåííîé. Ôàêòè÷åñêè äëÿ îöåíèâàíèÿ îáúåäèíåííîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé ïî-äîáíûé ñïîñîá íè÷åì íå ëó÷øå òðàäèöèîííûõ èíòåðâàëüíûõ ñòàöèîíàðíûõ èòåðàöè-îííûõ àëãîðèòìîâ, íå èñïîëüçóþùèõ âûõîä â èíòåðâàëüíóþ àðè�ìåòèêó Êàóõåðà (ñì.[1, 3, 11, 32℄). Òàêèì, ê ïðèìåðó, ÿâëÿåòñÿ ïîïóëÿðíûé ìåòîä Êðàâ÷èêà [3, 7℄.Êðîìå òîãî, â [27℄ ðàññìàòðèâàåòñÿ âîçìîæíîñòü ñâåäåíèÿ çàäà÷è íàõîæäåíèÿ �îð-ìàëüíîãî ðåøåíèÿ èíòåðâàëüíûõ ñèñòåì ê îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷å ìèíèìèçàöèè íåâÿç-êè. Ýòîò ïóòü âåñüìà íåâûãîäåí, òàê êàê ïîëó÷àþùàÿñÿ öåëåâàÿ �óíêöèÿ ÿâëÿåòñÿíåãëàäêîé, è åå ãëîáàëüíûå ñâîéñòâà òðóäíî ïîääàþòñÿ èññëåäîâàíèþ. Ñîîòâåòñòâåííî,âûáîð îïòèìèçàöèîííûõ ìåòîäîâ â ýòîé ñèòóàöèè âåñüìà óçîê, à èõ ñõîäèìîñòü â îáùåìñëó÷àå ïðîáëåìàòè÷íà.Ìû ïîéäåì äðóãèì ïóòåì è âîñïîëüçóåìñÿ òåõíèêîé ïîãðóæåíèÿ èíòåðâàëüíîãî ïðî-ñòðàíñòâà â åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî äâîéíîé ðàçìåðíîñòè [7, 8, 19℄. Åå íàçíà÷åíèå ñî-ñòîèò â òîì, ÷òîáû ïåðåéòè èç �íåëèíåéíîãî� èíòåðâàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà KR
n â ëèíåé-íîå ïðîñòðàíñòâî, òîëüêî â êîòîðîì è ïðèìåíèìû ìíîãèå ìàòåìàòè÷åñêèå êîíöåïöèè,ñîñòàâëÿþùèå îñíîâó ñîâðåìåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäîâ (â ÷àñòíîñòè, äè��åðåí-öèðîâàíèå è âûïóêëîñòü). Ýòîò ïåðåõîä ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåí ñ ïîìîùüþ ëþáîãîâçàèìíî-îäíîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ KR

n → R
2n � òàê íàçûâàåìîãî ïîãðóæåíèÿ, è åãîêîíêðåòíûé âûáîð îáû÷íî äèêòóåòñÿ ñîîáðàæåíèÿìè óäîáñòâà è íàèáîëåå àêêóðàòíî-ãî ñîõðàíåíèÿ ñâîéñòâ ðàññìàòðèâàåìûõ îáúåêòîâ ïðè ïåðåõîäå â íîâîå ïðîñòðàíñòâî.Â ÷àñòíîñòè, èìååò ñìûñë çàäàâàòü ïîãðóæåíèå KR

n → R
2n òàê, ÷òîáû îíî ÿâëÿëîñüèçîìîð�èçìîì àääèòèâíûõ ãðóïï ïðîñòðàíñòâ KR

n è R
2n.Îòîáðàæåíèå sti : KR

n → R
2n, çàäàâàåìîå ïðàâèëîì

sti
(

(x1,x2, . . . ,xn)
⊤
)

= (−x1,−x2, . . . ,−xn,x1,x2, . . . ,xn)
⊤,íàçûâàþò ñòàíäàðòíûì ïîãðóæåíèåì èíòåðâàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà KR

n â ëèíåéíîåïðîñòðàíñòâî R
2n [7, 19, 26℄. Îíî îñîáåííî óäîáíî ïîòîìó, ÷òî ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê ïîâêëþ÷åíèþ â KR

n ïåðåâîäèòñÿ èì â ïîêîìïîíåíòíûé ïîðÿäîê íà ëèíåéíîì ïðîñòðàí-ñòâå R
2n. Èíûìè ñëîâàìè,

x ⊆ y â KR
n ⇔ sti (x) ≤ sti (y) â R

2n,ãäå äëÿ u, v ∈ R
2n íåðàâåíñòâî u ≤ v ïîíèìàåòñÿ êàê ui ≤ vi, i = 1, 2, . . . , 2n. Ëåãêîòàêæå óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî

sti (µx+ νy) = µ sti (x) + ν sti (y).Èíòåðåñóþùåìó íàñ îòîáðàæåíèþ S : KR
n → KR

n ñòàíäàðòíîå ïîãðóæåíèå ñîïî-ñòàâëÿåò òàêîå îòîáðàæåíèå S : R2n → R
2n, ÷òî

S = sti ◦ S ◦ sti −1, (42)



118 Ñ.Ï. Øàðûéêîòîðîå áóäåì íàçûâàòü èíäóöèðîâàííûì. Íàèáîëåå âàæíîå ïðàêòè÷åñêîå ñëåäñòâèå ïî-ãðóæåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî íàõîæäåíèå �îðìàëüíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (36) � (37)â KR
n ìîæåò áûòü çàìåíåíî íà ðåøåíèå èíäóöèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ S(x) = 0 â ïðè-âû÷íîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå R

2n.Èíäóöèðîâàííîå îòîáðàæåíèå S, î÷åâèäíî, íåïðåðûâíî ïî x è ïî ïàðàìåòðàì A è
b â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ñòàíäàðòíîãî ïîãðóæåíèÿ sti, îïåðàöèè äóàëèçàöèè è èíòåð-âàëüíûõ àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé ñëîæåíèÿ, âû÷èòàíèÿ è óìíîæåíèÿ â KR.Íàïîìíèì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.Îïðåäåëåíèå [33 � 35℄. Ïóñòü åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî Rq óïîðÿäî÷åíî ÷àñòè÷íûìïîðÿäêîì �4�. Îòîáðàæåíèå F : Rp → R

q íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîâî âûïóêëûì îòíîñè-òåëüíî �4�, åñëè
F (λu+ (1− λ)v) 4 λF (u) + (1− λ)F (v)äëÿ ëþáûõ u, v ∈ R

p è λ ∈ [0, 1].Íàèáîëåå âàæíîå ñâîéñòâî èíäóöèðîâàííîãî îòîáðàæåíèÿ S äàåò Ïðåäëîæåíèå 4.Ïðåäëîæåíèå 4. Åñëè A ∈ IR
n×n, òî èíäóöèðîâàííîå îòîáðàæåíèå S : R2n →

R
2n, îïðåäåëåííîå ïîñðåäñòâîì (42), ÿâëÿåòñÿ ïîðÿäêîâî âûïóêëûì â R

2n îòíîñèòåëü-íî ïîêîìïîíåíòíîãî óïîðÿäî÷åíèÿ âåêòîðîâ �≤�.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x′, x′′ ∈ KR
n. Òîãäà äëÿ âñÿêîãî i = 1, 2, . . . , n è ëþáîãî

λ ∈ [0, 1] â ñèëó (26) è ñóáäèñòðèáóòèâíîñòè óìíîæåíèÿ ïî ñëîæåíèþ (11) ñïðàâåäëèâàñëåäóþùàÿ öåïî÷êà ïðåîáðàçîâàíèé:
Si

(

λx′ + (1− λ)x′′
)

=

= aii dual
(

λx′
i + (1− λ)x′′

i

)

+
∑

j 6=i

aij

(

λx′
i + (1− λ)x′′

i

)

− bi ⊆

= λaii dualx
′
i + (1− λ)aii dualx

′′
i +

∑

j 6=i

(

λaijx
′
i + (1− λ)aijx

′′
i

)

− bi =

= λ

(

aii dualx
′
i +
∑

j 6=i

aijx
′
i − bi

)

+ (1− λ)

(

aii dualx
′′
i +

∑

j 6=i

aijx
′′
i − bi

)

=

= λ Si(x
′) + (1− λ) Si(x

′′).Ñëåäîâàòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ ïîðÿäêà �⊆� íà KR

Si

(

λx′ + (1− λ)x′′
)

≥ λ Si(x
′) + (1− λ) Si(x

′′), (43)
Si

(

λx′ + (1− λ)x′′
)

≤ λ Si(x′) + (1− λ) Si(x′′). (44)Åñëè âåêòîðû x′, x′′ ∈ R
2n òàêîâû, ÷òî

x′ = sti (x′) è x′′ = sti (x′′),òî
sti −1(x′) = x′ è sti −1(x′′) = x′′,è ïîýòîìó

S
(

λx′ + (1− λ)x′′
)

= sti
(

S
(

λx′ + (1− λ)x′′
)

)

.



Îá �èñïàíñêîé âåðñèè� �îðìàëüíîãî ïîäõîäà ê âíåøíåìó îöåíèâàíèþ... 119Ïðèâëåêàÿ îïðåäåëåíèå ñòàíäàðòíîãî ïîãðóæåíèÿ, ñ ó÷åòîì (43) � (44) ïîëó÷èì ñîîòíî-øåíèÿ
Si

(

λx′ + (1− λ)x′′
)

= − Si

(

λx′ + (1− λ)x′′
)

≤ −λ Si(x
′)− (1− λ) Si(x

′′) =

= λ Si(x
′) + (1− λ) Si(x

′′) ïðè 1 ≤ i ≤ n,

Si

(

λx′ + (1− λ)x′′
)

= Si

(

λx′ + (1− λ)x′′
)

≤ λ Si(x′) + (1− λ) Si(x′′) =

= λ Si(x
′) + (1− λ) Si(x

′′) ïðè n + 1 ≤ i ≤ 2n.Ýòî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �Ïîðÿäêîâàÿ âûïóêëîñòü èíäóöèðîâàííîãî îòîáðàæåíèÿ S âëå÷åò ñóùåñòâîâàíèå åãîñóáäè��åðåíöèàëà ∂S âñþäó â R
2n [33℄. Ìîæíî ïîêàçàòü è áîëüøåå: S ÿâëÿåòñÿ ïîëè-ýäðàëüíûì îòîáðàæåíèåì, ò. å. òàêèì, ÷òî åãî ãðà�èê �ñêëååí� èç êóñêîâ ãèïåðïëîñêî-ñòåé. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèé èíäóöèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ S(x) = 0â R

2n èìååò ñìûñë ïðèìåíèòü ñóáäè��åðåíöèàëüíûé ìåòîä Íüþòîíà, ðàçâèòûé ðà-íåå äëÿ çàäà÷ ïîäîáíîãî ñîðòà è óñïåøíî çàðåêîìåíäîâàâøèé ñåáÿ (ñì., â ÷àñòíîñòè,[7, 19, 21, 36℄): Ñóáäè��åðåíöèàëüíûé ìåòîä Íüþòîíàäëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (36) � (37)Âûáèðàåì íåêîòîðîå íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå x(0) ∈ R
2n.Åñëè (k − 1)-å ïðèáëèæåíèå x(k−1) ∈ R

2n, k = 1, 2, . . . , óæå íàéäåíî,òî âû÷èñëÿåì êàêîé-íèáóäü ñóáãðàäèåíò D(k−1) îòîáðàæåíèÿ S â òî÷êå
x(k−1) è ïîëàãàåì

x(k) := x(k−1) − τ
(

D(k−1)
)−1

S(x(k−1)),ãäå τ ∈ ]0, 1] � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà.Íåòðèâèàëüíûì ìîìåíòîì ðåàëèçàöèè ñóáäè��ðåíöèàëüíîãî ìåòîäà Íüþòîíà ÿâ-ëÿåòñÿ âûáîð íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ. Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçûâàþò,÷òî îí ñõîäèòñÿ èç ëþáîãî íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ, íî êîëè÷åñòâî èòåðàöèé äî ñõî-äèìîñòè ïðè ýòîì âîçðàñòàåò. Ýìïèðè÷åñêèì ïóòåì áûëî óñòàíîâëåíî [19, 21℄, ÷òî äëÿàëãîðèòìà, âû÷èñëÿþùåãî �îðìàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ â ðåêóððåíòíîì âèäå (40),íàèáîëåå âûãîäíûé âûáîð íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ � ýòî ðåøåíèå �ñðåäíåé� ñèñòåìûóðàâíåíèé (midA) x = mid b.�åàëèçàöèÿ è ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû (ñì. ðàçäåë 10) ïîêàçûâàþò, ÷òî â ðàññìàò-ðèâàåìîì ñëó÷àå ñóáäè��åðåíöèàëüíûé ìåòîä Íüþòîíà ðàáîòàåò õîðîøî, ïðè÷åì ïðè
τ = 1 îí â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ íàõîäèò �îðìàëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (36) � (37)çà íåáîëüøîå êîíå÷íîå ÷èñëî èòåðàöèé. Â ÷àñòíîñòè, ìåòîä ïî ñâîåé ý��åêòèâíîñòèêà÷åñòâåííî ïðåâîñõîäèò ñòàöèîíàðíûå èòåðàöèîííûå ìåòîäû òèïà ßêîáè, ïðåäëîæåí-íûå äëÿ ðåøåíèÿ àíàëîãè÷íîé çàäà÷è â [27℄. Ê ïðèìåðó, äëÿ ñèñòåìû Õàíñåíà (38)òî÷íîå �îðìàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (36) � (37) âû÷èñëÿåòñÿ ñóáäè��åðåíöèàëüíûììåòîäîì Íüþòîíà âñåãî çà òðè èòåðàöèè.



120 Ñ.Ï. Øàðûé8. Óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïðàâèëüíîãî �îðìàëüíîãî ðåøåíèÿÊ ñîæàëåíèþ, äàæå êîãäà ìíîæåñòâî ðåøåíèé ÈÑËÀÓ íåïóñòî, �îðìàëüíîå ðåøåíèåóðàâíåíèÿ (36) � (37) ÷àñòî íå ñóùåñòâóåò èëè íå ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíûì. Â ïîñëåäíåìñëó÷àå îíî íå ìîæåò áûòü ïðîèíòåðïðåòèðîâàíî ñîãëàñíî Ïðåäëîæåíèþ 3. Íàïðèìåð,äëÿ èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû
(

[1, 2] [2, 3]

[2, 3] [0, 1]

)

x =

(

[60, 240]

[0, 120]

)

, (45)êîòîðàÿ ïîëó÷åíà ïåðåñòàíîâêîé ìåñòàìè óðàâíåíèé â ñèñòåìå Õàíñåíà (38) è èìååò òîæå ñàìîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé (ñì. ðèñ. 2), �îðìàëüíûì ðåøåíèåì âñïîìîãàòåëüíîé ñè-ñòåìû (36) � (37) ÿâëÿåòñÿ íåïðàâèëüíûé èíòåðâàëüíûé âåêòîð ([90,−120], [240,−60])⊤(ñóáäè��åðåíöèàëüíûé ìåòîä Íüþòîíà óñïåøíî íàõîäèò åãî çà ÷åòûðå èòåðàöèè). Èñ-ñëåäóåì ýòî çàòðóäíåíèå áîëåå òùàòåëüíî.Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî åñëè êàêîé-íèáóäü èç äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ìàòðè-öû A ñîäåðæèò íóëü, òî �îðìàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (36) � (37) íå ìîæåò áûòü ïðà-âèëüíûì. Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ñîîòâåòñòâóþùèå âûðàæåíèÿ (36) áóäóò ïðà-âèëüíûìè èíòåðâàëàìè, êîòîðûå íå ìîãóò âêëþ÷àòüñÿ â íóëü.Ïóñòü x∗ � èñêîìîå �îðìàëüíîå ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäñòàâëåíèåì (34):
aii · dualx

∗
i +

∑

j 6=i

aijx
∗
j − bi =

∨

aij∈aij

j=1,...,n

∨

bi∈bi

(

aii · dualx
∗
i +

∑

j 6=i

aijXj − bi

)

,

i = 1, 2, . . . , n. Åñëè êàêîé-ëèáî èç aii ÿâëÿåòñÿ íóëüñîäåðæàùèì èíòåðâàëîì, òî ñîîò-âåòñòâóþùåå åìó âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè âûïèñàííîãî ðàâåíñòâà ñîäåðæèò
∨

aij∈aij

j 6=i

∨

bi∈bi

(

0 · dualx∗
i +

∑

j 6=i

aijx
∗
j − bi

)

=
∑

j 6=i

aijx
∗
j − bi,ò. å. ïðàâèëüíûé èíòåðâàë, êîòîðûé ìîæåò áûòü ðàâåí íóëþ (èìåþùåìó íóëåâîé ðà-äèóñ) â óðàâíåíèè (37) ëèøü â èñêëþ÷èòåëüíûõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ðàâíû íóëþ ðàäèóñûñóììû ∑

j 6=i

aijx
∗
j è êîìïîíåíòû ïðàâîé ÷àñòè bi. Íå áóäåì âûïèñûâàòü ñòðîãóþ �îðìó-ëèðîâêó ýòèõ óñëîâèé, òàê êàê îíè íåèçáåæíî äîëæíû íîñèòü àïîñòåðèîðíûé õàðàê-òåð, ò. å. èñïîëüçîâàòü çíàíèå âû÷èñëåííîãî �îðìàëüíîãî ðåøåíèÿ x∗, ÷òî íåèçáåæ-íî ñíèæàåò èõ ïðàêòè÷åñêóþ öåííîñòü. Âïðåäü óñëîâèìñÿ (íå âïîëíå ñòðîãî) ñ÷èòàòü,÷òî îòñóòñòâèå íóëüñîäåðæàùèõ äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ â ìàòðèöå èñõîäíîé ñèñòåìû(1) � (2) ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ ïðàâèëüíûõ �îðìàëüíûõ ðå-øåíèé ñèñòåìû (36) � (37).Èòàê, �åíîìåí ñèñòåìû (45) ïîëó÷àåò ñëåäóþùåå îáúÿñíåíèå: â èñõîäíîé èíòåð-âàëüíîé ñèñòåìå Õàíñåíà (38) äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû íå ñîäåðæàò íóëåé, à ñèñòåìà(45) ýòèì ñâîéñòâîì óæå íå îáëàäàåò.Íî îòñóòñòâèå íóëüñîäåðæàùèõ ýëåìåíòîâ ïî äèàãîíàëè ìàòðèöû ÈÑËÀÓ íå ÿâ-ëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ïðàâèëüíîñòè �îðìàëüíûõ ðåøåíèé âñïîìîãàòåëüíûõñèñòåì (36) � (37), è ðàññìàòðèâàåìûé âîïðîñ òðåáóåò äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ. �àñ-ñìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà èíòåðâàëüíóþ ëèíåéíóþ ñèñòåìó

(

[1, 2] [2, 3]

[2, 3] 1

)

x =

(

[60, 240]

[0, 120]

)

, (46)



Îá �èñïàíñêîé âåðñèè� �îðìàëüíîãî ïîäõîäà ê âíåøíåìó îöåíèâàíèþ... 121êîòîðàÿ ïîëó÷åíà èç (45) çàìåíîé íóëüñîäåðæàùåãî ýëåìåíòà [0, 1] íà 1 íà ìåñòå (2, 2).Äëÿ íåå �îðìàëüíûì ðåøåíèåì âñïîìîãàòåëüíîé ñèñòåìû (36) � (37) ÿâëÿåòñÿ òîò æåíåïðàâèëüíûé èíòåðâàëüíûé âåêòîð ([90,−120], [240,−60])⊤.Äëÿ öåëåé äàëüíåéøåãî àíàëèçà ïðåäñòàâèì ìàòðèöó èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñè-ñòåìû óðàâíåíèé Ax = b â âèäå ñóììû äèàãîíàëüíîé è âíåäèàãîíàëüíîé ÷àñòåé, ò. å.êàê
A = C +D, (47)ãäå C = (cij) � ìàòðèöà, â êîòîðîé äèàãîíàëü íóëåâàÿ, cii = 0, i = 1, 2, . . . , n, à âíå-äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ýëåìåíòàìè ìàòðèöû A, ò. å.

cij = aij ïðè âñåõ i 6= j; D = diag {d1,d2, . . . ,dn} � äèàãîíàëüíàÿ èíòåðâàëüíàÿ ìàòðè-öà, ýëåìåíòû êîòîðîé ðàâíû ñîîòâåòñòâóþùèì äèàãîíàëüíûì ýëåìåíòàì ìàòðèöû A,ò. å. di = aii, i = 1, 2, . . . , n. Òîãäà ââåäåííûé â Ïðåäëîæåíèè 3 èíòåðâàëüíûé îïåðàòîð
S ìîæåò áûòü çàïèñàí êàê

S(x) = Cx+D ·dualx− b,à óðàâíåíèå (36) � (37) ïðèìåò âèä
Cx+D ·dualx− b = 0.Â ñèëó ñêàçàííîãî âûøå áóäåì âñþäó äàëåå ïðåäïîëàãàòü, ÷òîD íåîñîáåííà, ò. å. 0 6∈ di,

i = 1, 2, . . . , n.Ïóñòü x∗ � �îðìàëüíîå ðåøåíèå ýòîé èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé, òàê ÷òî
Cx∗ +D ·dualx∗ − b = 0.Äîáàâèì ê îáåèì ÷àñòÿì äàííîãî ðàâåíñòâà ïî âåëè÷èíå opp (D ·dualx∗), àëãåáðàè÷åñêèïðîòèâîïîëîæíîé ê D · dualx∗ (÷òî ðàâíîñèëüíî ïåðåíîñó ýòîãî ÷ëåíà �ñ ïðîòèâîïî-ëîæíûì çíàêîì� â äðóãóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì
opp (D ·dualx∗) = Cx∗ − b,îòêóäà, óìíîæàÿ îáå ÷àñòè íà −1 è ó÷èòûâàÿ, ÷òî −opp (·) = dual (·), áóäåì èìåòü
dual (D ·dualx∗) = b−Cx∗.Íàêîíåö, îïèðàÿñü íà (26), ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ

(dualD)·x∗ = b−Cx∗. (48)Åñëè äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû â ìàòðèöå A íå ñîäåðæàò íóëåé, òî äëÿ (dualD)ñóùåñòâóåò àëãåáðàè÷åñêè îáðàòíàÿ ìàòðèöà inv (dualD), ò. å. òàêàÿ, ÷òî åå ïðîèçâå-äåíèå íà dualD äàåò åäèíè÷íóþ ìàòðèöó. Êîëü ñêîðî inv dual (·) = (·)−1, òî ýòà àë-ãåáðàè÷åñêè îáðàòíàÿ ìàòðèöà ñîâïàäàåò ñ îáû÷íîé îáðàòíîé èíòåðâàëüíîé ìàòðèöåé
D−1 = diag{1/d1, 1/d2, . . . , 1/dn}, è ïîòîìó, äîìíîæàÿ íà íåå îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (48),ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé ðàâíîñèëüíîé �îðìå çàïèñè óðàâíåíèÿ (36) � (37):

x = D−1(b−Cx). (49)Ñèñòåìû óðàâíåíèé ïîäîáíîãî âèäà, â êîòîðûõ íåèçâåñòíàÿ ïåðåìåííàÿ âûäåëåíà â îä-íîé èç ÷àñòåé �â ÷èñòîì âèäå�, íàçûâàþòñÿ ñèñòåìàìè óðàâíåíèé â ðåêóððåíòíîì âèäå



122 Ñ.Ï. Øàðûé(ïðî îïåðàòîðíûå óðàâíåíèÿ â àíàëîãè÷íîé �îðìå ãîâîðÿò, ÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ óðàâíå-íèÿìè âòîðîãî ðîäà). Èìåííî òàêîé âèä èìåþò èíòåðâàëüíûå ñèñòåìû óðàâíåíèé â òåî-ðåìàõ Àïîñòîëàòîñà�Êóëèøà è Àëå�åëüäà�Õåðöáåðãåðà, íà êîòîðûå îïèðàëàñü òðà-äèöèîííàÿ âåðñèÿ �îðìàëüíîãî ïîäõîäà ê âíåøíåìó îöåíèâàíèþ ìíîæåñòâ ðåøåíèé.Â ñëó÷àå, êîãäà x∗ åñòü ïðàâèëüíîå �îðìàëüíîå ðåøåíèå èíòåðâàëüíîé ñèñòåìûóðàâíåíèé â ðåêóððåíòíîì âèäå (49), áåðÿ ðàäèóñ îò îáåèõ ÷àñòåé ðàâåíñòâà
x∗ = D−1

(

b−Cx∗
)

,ïîëó÷èì
radx∗ = rad

(

D−1
(

b−Cx∗
)

)

.Íî rad (UV ) ≥ |U | · radV äëÿ ëþáûõ ïðàâèëüíûõ èíòåðâàëüíûõ ìàòðèö U è V ñîãëà-ñîâàííûõ ðàçìåðîâ, äëÿ êîòîðûõ èìååò ñìûñë èõ ïðîèçâåäåíèå (ñì. [1, 3, 7℄). Ïîýòîìó
rad
(

D−1
(

b−Cx∗
)

)

≥ |D−1| · rad
(

b−Cx∗
)

= |D−1| ·
(

rad b+ rad (Cx∗)
)

.Åñëè âñå êîìïîíåíòû âåêòîðà ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ b èìåþò íåíóëåâóþ øèðèíó, ò. å.
rad b > 0, òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

radx∗ > |D−1| · rad
(

Cx∗
)

≥ |D−1| |C| · radx∗. (50)Îíî îçíà÷àåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî radx∗ > 0. Èíûìè ñëîâàìè, åñëè óðàâíåíèå (36) � (37)èìååò ïðè rad b > 0 ïðàâèëüíîå �îðìàëüíîå ðåøåíèå, òî ýòî ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ òåëåñ-íûì áðóñîì â R
n, âñå êîìïîíåíòû êîòîðîãî èìåþò íåíóëåâóþ øèðèíó.Íàïîìíèì òåïåðü ñëåäóþùèé �àêò èç òåîðèè íåîòðèöàòåëüíûõ ìàòðèö. Åñëè A �íåîòðèöàòåëüíàÿ n× n-ìàòðèöà, ρ(A) � åå ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ è α � ïîëîæèòåëüíîåâåùåñòâåííîå ÷èñëî, òî

ρ(A) < α ⇐⇒
(

∃v ∈ R
n
)(

v > 0 & Av < αv
)

,

ρ(A) ≥ α ⇐⇒
(

∃v ∈ R
n
)(

v > 0 & Av ≥ αv
)

.Äîêàçàòåëüñòâî ìîæåò áûòü íàéäåíî, íàïðèìåð, â êíèãå �. Õîðíà è ×. Äæîíñîíà [37℄ëèáî â àíãëîÿçû÷íûõ èñòî÷íèêàõ [3, 10℄. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íåÿâíûì îáðàçîì ýòîò�àêò îáîñíîâûâàåòñÿ â äîêàçàòåëüñòâå Õ. Âèëàíäòà òåîðåìû Ïåððîíà�Ôðîáåíèóñà îíåîòðèöàòåëüíûõ ìàòðèöàõ, êîòîðîå âîñïðîèçâîäèòñÿ âî ìíîãèõ ïîñîáèÿõ ïî òåîðèèìàòðèö, íàïðèìåð, â êëàññè÷åñêîé ðàáîòå Ô. �àíòìàõåðà [38℄.Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå äëÿ ïîëîæèòåëüíîãî âåêòîðà y = radx∗ è äëÿ íåîòðèöà-òåëüíîé ìàòðèöû |D−1| |C| èìååò ìåñòî |D−1| |C| y < y. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó âûøå-îòìå÷åííûõ ñâîéñòâ íåîòðèöàòåëüíûõ ìàòðèö ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ ìàòðèöû |D−1| |C|äîëæåí áûòü ñòðîãî ìåíüøå 1:
ρ
(

|D−1| |C|
)

< 1. (51)Ýòî íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ïðàâèëüíîãî �îðìàëüíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåì(49) è (36) � (37) ïðè rad b > 0 è íå ñîäåðæàùèõ íóëÿ äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòàõ â A.Îòìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó D � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, òî |D−1| |C| = |D−1C|, èâûâåäåííîå óñëîâèå ðàâíîñèëüíî ρ
(

|D−1C|
)

< 1.Ïîëó÷åííûì ðåçóëüòàòàì ìîæíî ïðèäàòü íåñêîëüêî äðóãóþ �îðìó, äëÿ ÷åãî íàìïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ.



Îá �èñïàíñêîé âåðñèè� �îðìàëüíîãî ïîäõîäà ê âíåøíåìó îöåíèâàíèþ... 123Îïðåäåëåíèå [10, 39℄. Òî÷å÷íàÿ n × n-ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ M-ìàòðèöåé, åñëèîíà ïðåäñòàâèìà â âèäå A = sI − P , ãäå s ∈ R, P � íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàòðèöà è
s > ρ(P ).Îïðåäåëåíèå [3, 7℄. Èíòåðâàëüíóþ n × n-ìàòðèöó A ∈ IR

n×n ñòàíåì íàçûâàòüèíòåðâàëüíîé M-ìàòðèöåé, åñëè M-ìàòðèöàìè ÿâëÿþòñÿ âñå ñîäåðæàùèåñÿ â íåéòî÷å÷íûå ìàòðèöû.Îïðåäåëåíèå [3, 7℄. Ìàòðèöà A ∈ R
n×n íàçûâàåòñÿ H-ìàòðèöåé, åñëè åå êîìïà-ðàíò ÿâëÿåòñÿ M-ìàòðèöåé. Ìàòðèöà A ∈ IR

n×n íàçûâàåòñÿ èíòåðâàëüíîé H-ìàò-ðèöåé, åñëè êàæäàÿ âåùåñòâåííàÿ ìàòðèöà A ∈ A ÿâëÿåòñÿ H-ìàòðèöåé.ßñíî, ÷òî óM -ìàòðèöû âíåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû íåïîëîæèòåëüíû. Íåòðóäíî òàê-æå ïîêàçàòü, ÷òî äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû M -ìàòðèöû îáÿçàíû áûòü ïîëîæèòåëüíûìè.Âîîáùå M -ìàòðèöû � îòíîñèòåëüíî ïðîñòî îïèñûâàåìûé ïîäêëàññ âñåõ ïîëîæèòåëüíîîáðàòèìûõ ìàòðèö, ò. å. ìàòðèö, èìåþùèõ íåîòðèöàòåëüíóþ îáðàòíóþ ìàòðèöó [39℄.H -ìàòðèöû � ýòî ñïåöèàëüíûé êëàññ ìàòðèö, ó êîòîðûõ äèàãîíàëü äîìèíèðóåò íàäîñòàëüíîé, âíåäèàãîíàëüíîé, ÷àñòüþ ìàòðèöû â ñïåêòðàëüíîì ñìûñëå [3, 7, 10℄. ÊëàññH -ìàòðèö âêëþ÷àåò â ñåáÿ â êà÷åñòâå ñîáñòâåííîãî ïîäìíîæåñòâà âñå ìàòðèöû, óäîâëå-òâîðÿþùèå òðàäèöèîííîìó óñëîâèþ äèàãîíàëüíîãî ïðåîáëàäàíèÿ, íî íå èñ÷åðïûâàåò-ñÿ èìè. Äðóãîé ïðèìåð H -ìàòðèö � íåîñîáåííûå òðåóãîëüíûå ìàòðèöû, âåðõíèå èëèíèæíèå [3℄. Äëÿ H -ìàòðèö óäàåòñÿ ñîõðàíèòü ìíîãèå õîðîøèå ñâîéñòâà M -ìàòðèö, â÷àñòíîñòè, îöåíêó íà îáðàòíóþ ìàòðèöó.Äëÿ ëþáîãî èíòåðâàëà x ∈ IR òàêîãî, ÷òî 0 6∈ x, ñïðàâåäëèâî
∣

∣

∣

1

x

∣

∣

∣
= 〈x〉−1,â ñèëó ÷åãî äëÿ äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû D èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

∣

∣D−1
∣

∣ = 〈D〉−1.Ïðè rad b > 0 ñ ó÷åòîì (50) ýòî ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî 〈D〉−1 |C| y < y äëÿïîëîæèòåëüíîãî âåêòîðà y = radx∗ ∈ R
n. Â ñèëó íåîòðèöàòåëüíîñòè 〈D〉−1 îáå ÷àñòèïîëó÷åííîãî íåðàâåíñòâà ìîæåì äîìíîæèòü íà ýòó ìàòðèöó, ïðèéäÿ ê 〈D〉y > |C| y, ò. å.

(

〈D〉 − |C|
)

y > 0. (52)Â âûðàæåíèè 〈D〉 − |C| íåòðóäíî óâèäåòü êîìïàðàíò ìàòðèöû A, ïîýòîìó (52) ðàâ-íîñèëüíî 〈A〉y > 0 äëÿ êàêîãî-òî âåêòîðà y > 0, ÷òî ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ïðèçíàêîâH -ìàòðèö (ñì. ïîäðîáíîñòè, ê ïðèìåðó, â [3, 7℄). Ìû îáîñíîâàëè Ïðåäëîæåíèå 5.Ïðåäëîæåíèå 5. Åñëè â èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìå Ax = b äèàãîíàëü-íûå ýëåìåíòû A íå ñîäåðæàò íóëåé è âñå êîìïîíåíòû ïðàâîé ÷àñòè èìåþò íåíó-ëåâóþ øèðèíó, ò. å. rad b > 0, òî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïðàâèëüíîãî �îðìàëüíîãî ðå-øåíèÿ ñèñòåìû èíòåðâàëüíûõ óðàâíåíèé (36) � (37) íåîáõîäèìî, ÷òîáû A ÿâëÿëàñüH-ìàòðèöåé.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñïðàâåäëèâî Ïðåäëîæåíèå 6.Ïðåäëîæåíèå 6. Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïðàâèëüíîãî �îðìàëüíîãî ðåøåíèÿ ñèñòå-ìû èíòåðâàëüíûõ óðàâíåíèé (36) � (37) äîñòàòî÷íî, ÷òîáû â èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîéñèñòåìå Ax = b ìàòðèöà A ÿâëÿëàñü H-ìàòðèöåé.Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ H -ìàòðèöû A ∈ IR
n×n äèàãîíàëü íå ñîäåð-æèò íóëåé, è ïîòîìó â ïðåäñòàâëåíèè (47) äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà D íåîñîáåííà. Òîãäà



124 Ñ.Ï. Øàðûéðàâíîñèëüíîé �îðìîé çàïèñè ñèñòåìû (36) � (37) ÿâëÿåòñÿ ðåêóððåíòíûé âèä (49), êî-òîðûé ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê
x = G(A, b, x)ñ îòîáðàæåíèåì G : IR

n → IR
n, äåéñòâóþùèì ïî ïðàâèëó x 7→ D−1(b − Cx), ãäåìàòðèöà A ñâÿçàíà ñ C è D ïîñðåäñòâîì ñîîòíîøåíèÿ (47).Åñëè A � H -ìàòðèöà, òî äëÿ íåå âûïîëíåíî óñëîâèå (51). Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñêîëüêó

Dist
(

G(A, b, x),G(A, b, y)
)

= Dist
(

D−1(b−Cy),D−1(b−Cy)
)

≤

≤
∣

∣D−1
∣

∣ · Dist
(

b−Cx, b−Cy
)

≤
∣

∣D−1
∣

∣ |C| · Dist (x,y),ðàññìàòðèâàåìîå îòîáðàæåíèåG ÿâëÿåòñÿ |D−1| |C|-ñæèìàþùèì. Òðåáóåìîå óòâåðæäå-íèå âûòåêàåò òåïåðü èç òåîðåìû Àëå�åëüäà�Õåðöáåðãåðà, �îðìóëèðîâêà êîòîðîé ïðè-âåäåíà â ðàçäåëå 6. �Ñ ó÷åòîì ñêàçàííîãî ñèòóàöèÿ ñ ïðàâèëüíîñòüþ/íåïðàâèëüíîñòüþ �îðìàëüíûõ ðå-øåíèé ðàññìîòðåííûõ êîíêðåòíûõ ñèñòåì (38) è (45),(46) ïîëó÷àåò åùå îäíî, íàèáî-ëåå ãëóáîêîå, îáúÿñíåíèå: ìàòðèöà ñèñòåìû Õàíñåíà (38) ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàëüíîé H -ìàòðèöåé, òîãäà êàê â ñèñòåìàõ (45) è (46) ìàòðèöû òàêîâûìè óæå íå ÿâëÿþòñÿ.Êàê ïðèâîäèòü ÈÑËÀÓ îáùåãî âèäà ê ñèñòåìàì ñ H -ìàòðèöàìè? Äëÿ ýòîé öåëèñëóæèò ïðîöåäóðà ïðåäîáóñëàâëèâàíèÿ [3, 7℄ � äîìíîæåíèå ñëåâà ìàòðèöû è ïðàâîé÷àñòè ðåøàåìîé ÈÑËÀÓ íà ñïåöèàëüíî ïîäîáðàííóþ òî÷å÷íóþ ìàòðèöó Λ, â ñèëó ÷åãîâìåñòî ñèñòåìû Ax = b ïîëó÷àåòñÿ èíòåðâàëüíàÿ ñèñòåìà (ΛA) x = Λb. Ìíîæåñòâîðåøåíèé Ξ(ΛA, Λb) ïðåäîáóñëîâëåííîé ñèñòåìû ìîæåò ñäåëàòüñÿ ïðè ýòîì áîëåå øè-ðîêèì, ÷åì èñõîäíîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé Ξ(A, b), íî ìàòðèöà ΛA íîâîé ñèñòåìû áóäåòèìåòü ëó÷øèå ñâîéñòâà ñðàâíèòåëüíî ñ A. Â ÷àñòíîñòè, åñëè A ñèëüíî íåîñîáåííà, òîïðè Λ = (midA)−1, íàçûâàåìîì ïðåäîáóñëàâëèâàíèåì îáðàòíîé ñðåäíåé, ΛA ÿâëÿåòñÿH -ìàòðèöåé [3, 7℄.9. Êà÷åñòâî îöåíèâàíèÿÏîëó÷åííîå ïðåäñòàâëåíèå óðàâíåíèé (36) � (37) â ðåêóððåíòíîì âèäå (49) ïîçâîëÿåòîòâåòèòü íà âîïðîñû î ñîîòíîøåíèè ðåçóëüòàòà Ïðåäëîæåíèÿ 3 ñ äðóãèìè âåðñèÿìè�îðìàëüíîãî ïîäõîäà ê âíåøíåìó îöåíèâàíèþ ìíîæåñòâ ðåøåíèé, à òàêæå î êà÷åñòâåýòîãî îöåíèâàíèÿ. Ñðàâíèâàÿ óðàâíåíèå â ðåêóððåíòíîì âèäå (49), ðàâíîñèëüíîå ñè-ñòåìå (36) � (37), ñ óðàâíåíèÿìè (39) � (40) èç òåîðåì Àïîñòîëàòîñà�Êóëèøà è Àëå-�åëüäà�Õåðöáåðãåðà, ìîæåì âèäåòü, ÷òî �èñïàíñêàÿ âåðñèÿ� �îðìàëüíîãî ïîäõîäà,ïðåäñòàâëåííàÿ â Ïðåäëîæåíèè 3, ÿâëÿåòñÿ, ïî ñóùåñòâó, óäà÷íî ñêîìïîíîâàííîé âà-ðèàöèåé èçâåñòíîãî ðàíåå âàðèàíòà �îðìàëüíî-àëãåáðàè÷åñêîãî ïîäõîäà èç [19, 21, 26℄,â êîòîðóþ íåÿâíî âñòðîåíà ïðîöåäóðà ïðèâåäåíèÿ ñèñòåìû ê ðåêóððåíòíîìó âèäó.Îöåíêè áëèçîñòè �îðìàëüíîãî ðåøåíèÿ èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû â ðåêóð-ðåíòíîì âèäå x = Gx+ h ê îïòèìàëüíîé (òî÷íîé) îöåíêå åå ìíîæåñòâà ðåøåíèé áûëèèññëåäîâàíû ìíîãèìè àâòîðàìè, èç êîòîðûõ îòìåòèì Ä. �åÿ [32℄ è À. Íîéìàéåðà [3℄.Ïîëüçóÿñü ìåòîäèêîé, ðàçâèòîé â [3℄, ïîêàæåì, ÷òî äëÿ �îðìàëüíîãî ðåøåíèÿ èíòåð-âàëüíîé ñèñòåìû (36) � (37) èëè ðàâíîñèëüíîé åé ñèñòåìû (49) ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèéðåçóëüòàò.
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n×n � èíòåðâàëüíàÿ H-ìàòðèöà, D,C � äèàãî-íàëüíàÿ è âíåäèàãîíàëüíàÿ ÷àñòèA ñîîòâåòñòâåííî è b ∈ IR

n. Åñëè x∗ � �îðìàëüíîåðåøåíèå èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû (36)� (37)
S(A, b, x) = Cx+D · dual x− b = 0,òî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî äëÿ ðàññòîÿíèÿ x∗ äî èíòåðâàëüíîé îáîëî÷êè

�Ξ(A, b) ìíîæåñòâà ðåøåíèé èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû Ax = b:
Dist

(

�Ξ, x∗
)

≤ 2 (I − |D−1C|)−1 |D−1C| · rad (�Ξ). (53)Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî èç óñëîâèÿ òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî â ïðåäñòàâëåíèè
A = C +D ìàòðèöà D íåîñîáåííà è ρ(|D−1C|) < 1. Ïîêàæåì, ÷òî ñïðàâåäëèâî âêëþ-÷åíèå

x∗ ⊆ �Ξ +D−1C(�Ξ − x∗).Â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî âêëþ÷åíèÿ âòîðîå ñëàãàåìîå ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì òðåõ èíòåð-âàëüíûõ ìàòðèö (ðàçìåðîì n×n, n×n è n×1), òðåáóþùèì, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàññòàíîâêèñêîáîê èç-çà íåàññîöèàòèâíîñòè èíòåðâàëüíîãî ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ. Íî òàê êàê ïåð-âûé èç ñîìíîæèòåëåé � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà D−1, äåëàòü ýòî íåîáÿçàòåëüíî.ßñíî, ÷òî x∗ = D−1
(

b − Cx∗
) â ñèëó óðàâíåíèÿ (49). Çà�èêñèðóåì èíäåêñ i ∈

{1, 2, . . . , n} è âîçüìåì êàêîå-íèáóäü çíà÷åíèå ξ ∈ x∗
i . Ïîñêîëüêó ðåçóëüòàòû èíòåðâàëü-íûõ ìàòðè÷íî-âåêòîðíûõ îïåðàöèé ÿâëÿþòñÿ èíòåðâàëüíûìè îáîëî÷êàìè ìíîæåñòâ òî-÷å÷íûõ ðåçóëüòàòîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ îïåðàöèé, âçÿòûõ �ïî ïðåäñòàâèòåëÿì�, òî ξ =

(

D̃−1(b̃− C̃x̃)
)

i
äëÿ íåêîòîðûõ C̃ ∈ C, D̃ ∈ D, x̃ ∈ x∗ è b̃ ∈ b. Ïðåîáðàçóåì ýòî âûðàæå-íèå äàëåå, ó÷èòûâàÿ, ÷òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû èç ρ(|D−1C|) < 1 ñëåäóåò îáðàòèìîñòüìàòðèö (I + D̃−1C̃) äëÿ ëþáûõ C̃ ∈ C è D̃ ∈ D:

D̃−1(b̃− C̃x̃) = (I + D̃−1C̃)−1D̃−1b̃− (I + D̃−1C̃)−1D̃−1b̃+ D̃−1(b̃− C̃x̃) =

= (I + D̃−1C̃)−1D̃−1b̃− (I + D̃−1C̃)−1D̃−1b̃+ D̃−1b̃− D̃−1C̃x̃ =

= (I + D̃−1C̃)−1D̃−1b̃− (I + D̃−1C̃)−1D̃−1b̃+

+ (I + D̃−1C̃)(I + D̃−1C̃)−1D̃−1b̃− D̃−1C̃x̃ =

= (I + D̃−1C̃)−1D̃−1b̃+ D̃−1C̃(I + D̃−1C̃)−1D̃−1b̃− D̃−1C̃x̃ =

= (I + D̃−1C̃)−1D̃−1b̃+ D̃−1C̃
(

(I + D̃−1C̃)−1D̃−1b̃− x̃
)

.Èíòåðâàëèçóÿ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ïî C̃ ∈ C, D̃ ∈ D, x̃ ∈ x∗, b̃ ∈ b è ó÷èòûâàÿïðèíàäëåæíîñòü
Ã−1b̃ =

(

C̃ + D̃
)−1

b̃ = (I + D̃−1C̃)−1D̃−1b̃ ∈ �Ξäëÿ ëþáûõ Ã = C̃ + D̃ ∈ A è b̃ ∈ b, ïîëó÷èì âêëþ÷åíèå
D̃−1(b̃− C̃x̃) ∈ �Ξ +D−1C(�Ξ − x∗).Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî èíäåêñà i = 1, 2, . . . , n è äëÿ ëþáûõ ξ ∈ x∗

i ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå
ξ ∈

(

�Ξ +D−1C(�Ξ − x∗)
)

i
,ò. å. äåéñòâèòåëüíî x∗ ⊆ �Ξ +D−1C(�Ξ − x∗).



126 Ñ.Ï. ØàðûéÈç ïîëó÷åííîãî âêëþ÷åíèÿ â ñèëó ñâîéñòâ ðàññòîÿíèÿ Dist ñëåäóåò:
Dist

(

�Ξ,x∗
)

≤ Dist
(

�Ξ, �Ξ +D−1C(�Ξ − x∗)
)

=

= Dist
(

0,D−1C(�Ξ − x∗)
)

= |D−1C(�Ξ − x∗)| ≤ |D−1C| |�Ξ − x∗|.Íî äëÿ ëþáûõ èíòåðâàëüíûõ âåêòîðîâ u, v èç IRn èìååò ìåñòî îöåíêà [3℄
|u− v| ≤ Dist (u, v) + 2 radu.Çíà÷èò,

Dist
(

�Ξ,x∗
)

≤ |D−1C| ·
(

Dist (�Ξ,x∗) + 2 rad (�Ξ)
)

, (54)è ïîòîìó
(I − |D−1C|) · Dist

(

�Ξ,x∗
)

≤ 2 |D−1C| · rad (�Ξ). (55)Ìàòðèöà (I − |D−1C|) îáðàòèìà, êîëü ñêîðî ρ(|D−1C|) < 1, è, êðîìå òîãî, îáðàòíàÿìàòðèöà (I − |D−1C|)−1 íåîòðèöàòåëüíà, â ÷åì ëåãêî óáåäèòüñÿ èç åå ðàçëîæåíèÿ âìàòðè÷íûé ðÿä Íåéìàíà
(I − |D−1C|)−1 =

∞
∑

k=0

|D−1C|k,â êîòîðîì âñå ÷ëåíû íåîòðèöàòåëüíû. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî äîìíîæèòü îáå ÷àñòèíåðàâåíñòâà (55) ñëåâà íà íåîòðèöàòåëüíóþ ìàòðèöó (I − |D−1C|)−1, ïîëó÷àÿ äîêàçû-âàåìîå íåðàâåíñòâî (53). �Ñëåäñòâèå. Åñëè â óñëîâèÿõ Ïðåäëîæåíèÿ 7 äëÿ íåêîòîðîé àáñîëþòíîé ìàòðè÷íîéíîðìû ‖ · ‖ âåëè÷èíà η := ‖D−1C‖ òàêîâà, ÷òî η < 1, òî äëÿ ñîãëàñîâàííîé àáñîëþòíîéâåêòîðíîé íîðìû ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
‖Dist

(

�Ξ, x∗
)

‖ ≤
2η

1− η
· ‖rad (�Ξ)‖. (56)Äåéñòâèòåëüíî, ïðè äîêàçàòåëüñòâå Ïðåäëîæåíèÿ 7 ìû óñòàíîâèëè îöåíêó (54)

Dist
(

�Ξ,x∗
)

≤ |D−1C|
(

Dist (�Ξ,x∗) + 2 rad (�Ξ)
)

.Áåðÿ íîðìó îò îáåèõ ÷àñòåé ýòîãî íåðàâåíñòâà ìåæäó íåîòðèöàòåëüíûìè âåêòîðàìè èïîëüçóÿñü óñëîâèÿìè ñîãëàñîâàíèÿ âåêòîðíûõ è ìàòðè÷íûõ íîðì, ïîëó÷èì
∥

∥Dist
(

�Ξ, x∗
)∥

∥ ≤ ‖D−1C‖ ·
∥

∥Dist
(

�Ξ, x∗
)

+ 2 rad (�Ξ)
∥

∥ ≤

≤ ‖D−1C‖ ·
(

∥

∥Dist
(

�Ξ, x∗
)∥

∥+ 2 ‖rad (�Ξ)‖
)

,îòêóäà èìååì
(

I − ‖D−1C‖
)

·
∥

∥Dist
(

�Ξ, x∗
)∥

∥ ≤ 2 ‖D−1C‖·‖rad (�Ξ)‖.Ïðè ‖D−1C‖ = η < 1 ýòî âëå÷åò îöåíêó (56).Îöåíêà (56) îçíà÷àåò, ÷òî òî÷íîñòü �èñïàíñêîé âåðñèè� �îðìàëüíîãî ïîäõîäà ñî-âåðøåííî òàêàÿ æå, êàê òðàäèöèîííîé, ò. å. èìååò ïåðâûé ïîðÿäîê â çàâèñèìîñòè îòðàçìåðîâ ìíîæåñòâà ðåøåíèé. Òîò æå ïåðâûé ïîðÿäîê òî÷íîñòè âíåøíåãî îöåíèâàíèÿ



Îá �èñïàíñêîé âåðñèè� �îðìàëüíîãî ïîäõîäà ê âíåøíåìó îöåíèâàíèþ... 127ìíîæåñòâ ðåøåíèé ÈÑËÀÓ èìåþò, êàê èçâåñòíî, áîëüøèíñòâî �áûñòðûõ� (ïîëèíîìè-àëüíî ñëîæíûõ) ìåòîäîâ âíåøíåãî îöåíèâàíèÿ ìíîæåñòâ ðåøåíèé ÈÑËÀÓ [3, 7℄.Â çàêëþ÷åíèå ðàçäåëà ïðèâåäåì àíàëîã èçâåñòíîãî ðåçóëüòàòà îá îïòèìàëüíîì (íàè-ëó÷øåì) îöåíèâàíèè ìíîæåñòâ ðåøåíèé ÈÑËÀÓ ñ M -ìàòðèöàìè.Ïðåäëîæåíèå 8. Åñëè A ∈ IR
n×n � èíòåðâàëüíàÿ M-ìàòðèöà, òî äëÿ ëþáîãîâåêòîðà b ∈ IR

n ïðàâèëüíîå �îðìàëüíîå ðåøåíèå èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû(36) � (37) ñóùåñòâóåò è ñîâïàäàåò ñ èíòåðâàëüíîé îáîëî÷êîé �Ξ(A, b) ìíîæåñòâàðåøåíèé èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû Ax = b.Äîêàçàòåëüñòâî. Îíî îñíîâàíî íà ñëåäóþùåì ñâîéñòâå óìíîæåíèÿ íà íåîòðèöà-òåëüíûé ïðàâèëüíûé èíòåðâàë: åñëè a ∈ IR è a ≥ 0, òî
ax = ǎx, ax = âx (57)äëÿ íåêîòîðûõ ǎ, â ∈ a. Äåéñòâèòåëüíî,

ax = [ax, ax] äëÿ òî÷å÷íîãî a ≥ 0.Òîãäà äëÿ íåîòðèöàòåëüíîãî èíòåðâàëà a ≥ 0 â ñèëó (22) èìååì
ax =

∨

a∈a

[ax, ax] =
[

min
a∈a

(ax), max
a∈a

(ax)
]

=
[

ǎx, âx
]äëÿ êàêèõ-òî çíà÷åíèé ǎ, â ∈ a.Ïåðåõîäÿ ê äîêàçàòåëüñòâó îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà Ïðåäëîæåíèÿ 8, çàìåòèì, ÷òî ñó-ùåñòâîâàíèå ïðàâèëüíîãî �îðìàëüíîãî ðåøåíèÿ äëÿ ñèñòåìû (36) � (37) âûòåêàåò èçÏðåäëîæåíèÿ 6. Äàëåå, åñëè A � èíòåðâàëüíàÿ M -ìàòðèöà, òî â ïðåäñòàâëåíèè (47) ååäèàãîíàëü D ïîëîæèòåëüíà, è �îðìàëüíîå ðåøåíèå x∗ èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû(36) � (37) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (49), ò. å.

x∗ = D−1
(

b−Cx∗
)

= D−1
(

b+ (−C)x∗
)

.Ñëåäîâàòåëüíî,
x∗ = D−1

(

b+ (−C)x∗
)

=

= Ď−1
(

b+ (−C)x∗
) â ñèëó (57), ïîñêîëüêó D−1 ≥ 0,=

= Ď−1
(

b+ (−C)x∗
)

=

= Ď−1
(

b+ (−Č)x∗
) ñíîâà â ñèëó (57), òàê êàê (−C) ≥ 0äëÿ êàêèõ-òî Ď ∈ D è Č ∈ C. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âåêòîð x∗ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì òî÷å÷íîéñèñòåìû Ǎx = b ñ Ǎ = Č + Ď ∈ A è ïîòîìó ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó ðåøåíèé Ξ(A, b).Àíàëîãè÷íûìèðàññóæäåíèÿìèìîæíîïîêàçàòü, ÷òî âåêòîð x∗ òàêæåëåæèò âΞ(A, b)è ïîýòîìó x∗ = [x∗,x∗] ⊆ �Ξ(A, b). Íî, ñ äðóãîé ñòîðîíû, x∗⊇ Ξ(A, b) ïî Ïðåäëîæå-íèþ 3, çíà÷èò áðóñ x∗ äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøåé ïî âêëþ÷åíèþ âíåøíåéîöåíêîé äëÿ ìíîæåñòâà ðåøåíèé Ξ(A, b). �



128 Ñ.Ï. Øàðûé10. ×èñëåííûå ïðèìåðûÄàííûé ðàçäåë ïîñâÿùåí ñðàâíåíèþ �èñïàíñêîé âåðñèè� �îðìàëüíîãî ïîäõîäà ñ äðóãè-ìè ìåòîäàìè âíåøíåãî îöåíèâàíèÿ ìíîæåñòâ ðåøåíèé ÈÑËÀÓ. Ïðè ýòîì ìû èñïîëüçó-åì òåðìèí �èñïàíñêàÿ âåðñèÿ� ðàñøèðèòåëüíî, äëÿ îáîçíà÷åíèÿ âû÷èñëèòåëüíîé ïðî-öåäóðû, îñíîâàííîé íà Ïðåäëîæåíèè 3 è èñïîëüçóþùåé äëÿ íàõîæäåíèÿ �îðìàëüíîãîðåøåíèÿ ñèñòåìû (36) � (37) ñóáäè��åðåíöèàëüíûé ìåòîä Íüþòîíà (÷åãî èñïàíñêèå àâ-òîðû â ñâîèõ ðàáîòàõ [27, 28℄, êîíå÷íî, íå ðàññìàòðèâàëè).Åå åñòåñòâåííûìè êîíêóðåíòàìè, îáëàñòüþ ïðèìåíèìîñòè êîòîðûõ òàêæå ñëóæàòèíòåðâàëüíûå ëèíåéíûå ñèñòåìû ñ H -ìàòðèöàì, ÿâëÿþòñÿ:� ïðîöåäóðà Õàíñåíà�Áëèêà��îíà [4, 40 � 43℄, èìåþùàÿ òðóäîåìêîñòü 4n3+O(n2);� èíòåðâàëüíûé èòåðàöèîííûé ìåòîä �àóññà�Çåéäåëÿ [3, 7℄, òðóäîåìêîñòü âûïîë-íåíèÿ îäíîãî øàãà êîòîðîãî ñîñòàâëÿåò O(n2);� òðàäèöèîííàÿ âåðñèÿ �îðìàëüíîãî (àëãåáðàè÷åñêîãî) ïîäõîäà [19, 21, 26℄, â êî-òîðîé êàæäûé øàã ñóáäè��åðåíöèàëüíîãî ìåòîäà Íüþòîíà òðåáóåò ðåøåíèÿ òî÷å÷íîéñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé è, ñëåäîâàòåëüíî, èìååò òðóäîåìêîñòü O(n3). Â ýòîò ñïè-ñîê íå âêëþ÷åí èíòåðâàëüíûé ìåòîä �àóññà, òàêæå èìåþùèé òðóäîåìêîñòü âûïîëíåíèÿ
O(n3), íî õàðàêòåðèçóþùèéñÿ íåâûñîêèì êà÷åñòâîì âíåøíèõ îöåíîê.Èíòåðâàëüíûé ìåòîä �àóññà�Çåéäåëÿ ÿâëÿåòñÿ, íà ïåðâûé âçãëÿä, ñàìûì áûñò-ðûì èç ðàññìàòðèâàåìûõ, íî â äåéñòâèòåëüíîñòè êîëè÷åñòâî øàãîâ, êîòîðûå îí ìîæåòâûïîëíèòü äî ñõîäèìîñòè, â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè çàâèñèò îò ñâîéñòâ ìàòðèöû èíòåð-âàëüíîé ñèñòåìû. Ýòî ÷èñëî íåâåëèêî äëÿ ìàòðèö ñ ñèëüíî âûðàæåííûì äèàãîíàëüíûìïðåîáëàäàíèåì è ñòàíîâèòñÿ áîëüøèì èëè äàæå î÷åíü áîëüøèì, êîãäà ïðåîáëàäàíèÿïî÷òè íåò. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ïîëíàÿ òðóäîåìêîñòü èíòåðâàëüíîãî èòåðàöèîííîãî ìåòîäà�àóññà�Çåéäåëÿ ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíîé î÷åíü íåïîñòîÿííîé. Â äàííîì ñìûñëå ïðîöåäóðàÕàíñåíà�Áëèêà��îíà è ñóáäè��åðåíöèàëüíûé ìåòîä Íüþòîíà â �îðìàëüíîì ïîäõî-äå (òðàäèöèîííîé èëè �èñïàíñêîé� âåðñèè) äåìîíñòðèðóþò ãîðàçäî áîëåå áëàãîïðèÿòíîåïîâåäåíèå. Èõ òðóäîåìêîñòü ïî÷òè íå çàâèñèò (èëè ñëàáî çàâèñèò) îò ñâîéñòâ ðåøàå-ìîé ñèñòåìû, ÷òî ñóùåñòâåííî äëÿ ìíîãèõ àëãîðèòìîâ, â êîòîðûõ çàäà÷à îöåíèâàíèÿìíîæåñòâ ðåøåíèé ÈÑËÀÓ èñïîëüçóåòñÿ êàê âñïîìîãàòåëüíàÿ.�àññìîòðèì â êà÷åñòâå ïåðâîãî ïðèìåðà ñèñòåìó óðàâíåíèé

(

[2, 3] [−1.9, 1]

[1, 2] [2, 3]

)

x =

(

[0, 2]

[1, 4]

)

, (58)ìíîæåñòâî ðåøåíèé êîòîðîé ïîêàçàíî íà ðèñ. 3. Îïòèìàëüíàÿ (òî÷íàÿ) âíåøíÿÿ èíòåð-âàëüíàÿ îöåíêà åå ìíîæåñòâà ðåøåíèé åñòü áðóñ ([−2, 1.9662], [−1, 4])⊤.Ìàòðèöà ñèñòåìû (58) ÿâëÿåòñÿ H -ìàòðèöåé, íî îíà âåñüìà áëèçêà ê ãðàíèöå ìíî-æåñòâà H -ìàòðèö. Òàê, èíòåðâàëüíàÿ ìàòðèöà
(

[2, 3] [−2, 1]

[1, 2] [2, 3]

)

,îòëè÷àþùàÿñÿ îò ìàòðèöû â (58) íà 0.1 â ëåâîé ãðàíèöå ýëåìåíòà íà ìåñòå (1, 2), óæåíå ÿâëÿåòñÿ H -ìàòðèöåé. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ïðèìåð (58), áóäó÷è �ïåññèìèñòè÷åñêèì�,âåñüìà òðóäåí äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ìåòîäîâ âíåøíåãî îöåíèâàíèÿ ìíîæåñòâ ðåøåíèéÈÑËÀÓ. Âìåñòå ñ òåì îí õîðîøî äåìîíñòðèðóåò òðóäíîñòè õóäøåãî ñëó÷àÿ, êîòîðûåáûñòðî íàðàñòàþò ïðè óâåëè÷åíèè ðàçìåðíîñòè çàäà÷è.
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�èñ. 3. Ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé (58) è åãî íàèëó÷øàÿ âíåøíÿÿ èíòåðâàëüíàÿîöåíêàÏðîöåäóðà Õàíñåíà�Áëèêà��îíà â ïðèìåíåíèè ê (58) äàåò îòâåò
(

[−38, 58]

[−10, 60]

)

. (59)Ïðè èñïîëüçîâàíèè òðàäèöèîííîé âåðñèè �îðìàëüíîãî ïîäõîäà ñîãëàñíî [19, 21, 26℄çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ �îðìàëüíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû
(dev diagA)x = (dev diagA−A)x+ b, (60)ãäå diagA � äèàãîíàëü ìàòðèöû A (îáîçíà÷åííàÿ ÷åðåç D â ïðåäñòàâëåíèè (47) è âïîñëåäóþùèõ âûêëàäêàõ) è

devx :=

{

x, åñëè |x| ≥ |x|,

x, èíà÷å, �îòêëîíåíèå èíòåðâàëà x, ò. å. íàèáîëåå óäàëåííàÿ îò íóëÿ òî÷êà èíòåðâàëà x. Èñêîìîå�îðìàëüíîå ðåøåíèå ðàâíî
(

[−23.3846, 25.1154]

[−24.6154, 25.3846]

) (61)è íàõîäèòñÿ ñóáäè��åðåíöèàëüíûì ìåòîäîì Íüþòîíà çà îäíó èòåðàöèþ. �Èñïàíñêàÿâåðñèÿ� �îðìàëüíîãî ïîäõîäà äàåò òîò æå îòâåò çà òðè èòåðàöèè, íî íå òðåáóåò ïðèâå-äåíèÿ èñõîäíîé ÈÑËÀÓ ê âèäó (60).



130 Ñ.Ï. Øàðûé×òî êàñàåòñÿ èíòåðâàëüíîãî ìåòîäà �àóññà�Çåéäåëÿ, òî îí ñõîäèòñÿ ê òîìó æåèíòåðâàëüíîìó âåêòîðó (61), íî äåëàåò ýòî ñóùåñòâåííî ìåäëåííåå. Çàïóùåííûé èçíà÷àëüíîãî áðóñà ([−40, 40], [−40, 40])⊤, îí âûäàåò çà 40 èòåðàöèé îòâåò
(

[−25.2629, 27.0925]

[−26.5925, 27.2629]

)

.Íà êàæäîé èòåðàöèè ñóáäè��åðåíöèàëüíîãî ìåòîäà Íüþòîíà íóæíî ðåøàòü òî÷å÷-íóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé â R
2n, è ïîòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî òðóäîåìêîñòüîäíîé åãî èòåðàöèè ñîñòàâëÿåò O(n3). Íî ýòèõ èòåðàöèé òðåáóåòñÿ íåìíîãî. Êàê ïðàâè-ëî, èõ êîëè÷åñòâî íå ïðåâûøàåò ïîðÿäêà ðåøàåìîé èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé,à â ðåàëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ äàæå ñóùåñòâåííî ìåíüøèì. Òðóäîåìêîñòü îäíîé èòåðàöèèèíòåðâàëüíîãî ìåòîäà �àóññà�Çåéäåëÿ ðàâíà O(n2), íî â ñëó÷àå �ïëîõîé� ìàòðèöûÈÑËÀÓ ñõîäèìîñòü ìîæåò ïîòðåáîâàòü çíà÷èòåëüíîãî êîëè÷åñòâà èòåðàöèé. Â ïîäîá-íûõ ñëó÷àÿõ ïîëíûå òðóäîçàòðàòû èíòåðâàëüíîãî ìåòîäà �àóññà�Çåéäåëÿ ïðåâûøàþòòðóäîçàòðàòû ñóáäè��åðåíöèàëüíîãî ìåòîäà Íüþòîíà.�àññìîòðèì òåïåðü ðàáîòó ïåðå÷èñëåííûõ â íà÷àëå ðàçäåëà ìåòîäîâ ñîâìåñòíî ñïðåäîáóñëàâëèâàíèåì îáðàòíîé ñðåäíåé ìàòðèöåé. Ýòî ïîïóëÿðíàÿ ìîäè�èêàöèÿ, êî-òîðàÿ ðåêîìåíäóåòñÿ ìíîãèìè ñïåöèàëèñòàìè äëÿ ïîñòîÿííîãî ïðèìåíåíèÿ, òàê êàêâêóïå ñ òðàäèöèîííûìè ìåòîäàìè âíåøíåãî îöåíèâàíèÿ ìíîæåñòâ ðåøåíèé (èíòåðâàëü-íûì ìåòîäîì �àóññà, èòåðàöèîííûìè ìåòîäàìè è ò. ï.) îíà îáåñïå÷èâàåò êâàäðàòè÷íóþòî÷íîñòü âíåøíåãî îöåíèâàíèÿ îòíîñèòåëüíî øèðèíû ðåøàåìîé èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû[3, 44℄, à íå ïåðâûé ïîðÿäîê, êàê â (53) è åé àíàëîãè÷íûõ îöåíêàõ. Íàïîìíèì, ÷òî ïðå-äîáóñëàâëèâàíèå îáðàòíîé ñðåäíåé âñòðîåíî â èçâåñòíûé èíòåðâàëüíûé èòåðàöèîííûéìåòîä Êðàâ÷èêà [3, 7℄.Ïîñëå ïðåäîáóñëàâëèâàíèÿ èñõîäíîé ñèñòåìû (58) îáðàòíîé ñðåäíåé ìàòðèöåé ïî-ëó÷àåì ñèñòåìó

(

[0.7870, 1.2130] [−0.5560, 0.5560]

[−0.2889, 0.2889] [0.5054, 1.4946]

)

x =

(

[0.0649, 0.9820]

[−0.0723, 1.4441]

)

.Â ïðèìåíåíèè ê íåé ïðîöåäóðà Õàíñåíà�Áëèêà��îíà äàåò îòâåò
(

[−3.2462, 5.4770]

[−1.4352, 5.9869]

)

,êîòîðûé âåñüìà áëèçîê ê îïòèìàëüíûì âíåøíèì îöåíêàì. Íî ïðåäîáóñëàâëèâàíèå îá-ðàòíîé ñðåäíåé è ðåçóëüòàò î êâàäðàòè÷íîé ñõîäèìîñòè âíåøíèõ îöåíîê ðàáîòàþò õî-ðîøî â ñëó÷àå �íå ñëèøêîì øèðîêèõ� èíòåðâàëîâ â ñèñòåìå óðàâíåíèé. Åñëè ðàññìàò-ðèâàåòñÿ ÈÑËÀÓ ñ øèðîêèìè è î÷åíü øèðîêèìè èíòåðâàëüíûìè äàííûìè â ìàòðèöå,òî â äåéñòâèå âñòóïàþò íåëèíåéíûå ý��åêòû, ïðåäîáóñëàâëèâàíèå îáðàòíîé ñðåäíåéìàòðèöåé îêàçûâàåòñÿ íå ëó÷øèì, è ñèòóàöèÿ êà÷åñòâåííî ìåíÿåòñÿ [7℄.Äëÿ èëëþñòðàöèè ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà ñèñòåìó óðàâ-íåíèé
(

[2, 300] [−1.9, 1]

[1, 2] [2, 300]

)

x =

(

[0, 2]

[1, 4]

)

, (62)â êîòîðîé ñèëüíî óâåëè÷åíû âåðõíèå ãðàíèöû äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ. Åå ìíîæåñòâîðåøåíèé îòëè÷àåòñÿ îò ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñèñòåìû (58) âåñüìà íåçíà÷èòåëüíî (ëèøü
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(

[−2, 1.9662]

[−1, 4]

)

.Íî ïîñëå ïðåäîáóñëàâëèâàíèÿ îáðàòíîé ñðåäíåé ïðîöåäóðà Õàíñåíà�Áëèêà��îíà äà-åò â ïðèìåíåíèè ê ïîëó÷èâøåéñÿ ñèñòåìå îòâåò
(

[−32.1299, 49.1483]

[−8.5763, 50.9130]

) �î÷åíü øèðîêèé èíòåðâàë, ÷òî íåñêîëüêî ëó÷øå îòâåòà, ïîëó÷àåìîãî ñ ïîìîùüþ �îð-ìàëüíîãî (àëãåáðàè÷åñêîãî) ïîäõîäà
(

[−48.1424, 49.1483]

[−48.4105, 50.9130]

)

,êîòîðûé è òðàäèöèîííàÿ, è �èñïàíñêàÿ� âåðñèè ïîëó÷àþò âñåãî çà òðè èòåðàöèè. Ê òîìóæå ïðåäåëó ñõîäèòñÿ èç �äîñòàòî÷íî øèðîêîãî� íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ èíòåðâàëüíûéèòåðàöèîííûé ìåòîä �àóññà�Çåéäåëÿ, íî òàê æå ìåäëåííî, êàê è â ñëó÷àå èñõîäíîéñèñòåìû áåç ïðåäîáóñëàâëèâàíèÿ (58).11. Íåêîòîðûå èòîãè è âûâîäû�Èñïàíñêàÿ âåðñèÿ� �îðìàëüíîãî (àëãåáðàè÷åñêîãî) ïîäõîäà ê âíåøíåìó îöåíèâàíèþìíîæåñòâ ðåøåíèé èíòåðâàëüíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé, ñâîäÿùàÿ èñõîäíóþ çàäà÷ó ê íà-õîæäåíèþ ïðàâèëüíîãî �îðìàëüíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (36) � (37) èëè (41),ÿâëÿåòñÿ ðàâíîñèëüíîé âåðñèåé ïîäõîäà, ðàçâèòîãî ðàíåå â ðàáîòàõ [19, 21, 26℄, è èìååòòó æå ñ�åðó ïðèìåíèìîñòè � èíòåðâàëüíûå ëèíåéíûå ñèñòåìû ñ H -ìàòðèöàìè.Èìåÿ òå æå õàðàêòåðèñòèêè òðóäîåìêîñòè âûïîëíåíèÿ, �èñïàíñêàÿ âåðñèÿ� íåñêîëü-êî áîëåå òðóäíà äëÿ ðåàëèçàöèè è èñïîëüçóåò â ñðåäíåì íåìíîãî áîëüøå èòåðàöèé äëÿñõîäèìîñòè. Îäíàêî â îòëè÷èå îò òðàäèöèîííîé îíà íå òðåáóåò ñïåöèàëüíîãî ïðèâåäå-íèÿ èñõîäíîé èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû ñ ñïåöèàëüíîìó ðåêóððåíòíîìó âèäó.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Àëå�åëüä �., Õåðöáåðãåð Þ. Ââåäåíèå â èíòåðâàëüíûå âû÷èñëåíèÿ. Ì.: Ìèð, 1987.[2℄ Êàëìûêîâ Ñ.À., Øîêèí Þ.È., Þëäàøåâ Ç.Õ. Ìåòîäû èíòåðâàëüíîãî àíàëèçà. Íî-âîñèáèðñê: Íàóêà, 1986.[3℄ Neumaier A. Interval Methods for Systems of Equations. Cambridge Univ. Press, 1990.[4℄ Çàäà÷è ëèíåéíîé îïòèìèçàöèè ñ íåòî÷íûìè äàííûìè / Ì. Ôèäëåð, É. Íåäîìà, ß. �àìèê,È. �îí, Ê. Öèììåðìàíí. Ì.; Èæåâñê: Èçä-âî �ÕÄ, 2008.[5℄ Shary S.P.Algebrai approah to the interval linear stati identi�ation, tolerane and ontrolproblems, or One more appliation of Kauher arithmeti // Reliable Comput. 1996. Vol. 2,No. 1. P. 3�33.
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