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Îá îïðåäåëåíèè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé ðåøåíèÿçàäà÷è Êîøè ñ ïîâåðõíîñòüþ ðàçðûâàÂ.Â. ÊîðîáèöûíÎìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Ô.Ì. Äîñòîåâñêîãî, �îññèÿe-mail: korobits�rambler.ruÂû÷èñëåíèå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé ðåøåíèÿ ñ ïîâåðõíîñòüþ ðàçðûâà ÿâ-ëÿåòñÿ âàæíûì ýòàïîì ðåøåíèÿ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâ-íåíèé ñ ðàçðûâíîé ïðàâîé ÷àñòüþ. �àññìîòðåí âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿäàííîãî ýòàïà. Ïðåäëîæåí àëãîðèòì ÷èñëåííîãî îïðåäåëåíèÿ òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ.Äîêàçàíà ñõîäèìîñòü ìåòîäà ê òî÷íîìó ðåøåíèþ. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñ-ëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ ëèíåéíîé è íåëèíåéíîé ïîâåðõíîñòåé ðàçðûâà.Êëþ÷åâûå ñëîâà: îáûêíîâåííûå äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ðàçðûâíîéïðàâîé ÷àñòüþ, ÷èñëåííûé ìåòîä, ýêñòðàïîëÿöèÿ, ìåòîä Íüþòîíà.ÂâåäåíèåÏîâåäåíèå ñèñòåì óïðàâëåíèÿ, ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ êîòîðûõ çàâèñèò îò ïåðåêëþ÷àòåëü-íîé �óíêöèè, ÷àñòî ìîäåëèðóþò ñ ïîìîùüþ ãèáðèäíûõ ñèñòåì, çàïèñûâàþùèõñÿ â âè-äå ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ÎÄÓ) ñ ðàçðûâíîé ïðàâîé÷àñòüþ. Òåîðåòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå òàêèõ ñèñòåì äåòàëüíî ïðîâåäåíî â ðàáîòå [1℄.Ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ äàííûõ ñèñòåì áîëåå ñëîæíîå, ÷åì íåïðåðûâíûõ. Äëÿ ÷èñëåííî-ãî èññëåäîâàíèÿ ãèáðèäíûõ ñèñòåì òðåáóþòñÿ íîâûå ìåòîäû ðåøåíèÿ, îòëè÷íûå îòòðàäèöèîííûõ ìåòîäîâ �óíãå�Êóòòû. Íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü êà÷åñòâåííîå èçìåíåíèåïîâåäåíèÿ ðåøåíèÿ â îáëàñòè ðàçðûâà ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû, ÷òî îòìå÷àëîñü åùå â [2℄.Ïðîñòûì ïðèìåðîì ãèáðèäíîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ [3℄.�åøåíèå ýòîé ñèñòåìû ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî çàìêíóòûìè öèêëàìè, ñêîëüçÿùåéòðàåêòîðèåé è âèáðèðóþùèì ðåæèìîì. Âñå ý��åêòû òðåáóþò âíèìàòåëüíîãî èçó÷å-íèÿ â ðàçëè÷íûõ ïðèêëàäíûõ îáëàñòÿõ. Äëÿ ðåøåíèÿ ïîäîáíûõ ñèñòåì èñïîëüçóþòñÿðàçíûå ìîäè�èêàöèè ìåòîäîâ �óíãå�Êóòòû. Òàê, â [4℄ âåêòîðíîå ïîëå �óíêöèè ïðà-âîé ÷àñòè ïåðåîïðåäåëÿåòñÿ íà ïîâåðõíîñòè ðàçðûâà, à ðåøåíèå íàõîäèòñÿ ÷èñëåííî ñïîìîùüþ âñòðîåííûõ ñðåäñòâ ìàòåìàòè÷åñêîãî ïàêåòà MATLAB: ðåøàòåëÿ ÎÄÓ (ODEsolver) è äåòåêòîðà ñîáûòèé (event detetor). �ÿä ïóáëèêàöèé (ñì., íàïðèìåð, [5, 6℄)ïîñâÿùåí ëîêàëèçàöèè ñîáûòèé äëÿ ñèñòåì ÎÄÓ, ò. å. îïðåäåëåíèþ ìåñòà ïîïàäàíèÿòðàåêòîðèè ðåøåíèÿ íà ïîâåðõíîñòü ðàçðûâà ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû. Àâòîðû ýòèõ ðà-áîò ïðåäïîëàãàþò, ÷òî �óíêöèè f

+ è f
−, çàäàþùèå ïðàâóþ ÷àñòü ñèñòåìû äî è ïîñëåðàçðûâà, îïðåäåëåíû íà âñåé �àçîâîé îáëàñòè ñèñòåìû. Îäíàêî ýòî íå âñåãäà ðåàëèçó-åòñÿ. ×àñòî ïðàâûå ÷àñòè îïðåäåëåíû òîëüêî â ñîîòâåòñòâóþùèõ îáëàñòÿõ ñèñòåìû ïîðàçíûå ñòîðîíû îò ïîâåðõíîñòè ðàçðûâà. Â ýòîì ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèå ïðåäëàãàåìûõìåòîäîâ íåâîçìîæíî.Ïðåäñòàâëåííûé â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìåòîä ïîçâîëÿåò íàõîäèòü òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿêðèâîé ðåøåíèÿ ñèñòåìû ñ ïîâåðõíîñòüþ ðàçðûâà, èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå �óíêöèé50



Îá îïðåäåëåíèè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé ðåøåíèÿ... 51òîëüêî â îáëàñòÿõ íåïðåðûâíîñòè. Ñ ïîìîùüþ èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà Íüþòîíàñòðîèòñÿ ïðîäîëæåíèå ðåøåíèÿ. Êðîìå òîãî, äîêàçàíà òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè òî÷êèïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé ðåøåíèÿ ÎÄÓ ñ ïîâåðõíîñòüþ ðàçðûâà è î ñõîäèìîñòè ÷èñëåííîãîðåøåíèÿ ê òî÷íîìó. Ìåòîä èñïîëüçóåòñÿ êàê ÷àñòü áîëåå ñëîæíîãî àëãîðèòìà [7, 8℄,ïðåäíàçíà÷åííîãî äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåì ÎÄÓ ñ ðàçðûâíîé ïðàâîé ÷àñòüþ.1. Î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿÏðåäïîëîæèì, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå R
n çàäàíà ïîâåðõíîñòü G = {x ∈ R

n| g(x) = 0},ãäå g : Rn → R � íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ, èìåþùàÿ íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûåïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêà. Ïîâåðõíîñòü G ðàçäåëÿåò ïðîñòðàíñòâî R
n íà äâå îáëàñòè:

D+ = {x ∈ R
n|g(x) > 0} è D− = {x ∈ R

n|g(x) < 0}. Îïðåäåëèì çàìêíóòûå îáëàñòè
D+ = D+ ∪G, D− = D− ∪G.Ïóñòü â îáëàñòÿõ D+ è D− îïðåäåëåíû íåïðåðûâíûå �óíêöèè f

+(x) : D+ → R
n,

f
−(x) : D− → R

n. Ôóíêöèÿ x(t) : R → R
n ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè

x
′ = f(x), ãäå f(x) = 





f
+(x), x ∈ D+,
(f+(x) + f

−(x))/2, x ∈ G,
f
−(x), x ∈ D−,

(1)
x(t0) = x0.Íåîáõîäèìî íàéòè x

∗ è t∗ òàêèå, ÷òî
x
∗ = x(t∗) è g(x∗) = 0. (2)Ïîëîæèì, ÷òî x0 ∈ D+ � çàäàííàÿ íà÷àëüíàÿ òî÷êà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ t0. Îòìåòèì,÷òî êðèâàÿ x(t) ìîæåò ïåðåñå÷ü ïîâåðõíîñòü G íåñêîëüêî ðàç. Êðîìå òîãî, ïðè ðåàëè-çàöèè ñêîëüçÿùåãî ðåæèìà íà ïîâåðõíîñòè G ðåøåíèå áóäåò ñîñòàâëÿòü íåïðåðûâíîåìíîæåñòâî [t′, t′′] òàêîå, ÷òî g(x(t)) = 0 äëÿ âñåõ t ∈ [t′, t′′]. Ïîýòîìó çàäà÷à óòî÷íÿåòñÿ �íåîáõîäèìî íàéòè ïåðâîå ïåðåñå÷åíèå êðèâîé x(t) ñ ïîâåðõíîñòüþ G, êîòîðîå ñîîòâåò-ñòâóåò çíà÷åíèþ t∗ òàêîìó, ÷òî g(x(t∗)) = 0 è äëÿ âñåõ t0 ≤ t < t∗ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

g(x(t)) < 0 ïðè g(x(t0)) < 0 (g(x(t)) > 0 ïðè g(x(t0)) > 0).Ââåäåì �óíêöèþ h(t) := g(x(t)), îïèñûâàþùóþ ïðèáëèæåíèå òî÷êè ðåøåíèÿ çàäà-÷è (1) ê ïîâåðõíîñòè G. Ïîñêîëüêó x(t) � ðåøåíèå çàäà÷è (1) è g(x) � íåïðåðûâíàÿ�óíêöèÿ, òî �óíêöèÿ h(t) íåïðåðûâíàÿ è èìååò íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ âïëîòü äîïåðåñå÷åíèÿ ñ G, ò. å. íà îòðåçêå [t0, t∗]. Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è îòûñêàíèÿ òî÷-êè ïåðåñå÷åíèÿ ãàðàíòèðóåòñÿ, åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.Óòâåðæäåíèå 1. Êðèâàÿ x(t) èìååò ïåðåñå÷åíèå (t∗,x∗) ñ ïîâåðõíîñòüþ g(x) = 0íà îòðåçêå [t0, t1], åñëè h(t0) · h(t1) ≤ 0.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó �óíêöèÿ x(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè (1),òî îíà ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé. Ôóíêöèÿ g(x) íåïðåðûâíà ïî óñëîâèþ. Ñëåäîâàòåëü-íî, �óíêöèÿ h(t) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé êàê ñóïåðïîçèöèÿ íåïðåðûâíûõ �óíêöèé. Ïî-ñêîëüêó h(t0) · h(t1) ≤ 0, òî ïî òåîðåìå Áîëüöàíî�Êîøè ýòà �óíêöèÿ îáðàùàåòñÿ âíóëü íà îòðåçêå [t0, t1].Óòâåðæäåíèå 2. Åñëè �óíêöèÿ h(t) ñòðîãî ìîíîòîííà íà îòðåçêå [t0, t1] è h(t0) ·
h(t1) ≤ 0, òî íà îòðåçêå [t0, t1] íàéäåòñÿ åäèíñòâåííîå ïåðåñå÷åíèå (t∗,x∗) êðèâîé x(t)ñ ïîâåðõíîñòüþ g(x) = 0.



52 Â.Â. ÊîðîáèöûíÄîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó �óíêöèÿ h(t) íåïðåðûâíà (ñì. äîêàçàòåëüñòâî óòâåð-æäåíèÿ 1) è ñòðîãî ìîíîòîííà, òî ïî òåîðåìå î ñóùåñòâîâàíèè îáðàòíîé �óíêöèè îíàèìååò åäèíñòâåííîå çíà÷åíèå t∗ = h−1(0), êîòîðîå è áóäåò åäèíñòâåííûì ïåðåñå÷åíèåìêðèâîé x(t) ñ ïîâåðõíîñòüþ g(x) = 0.�àññìîòðèì íåêîòîðóþ îáëàñòü U ⊂ R
n, ñîäåðæàùóþ òî÷êó x0 è íåêîòîðóþ ÷àñòüãðàíèöû G. Îòâåò íà âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé ðåøåíèÿ x(t) çàäà-÷è (1) ñ ïîâåðõíîñòüþ G â îáëàñòè U äàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.Óòâåðæäåíèå 3. Åñëè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ n = g′(x) è f = f(x) äëÿâñåõ x ∈ U ñòðîãî ìåíüøå íóëÿ ïðè x0 ∈ D+ (ñòðîãî áîëüøå íóëÿ ïðè x0 ∈ D−), òîêðèâàÿ x(t) ëèáî ïåðåñå÷åò ïîâåðõíîñòü G, ëèáî âûéäåò íà ãðàíèöó îáëàñòè U .Äîêàçàòåëüñòâî. Ñòðîãîå íåðàâåíñòâî íóëþ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ óêàçûâàåò,â ÷àñòíîñòè, íà òî, ÷òî �óíêöèÿ f(x) íå îáðàùàåòñÿ â íóëü â îáëàñòè U , ñëåäîâàòåëüíî,â U çàäà÷à (1) íå èìååò ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê. Ïîýòîìó êðèâàÿ ðåøåíèÿ áóäåò ïðîäîë-æàòüñÿ â U âïëîòü äî åå ãðàíèöû ïðè îòñóòñòâèè öèêëîâ âíóòðè ýòîé îáëàñòè.Îäíàêî îòñóòñòâèå öèêëîâ òàêæå ãàðàíòèðóåò óñëîâèå ñòðîãîãî ñîõðàíåíèÿ çíàêàñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ n è f , óêàçûâàþùåå íà òî, ÷òî ïðîäâèæåíèå âäîëüêðèâîé ðåøåíèÿ x(t) ïîñòîÿííî ïðèáëèæàåò åãî ê ãðàíèöå G è íå äàåò âîçìîæíîñòèâåðíóòüñÿ â êàêóþ-íèáóäü ïðåäûäóùóþ òî÷êó.Êðèâàÿ x(t) íå ïåðåñå÷åò ïîâåðõíîñòü G òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè îíà äîéäåò äîãðàíèöû îáëàñòè U .Óòâåðæäåíèå 4. Ïóñòü íà îòðåçêå [t0, t0 + τ ] �óíêöèÿ h(t) íåïðåðûâíà è èìååòíåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî h(t0) > 0 è h′(t) ≤

−R < 0. Òîãäà ïðè τ =
h(t0)

R
�óíêöèÿ h(t) ïðèíèìàåò çíà÷åíèå íóëÿ íà îòðåçêå

[t0, t0 + τ ].Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó �óíêöèÿ h(t) íåïðåðûâíà è èìååò íåïðåðûâíûå ïðî-èçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà íà îòðåçêå [t0, t0 + τ ], òî ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà ñóùåñòâóåò
θ ∈ [t0, t0 + τ ] òàêîå, ÷òî

h(t0 + τ)− h(t0)

τ
= h′(θ).Ñëåäîâàòåëüíî, h(t0+τ) = h(t0)+h′(θ)τ . À ïîñêîëüêó h′(t) ≤ −R äëÿ âñåõ t ∈ [t0, t0+τ ],òî

h(t0 + τ) ≤ h(t0)− Rτ = h(t0)− R ·
h(t0)

R
= 0.Òàêèì îáðàçîì, h(t) ìåíÿåò çíàê íà îòðåçêå [t0, t0 + τ ]. Íî ýòà �óíêöèÿ íåïðåðûâíà,ïîýòîìó íà äàííîì îòðåçêå îíà ïðèíèìàåò çíà÷åíèå íóëÿ (ñì. óòâåðæäåíèå 1).Äàëåå íàì ïîòðåáóþòñÿ ïðîèçâîäíûå îò �óíêöèè x(t). Ïîñêîëüêó x(t) ÿâëÿåòñÿ ðå-øåíèåì çàäà÷è (1), òî åå ïðîèçâîäíàÿ x

′ = f(x). Âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàêïðîèçâîäíàÿ ñëîæíîé �óíêöèè x
′′ = f

′
f(x), çäåñü f

′ � ìàòðèöà ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõâåêòîð-�óíêöèè f ïî âåêòîð-àðãóìåíòó x.Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)�(2) íåîáõîäèìî ïîäìíîæå-ñòâî U îïðåäåëåííîãî âèäà � êîíóñ ñ íà÷àëîì â òî÷êå x0 â íàïðàâëåíèè âåêòîðà
f0 = f(x0) ñ íåêîòîðûì çàäàííûì óãëîì ðàñòâîðà α. Îáîçíà÷èì êîíóñ â R

n êàê
C(x0, f0, α) =

{

x ∈ R
n

∣

∣

∣

∣

0 ≤
(x− x0) · f0
‖x− x0‖‖f0‖

≤ cosα

}

.Çäåñü â ÷èñëèòåëå � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ â R
n. Ïîäïðîñòðàíñòâî S, îðòî-ãîíàëüíîå âåêòîðó f0, îïðåäåëèì êàê S = {x ∈ R

n|x · f0 = 0}.



Îá îïðåäåëåíèè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé ðåøåíèÿ... 53Ëþáîé âåêòîð â R
n ìîæíî ðàçëîæèòü íà ñóììó äâóõ, îäèí èç êîòîðûõ ïàðàëëåëåíâåêòîðó f0, à âòîðîé îðòîãîíàëåí åìó, ò. å. ëåæèò â S. Äëÿ ðàçëîæåíèÿ áóäåì èñïîëüçî-âàòü îïåðàöèþ ïðîåöèðîâàíèÿ. Îáîçíà÷èì ïðîåêöèþ âåêòîðà x ∈ R

n íà íàïðàâëåíèå f0:
pr

f0
x =

x · f0
‖f0‖

f0

‖f0‖
.Ïðîåêöèþ âåêòîðà x íà ïîäïðîñòðàíñòâî S îáîçíà÷èì êàê

prSx = x− pr
f0
x.Ïîëó÷èì ðàçëîæåíèå x = pr

f0
x + prSx, ïðè÷åì pr

f0
x · prSx = 0.Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ ïîäìíîæåñòâ C+ = C(x0, f0, α) ∩ D+, C0 = C(x0, f0, α) ∩ G,

C− = C(x0, f0, α) ∩D−.Ñóùåñòâîâàíèå ïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé x(t) ñ ïîâåðõíîñòüþ G îáåñïå÷èâàåòñÿ ïðè âû-ïîëíåíèè óñëîâèé ñëåäóþùåé òåîðåìû.Òåîðåìà 1. Ïóñòü x0 ∈ D+, âåêòîðíîå ïîëå f(x) èìååò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûåïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà â D+. Åñëè ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà K, M è
R òàêèå, ÷òî ïðè τ =

g(x0)

R
, α = arctg

Mτ

K
äëÿ âñåõ x ∈ C+ âûïîëíåíû óñëîâèÿ1) ‖pr

f0
(f(x))‖ ≥ K,2) ‖prS(f ′f(x))‖ ≤ M ,3) g′(x) · f(x) ≤ −R,òî ðåøåíèå x(t) çàäà÷è (1) ïåðåñåêàåò ïîâåðõíîñòü G âíóòðè êîíóñà C(x0, f0, α) íàîòðåçêå [t0, t0 + τ ].Äîêàçàòåëüñòâî. Âû÷èñëèì ïðîåêöèþ âåêòîðà f(x) íà ïîäïðîñòðàíñòâî S äëÿ âåê-òîðà x(t0+τ) ∈ C+, óäîâëåòâîðÿþùåãî (1). Âíóòðè C+ âåêòîðíîå ïîëå f(x) èìååò ïåðâûå÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå, ïîýòîìó ñîãëàñíî �îðìóëå êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé ïîëó÷àåì

f(x(t0 + τ)) = f0 + τ f ′f(x(t0 + θ1)), ãäå θ1 ∈ [0, τ ].Òîãäà ïðîåêöèÿ íà ïîäïðîñòðàíñòâî S áóäåò
prSf(x(t0 + τ)) = prSf0 + τprS(f

′
f(x(t0 + θ1))).Òàê êàê äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x ∈ C+ âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî ‖prS(f ′f(x))‖ ≤ M è âåêòîð f0îðòîãîíàëåí S, òî ‖prSf(x(t0 + τ))‖ ≤ Mτ .Ïîëó÷èì ðàçëîæåíèå âåêòîðà (x(t0 + τ) − x0) ïî f0 è S. Ïîñêîëüêó �óíêöèÿ x(t)èìååò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà, òî

x(t0 + τ) = x0 + τ f(x(t0 + θ2)), ãäå θ2 ∈ [0, τ ].Ïîñêîëüêó ‖pr
f0
(f(x))‖ ≥ K, òî

‖pr
f0
(x(t0 + τ)− x0)‖ = τ‖pr

f0
f(x(t0 + θ2))‖ ≥ Kτ (3)è, êàê ïîêàçàíî âûøå, ‖prSf(x(t0 + τ))‖ ≤ Mτ , â ñèëó ÷åãî

‖prS(x(t0 + τ)− x0)‖ = τ‖prSf(x(t0 + θ2))‖ ≤ Mτ 2. (4)



54 Â.Â. ÊîðîáèöûíÓãîë β ìåæäó âåêòîðàìè (x(t0 + τ)− x0) è f0 âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëå
β = arctg

‖prS(x(t0 + τ)− x0)‖

‖prf0(x(t0 + τ)− x0)‖
.Ñîãëàñíî ïîëó÷åííûì îöåíêàì (3) è (4) ïîëó÷èì

β ≤ arctg
Mτ 2

Kτ
= arctg

Mτ

K
= α.Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî òðàåêòîðèÿ x(t) íà èíòåðâàëå [t0, t0 + τ ] íå âûéäåò çà ïðåäåëûêîíóñà C.Èç óñëîâèÿ 3 òåîðåìû 1 è óòâåðæäåíèÿ 3 ñëåäóåò, ÷òî òðàåêòîðèÿ ðåøåíèÿ çàäà-÷è (1)�(2) ëèáî ïåðåñå÷åò ïîâåðõíîñòü G âíóòðè êîíóñà C, ëèáî äîéäåò äî ãðàíèöûêîíóñà. Îäíàêî âûøå äîêàçàíî, ÷òî íà èíòåðâàëå [t0, t0 + τ ] òðàåêòîðèÿ ðåøåíèÿ x(t)íå âûéäåò çà ïðåäåëû êîíóñà. Èç óñëîâèÿ 3 òåîðåìû 1 è óòâåðæäåíèÿ 4 ñëåäóåò, ÷òî íàèíòåðâàëå [t0, t0 + τ ] �óíêöèÿ h(t) = g(x(t)) ïðèíèìàåò çíà÷åíèå íóëÿ. Ñëåäîâàòåëüíî,òðàåêòîðèÿ x(t) ïåðåñå÷åò ïîâåðõíîñòü G âíóòðè êîíóñà C+ íà èíòåðâàëå [t0, t0 + τ ].Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.Åñëè çàäà÷à (1) óäîâëåòâîðÿåò òåîðåìå 1, òî çàäà÷à î ïîèñêå ïåðåñå÷åíèÿ òðàåêòîðèèðåøåíèÿ ñ ïîâåðõíîñòüþ G èìååò ðåøåíèå. Ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿáóäåì èñêàòü ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííîãî ìåòîäà, ïðåäëàãàåìîãî íèæå.2. Îïèñàíèå ÷èñëåííîãî ìåòîäà×èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)�(2) ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì: îïðåäåëÿåì òî÷-êè òðàåêòîðèè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè íà÷èíàÿ ñ òî÷êè x0 äî òåõ ïîð, ïîêà îíà íå ïå-ðåñå÷åò ïîâåðõíîñòü G. Çàòåì, èìåÿ äâå ñîñåäíèå òî÷êè êðèâîé ðåøåíèÿ, íàõîäÿùèåñÿïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ïîâåðõíîñòè G, óòî÷íÿåì ïîëîæåíèå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïîìî-ùüþ èíòåðïîëÿöèè [9℄. Îäíàêî â ýòîì ñëó÷àå ïðàâàÿ ÷àñòü çàäà÷è Êîøè âêëþ÷àåò äâå�óíêöèè f

+ è f
−, çàäàííûå â îáëàñòÿõ D+ è D−, êîòîðûå ïåðåñåêàþòñÿ ïî G. Ïîñêîëü-êó �óíêöèè îïðåäåëåíû íå âî âñåé îáëàñòè, òî íåâîçìîæíî íàéòè êîððåêòíîå ðåøåíèåçàäà÷è Êîøè òðàäèöèîííûìè ìåòîäàìè ðåøåíèÿ ÎÄÓ. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìûïðåäëàãàåòñÿ ñëåäóþùèé àëãîðèòì.Àëãîðèòì À (ïðèáëèæåííîå âû÷èñëåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)�(2)). Ïðåäïîëàãàåòñÿ,÷òî x0 ∈ D+. Àëãîðèòì ïîçâîëÿåò íàéòè äâå òî÷êè ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ïîâåðõíîñòè G,ïðèáëèæàþùèå òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ x

∗, ïî íèæåïðèâåäåííîé ñõåìå:1) âû÷èñëÿåòñÿ ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ äî ïîâåðõíîñòè G ïî�îðìóëå
τ = −

ag(x0)

g′(x0) · f(x0)
; (5)2) âûïîëíÿåòñÿ k øàãîâ ìåòîäîì �óíãå�Êóòòû äëèíû τ/k èç òî÷êè x0. Â èòîãåïîëó÷èì òî÷êè x1,x2, . . . ,xk;3) ïî òî÷êàì x0,x1, . . . ,xk ñòðîèòñÿ èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Íüþòîíà Ns(t),ïðèáëèæàþùèé êðèâóþ ðåøåíèÿ x(t) ïðè t ∈

[

t0, t0 +
k + 1

k
τ

];4) èòåðàöèîííûì ìåòîäîì Íüþòîíà ñòðîèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê
x
∗

i = Ns(tk + θi), θi = θi−1 −
bg(x∗

i−1)

g′(x∗
i−1)N

′
s(tk + θi−1)

, (6)
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θ0 = 0, x

∗

0 = xk, tk = t0 + τ, i = 1, 2, . . . , m,îáåñïå÷èâàþùóþ ïðèáëèæåíèå ê òî÷íîìó ðåøåíèþ x
∗;5) âûäàåòñÿ ðåçóëüòàò x

∗
m−1, x∗

m.Àëãîðèòì íà÷èíàåòñÿ ñ îöåíêè øàãà τ äî ïîâåðõíîñòè G ïî �îðìóëå (5). Êîý��è-öèåíò 0 < a < 1 ââîäèòñÿ äëÿ îáåñïå÷åíèÿ íàäåæíîñòè îöåíêè ñ öåëüþ ïðåäîòâðàùåíèÿäëèíû øàãà áîëüøå t∗ − t0. Äàëåå â òåîðåìå 2 ïðèâåäåíî óñëîâèå âûáîðà ïàðàìåòðà a.Èñïîëüçóÿ âû÷èñëåííîå τ , ïðîèçâîäèòñÿ k øàãîâ ìåòîäîì �óíãå�Êóòòû ïîðÿäêà p ñïîñòîÿííîé äëèíîé øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ τ/k. Ýòî äàåò îïîðíûå òî÷êè äëÿ ïîñòðîåíèÿèíòåðïîëèðóþùåãî ìíîãî÷ëåíà. Êîëè÷åñòâî øàãîâ k çàâèñèò îò ñòåïåíè âûáðàííîãîìíîãî÷ëåíà. Îäíàêî ý��åêòèâíîå çíà÷åíèå ñòåïåíè ïîëèíîìà îïðåäåëÿåòñÿ ïîðÿäêîìâûáðàííîé ñõåìû �óíãå�Êóòòû. Åñëè ñõåìà ïîðÿäêà p, òî íóæíî ñòðîèòü ìíîãî÷ëåíñòåïåíè s ≥ p. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî â îïîðíûõ òî÷êàõ èçâåñòíû çíà÷åíèÿ íå òîëüêî �óíêöèè
x(t), íî è ïðîèçâîäíûõ x

′(t) = f(x), ïîëó÷àåì k = ⌈(s−1)/2⌉. Òàê, äëÿ ñõåìû ÷åòâåðòîãîïîðÿäêà íåîáõîäèìû òðè îïîðíûå òî÷êè x0,x1,x2.Äàëåå âìåñòî êðèâîé ðåøåíèÿ x(t) èñïîëüçóåòñÿ åå ïðèáëèæåíèå ìíîãî÷ëåíîìNs(t),êîòîðûé çàìåíÿåò êðèâóþ ðåøåíèÿ âáëèçè ïîâåðõíîñòè G â îáëàñòÿõ D+ è D−, íî ñòðî-èòñÿ òîëüêî ïî òî÷êàì èç îáëàñòèD+. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà îòðåçêå [t0 + τ, t0+
k+1

k
τ

]ìíîãî÷ëåí îáðàùàåòñÿ â íóëü. Òîëüêî íà ýòîì îòðåçêå ýêñòðàïîëÿöèÿ ìíîãî÷ëåíîìÍüþòîíà áóäåò óäîâëåòâîðÿòü òðåáóåìîé òî÷íîñòè.Ïåðåñå÷åíèå ìíîãî÷ëåíà ñ ïîâåðõíîñòüþ G íàõîäèì ñ ïîìîùüþ èòåðàöèîííîé ïðî-öåäóðû (6). Êîý��èöèåíò b âûáèðàåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû íà êàæäîé èòåðàöèèòî÷êà ðåøåíèÿ îêàçûâàëàñü íà ïðîòèâîïîëîæíîé îò ïîâåðõíîñòè G ñòîðîíå, îáåñïå÷è-âàÿ ïðèáëèæåíèå ê òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ ñ îáåèõ ñòîðîí îò ýòîé ïîâåðõíîñòè. Êàê ïðàâèëî,äîñòàòî÷íî ïðèíÿòü b = 1.1. Â çíàìåíàòåëå èòåðàöèîííîé �îðìóëû ïðèñóòñòâóåò ïðîèç-âîäíàÿ îò ñëîæíîé �óíêöèè, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿäâóõ âåêòîðîâ g′(x∗
i−1)N

′
s(tk + θi−1). Âûðàæåíèÿ äëÿ ïðîèçâîäíûõ ìîãóò áûòü âû÷èñëå-íû àíàëèòè÷åñêè èëè ÷èñëåííî. Óñëîâèå çàâåðøåíèÿ èòåðàöèé ‖x∗

m − x
∗
m−1‖ ≤ Tol, ãäå

Tol � çàäàííàÿ ëîêàëüíàÿ òî÷íîñòü.2.1. Âû÷èñëåíèå øàãà äî ãðàíèöûÎïðåäåëåíèå øàãà äî ãðàíèöû îñóùåñòâëÿåòñÿ íà îñíîâå îöåíêè ñêîðîñòè óáûâàíèÿ�óíêöèè h(t) := g(x(t)). Íåîáõîäèìî íàéòè τ òàêîå, ÷òîáû, ñäåëàâ øàã τ ìåòîäîì �óí-ãå�Êóòòû, îñòàòüñÿ âíóòðè îáëàñòè D+. Îäíàêî ïðè ýòîì äî ãðàíèöû îñòàåòñÿ ðàñ-ñòîÿíèå, ïðåîäîëåâàåìîå íå áîëåå ÷åì çà τ/k. Òàêèì îáðàçîì, τ äîëæíî óäîâëåòâîðÿòüíåðàâåíñòâó
k

k + 1
<

τ

t∗ − t0
< 1. (7)Íî ïîñêîëüêó t∗ íåèçâåñòíî, òî ñëåäóåò îöåíèòü åãî ÷èñëåííî.Óòâåðæäåíèå 5. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî h(t0) > 0 è R = min

θ∈[t0;t∗]
h′(θ) < 0. Òîãäà

t∗ ∈

(

t0 + τ, t0 +
k + 1

k
τ

)äëÿ τ = −
ah(t0)

h′(t0)
ïðè k

k + 1
< a < 1.



56 Â.Â. ÊîðîáèöûíÄîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê �óíêöèÿ h(t) íåïðåðûâíà è èìååò íåïðåðûâíûå ïðîèç-âîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà, òî áóäåò âåðíà �îðìóëà êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé
h(t0 + τ)− h(t0)

τ
= h′(θ)äëÿ íåêîòîðîãî θ ∈ [t0, t0+τ ]. Ïîñêîëüêó τ = −

ah(t0)

h′(t0)
è íà a çàäàíî óñëîâèå, òî çíà÷åíèå�óíêöèè h â òî÷êå t0 + τ áóäåò óäîâëåòâîðÿòü íåðàâåíñòâó

0 < h(t0 + τ) ≤
(t0 − t∗)R

k + 1
.Åñëè èç ýòîé òî÷êè ñäåëàòü øàã äëèíîé τ/k, òî �óíêöèÿ h ïîìåíÿåò çíàê, ïîñêîëüêó

h

(

t0 +
k + 1

k
τ

)

− h(t0 + τ) ≥
−τR

k
>

(t0 − t∗)R

k + 1
.Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íà èíòåðâàëå (t0 + τ ; t0 +

k + 1

k
τ

) �óíêöèÿ h(t) ïîìåíÿåò çíàê, àâ ñèëó íåïðåðûâíîñòè ïðèìåò íà äàííîì èíòåðâàëå çíà÷åíèå íóëÿ.2.2. Âû÷èñëåíèå îïîðíûõ òî÷åêÇàäà÷à ýòàïà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íà÷èíàÿ ñ èçâåñòíîé òî÷êè x0 íàéòè äëÿ äàëüíåéøåéàïïðîêñèìàöèè îïîðíûå òî÷êè, ÿâëÿþùèåñÿ òî÷êàìè ðåøåíèÿ çàäà÷è (1). Ïðåäïîëî-æèì, ÷òî òî÷êà x0 ∈ D+. Òîãäà îïîðíûå òî÷êè áóäóò îïðåäåëÿòüñÿ ðåøåíèåì ÎÄÓ ñíåïðåðûâíîé ïðàâîé ÷àñòüþ f
+:

x
′ = f

+(x), x(t0) = x0, x : R → R
n, f

+ : D+ → R
n. (8)Íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü òî÷êè x1 ≈ x(t1), x2 ≈ x(t2), . . . ,xk ≈ x(tk), ãäå ti = t0 +

i

k
τ ,

i = 1, 2, . . . , k, à τ � âåëè÷èíà øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ, îïðåäåëÿåìàÿ ïî �îðìóëå (5).Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âåëè÷èíà τ äîëæíà áûòü òàêîâà, ÷òî x1,x2, . . . ,xk ∈ D+, è ñóùå-ñòâóåò âåëè÷èíà 0 < θ <
τ

k
òàêàÿ, ÷òî g(x(tk + θ)) = 0.Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (8) áóäåì èñïîëüçîâàòü ìåòîä �óíãå�Êóòòû (RK)ïîðÿäêà p:

xi = RKp(f+,xi−1, ti−1,
τ

k

)

, i = 1, 2 . . . , k, (9)çäåñü ïðîöåäóðà RKp(A,B,C,D) îïðåäåëÿåò çíà÷åíèå òî÷êè ðåøåíèÿ â ìîìåíò âðåìåíè
C+D ìåòîäîì �óíãå�Êóòòû ïîðÿäêà p íà÷èíàÿ ñ òî÷êè B è èñïîëüçóÿ ïðàâóþ ÷àñòü A.Îöåíêà ïîãðåøíîñòè ìåòîäà �óíãå�Êóòòû çàäàåòñÿ íåðàâåíñòâîì [10℄

∥

∥

∥

∥

x

(

t0 +
iτ

k

)

− xi

∥

∥

∥

∥

≤ iC
(τ

k

)p+1

, (10)ãäå C íå çàâèñèò îò i, τ , k.Ìåòîä �óíãå�Êóòòû îáëàäàåò ñõîäèìîñòüþ, ïîýòîìó ïðè τ → 0 îòêëîíåíèå xk îò
x(t0 + τ) áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ.



Îá îïðåäåëåíèè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé ðåøåíèÿ... 572.3. Ïîñòðîåíèå èíòåðïîëèðóþùåãî ìíîãî÷ëåíàÇàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïîñòðîèòü èíòåðïîëèðóþùóþ �óíêöèþ (ìíîãî÷ëåí Íüþ-òîíà) ïî k+1 ðàâíîîòñòîÿùèì óçëàì ñ êðàòíîñòüþ 2, ïîñêîëüêó èçâåñòíû çíà÷åíèÿ íåòîëüêî �óíêöèè, íî è åå ïðîèçâîäíîé. Ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà s íå ïðåâû-øàåò 2k + 1. Çàìåòèì, ÷òî âåêòîðíûé ìíîãî÷ëåí ñòðîèòñÿ îòäåëüíî ïî êîìïîíåíòàì,ïîýòîìó ìû èìååì n ìíîãî÷ëåíîâ ñ ðàçíûìè íåçàâèñèìûìè êîý��èöèåíòàìè.Ìíîãî÷ëåí äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
Ns(ti) = xi, N

′

s(ti) = f(xi), i = 0, 1, 2, . . . , k.Â îáùåì âèäå ìíîãî÷ëåí Íüþòîíà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
Ns(tk + θ) = xk + θfk + θ2x(tk, tk, tk−1) + θ2

(

θ +
τ

k

)

x(tk, tk, tk−1, tk−1) + . . .

+ θ2
(

θ +
τ

k

)2

. . .
(

θ +
cτ

k

)q

x(tk, tk, tk−1, tk−1, . . . , tk−c),ãäå c = ⌊

s− 1

2

⌋, q = s−2c, x(tk, tk, tk−1) = (fk−(xk−xk−1)/τ)/τ � ðàçäåëåííàÿ ðàçíîñòüâòîðîãî ïîðÿäêà, x(tk, tk, tk−1, tk−1) = (fk − 2(xk −xk−1)/τ + fk−1)/τ
2 � ðàçäåëåííàÿ ðàç-íîñòü òðåòüåãî ïîðÿäêà, x(tk, tk, tk−1, tk−1, . . . , tk−c) � ðàçäåëåííàÿ ðàçíîñòü ïîðÿäêà s.Ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè ìíîãî÷ëåíîì îïðåäåëÿåòñÿ íåðàâåíñòâîì

‖x(tk + θ)−Ns(tk + θ)‖ <
(c!)2τ sMs+1

(s+ 1)!ks
äëÿ 0 < θ <

τ

k
, (11)çäåñü Ms+1 = max ‖f (s)(ζ)‖, t0 ≤ ζ ≤ tk +

τ

k
. Èç (11) ñëåäóåò ñõîäèìîñòü èíòåðïîëèðóþ-ùåãî ìíîãî÷ëåíà Ns(t) ê êðèâîé x(t).2.4. Ïîèñê ïåðåñå÷åíèÿ ïîëèíîìèàëüíîé êðèâîé ñ ãëàäêîé ïîâåðõíîñòüþÇàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â âû÷èñëåíèè êîîðäèíàò òî÷êè x

∗ ∈ R
n ïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé

x = Ns(tk + θ) ñ ïîâåðõíîñòüþ g(x) = 0 è ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâ-íåíèÿ
g(Ns(tk + θ)) = 0. (12)�åøåíèå çàäà÷è (12) íàõîäèì ñ ïîìîùüþ èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðû (6), ñõîäèìîñòü êî-òîðîé áóäåò îáåñïå÷åíà, åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû Êàíòîðîâè÷à î ñõîäèìîñòèìåòîäà Íüþòîíà [11℄.Óòâåðæäåíèå 6. Åñëè çàäà÷à (1)�(2) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 1, òî èòå-ðàöèîííàÿ ïðîöåäóðà (6) ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (12).Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó �óíêöèÿ Ns(t) � ìíîãî÷ëåí, ïîñòðîåííûé ïî îïîð-íûì òî÷êàì, ÿâëÿþùèéñÿ ïðèáëèæåíèåì ê ðåøåíèþ çàäà÷è (1), òî Ns(t) áóäåò ãëàäêèìïðîäîëæåíèåì êðèâîé ðåøåíèÿ x(t) èç îáëàñòè D+ â îáëàñòü D−. �ëàäêîñòü îáåñïå÷è-âàåòñÿ îãðàíè÷åííîñòüþ �óíêöèè h(t) := g(Ns(t)) è åå ïåðâûõ è âòîðûõ ïðîèçâîäíûõíà îòðåçêå [

tk, tk +
τ

k

]. Êðîìå òîãî, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå 3 òåîðåìû 1, òî ïðîèçâîä-íàÿ h′(t) áóäåò îòäåëåíà îò íóëÿ. Ýòèõ óñëîâèé äîñòàòî÷íî äëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ òåîðåìåÊàíòîðîâè÷à, èç êîòîðîé ñëåäóåò ñõîäèìîñòü èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðû (6) ê ðåøåíèþóðàâíåíèÿ (12).



58 Â.Â. Êîðîáèöûí2.5. Ñõîäèìîñòü ìåòîäàÑõîäèìîñòü àëãîðèòìà À ê òî÷íîìó ðåøåíèþ çàäà÷è (1)�(2) îáåñïå÷èâàåòñÿ, åñëè âû-ïîëíåíû óñëîâèÿ ñëåäóþùåé òåîðåìû.Òåîðåìà 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà íåêîòîðîì îòðåçêå [t1; t2] çàäà÷à (1)�(2) óäîâëå-òâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 1. Òîãäà àëãîðèòì À ñõîäèòñÿ ê òî÷íîìó ðåøåíèþ ïðè
t0 → t∗, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:1) âûáðàííàÿ ñõåìà �óíãå�Êóòòû îáëàäàåò ñõîäèìîñòüþ ïîðÿäêà p íà çàäà÷å (1);2) ïîðÿäîê ìíîãî÷ëåíà Ns(t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ s ≥ p;3) êîëè÷åñòâî âû÷èñëÿåìûõ îïîðíûõ òî÷åê k = ⌈(s− 1)/2⌉;4) ïàðàìåòð a óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ k

k + 1
< a < 1.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íà÷àëüíûõ òî÷åê t0,1, t0,2, . . . ,

t0,r, . . . , êîòîðàÿ ñòðåìèòñÿ ê òî÷êå t∗ ñëåâà. Ïóñòü äëÿ êàæäîé t0,i çàäàíî òî÷íîå çíà-÷åíèå x0,i. �àññìîòðèì ñõîäèìîñòü òî÷åê x
∗
m,i ê òî÷íîìó ðåøåíèþ x

∗ çàäà÷è (1)�(2).Ïðè óìåíüøåíèè ðàññòîÿíèÿ τi = t∗− t0,i ïîëó÷àåì ñíèæåíèå ïîãðåøíîñòè âû÷èñëå-íèÿ îïîðíûõ òî÷åê x1,i,x2,i, . . . ,xk,i ñî ñêîðîñòüþ, èìåþùåé äëÿ ìåòîäà �óíãå�Êóòòûïîðÿäêà p âåëè÷èíó O(τ pi ).Êàæäàÿ êðèâàÿ ñåìåéñòâà Ns,i(t), ïîñòðîåííàÿ ïî ñîîòâåòñòâóþùèì îïîðíûì òî÷-êàì x1,i,x2,i, . . . ,xk,i, èìååò îòêëîíåíèå íà îòðåçêå [

t0,i, t0,i +
k + 1

k
τi

] ïîðÿäêà O(τ si ).Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé 2 è 3 òåîðåìû 2 îáåñïå÷èâàåòñÿ ñîãëàñîâàííîñòü ìåòîäîâ�óíãå�Êóòòû è Íüþòîíà ïî ïîðÿäêó ïîãðåøíîñòè. Ýòî äàåò ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòüñåìåéñòâà êðèâûõ Ns,i(t) ê ñîîòâåòñòâóþùåìó ó÷àñòêó êðèâîé ðåøåíèÿ x(t).Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ 4 ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 5 ïîëó÷àåì ãàðàíòèþ ñóùåñòâîâà-íèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (12) íà èíòåðâàëå (t0,i + τi, t0,i +
k

k + 1
τi

), à ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ6 îáåñïå÷èâàåòñÿ ñõîäèìîñòü èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðû (6) ê ðåøåíèþ çàäà÷è (12).�àâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ñåìåéñòâà êðèâûõNs,i(t) ê x(t) è ñõîäèìîñòü èòåðàöèîííîéïðîöåäóðû (6) äàþò ñõîäèìîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííîãî ñ ïîìîùüþ àëãîðèò-ìà À, ê òî÷íîìó ðåøåíèþ çàäà÷è (1)�(2).Òåîðåìà 2 äàåò òåîðåòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå ïðèìåíèìîñòè àëãîðèòìà À äëÿ ðåøåíèÿçàäà÷è (1)�(2). Äàëåå ðàññìîòðèì ý��åêòèâíîñòü ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà À íà ïðàêòè-÷åñêèõ ïðèìåðàõ.3. Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ñ ñèñòåìàìè íà ïëîñêîñòèÂ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòàõ èñïîëüçîâàëèñü ñõåìà �óíãå�Êóòòû�Ôåëüáåðãà÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà è ïîëèíîì Íüþòîíà ïÿòîãî ïîðÿäêà. Óñëîâèåì çàâåðøåíèÿ èòåðà-öèîííîé ïðîöåäóðû (6) áûëî äîñòèæåíèå ïðåäåëà òî÷íîñòè òèïà double (Tol = 2 ·10−15).3.1. Ñèñòåìà ñ ëèíåéíîé ãðàíèöåé�àññìîòðèì èññëåäóåìóþ ðàíåå â [7℄ ñèñòåìó ëèíåéíûõ ÎÄÓ, ñøèòóþ èç äâóõ ñèñòåìíà ïëîñêîñòè (y1, y2) âäîëü ïðÿìîé y1 = α:
y′1 = y2 − d1,

y′2 = y1 − c1, y1 < α, (13)
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y′1 = y2 − d2,

y′2 = y1 − c2, y1 > α, (14)Íà ïðÿìîé y1 = α ñèñòåìà òåðïèò ðàçðûâ ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ. Àíàëèòè÷åñêîåðåøåíèå ñèñòåìû â îáëàñòè y1 < α çàäàåòñÿ �óíêöèÿìè
y1(t) = A1e

t + A2e
−t + c1,

y2(t) = A1e
t − A2e

−t + d1, (15)çäåñü A1 = ((y01 − c1) + (y02 − d1))/2, A2 = ((y01 − c1)− (y02 − d1))/2, y1(0) = y01, y2(0) = y02.Âûáåðåì â êà÷åñòâå òî÷êè â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé ðåøåíèÿ ñïðÿìîé y1 = α. Â ýêñïåðèìåíòå èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ: c1 = 0.2,
d1 = 0.5, A1 = 0.25, A2 = 0.05, α = 0.5 è òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ êîîðäèíàòàìè y01 = 0.5 è
y02 ∈ (0.5; 0.8).Âûäåëåííûé êðóã íà �àçîâîì ïîðòðåòå ñèñòåìû (ðèñ. 1) ïîêàçûâàåò èíòåðåñóþùóþíàñ îáëàñòü âáëèçè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé ðåøåíèÿ ñ ïîâåðõíîñòüþ ðàçðûâà. Ïðè-íÿâ íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ â îáëàñòè y1 < α è ðåøàÿ ñèñòåìó (13), ïîëó÷èì êðèâóþ,êîòîðàÿ ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ y1 = α. Íàñ èíòåðåñóåò, íàñêîëüêî òî÷íî áóäåò íàéäåíàòî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ.Èññëåäóåì ïîâåäåíèå ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà îïðåäåëåíèÿ òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êðèâîéðåøåíèÿ ñ ïîâåðõíîñòüþ ðàçðûâà. Íàéäåì âèä çàâèñèìîñòè ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèÿòî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ îò äëèíû øàãà τ .Çàäàäèì âåëè÷èíó τ è îïðåäåëèì çíà÷åíèÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ ïî �îðìóëàì (15) ïðè
t = −τ . Ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ (y1(−τ), y2(−τ)) èñïîëüçóåì êàê íà÷àëüíûå äàííûå äëÿ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà. Â êà÷åñòâå âõîäíîãî ïàðàìåòðà àëãîðèòìó íåîáõîäèìî çàäàòüçíà÷åíèå ïàðàìåòðà a, êîòîðûé èñïîëüçóåòñÿ â îöåíêå ðàññòîÿíèÿ äî ãðàíèöû â �îð-ìóëå (5). Èññëåäóåì âëèÿíèå a íà ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèÿ òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ. Îòíî-ñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü íàéäåííîé òî÷êè îöåíèâàåòñÿ ïî �îðìóëå

P =

√

(y∗1 − y01)
2 + (y∗2 − y02)

2

√

(y01)
2 + (y02)

2
.

�èñ. 1. Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû (13)�(14); â êðóãå ïîäðîáíåå ïîêàçàíà îáëàñòü âáëèçè òî÷êèïåðåñå÷åíèÿ ïîâåðõíîñòè ðàçðûâà
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à á�èñ. 2. �ðà�èêè çàâèñèìîñòè îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè P îò äëèíû øàãà τ â ëîãàðè�ìè-÷åñêèõ øêàëàõ ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a: 0.9 (1), 0.67 (2), 0.58 (3), 0.57 (4) (à), ïðèèçìåíåíèè êîîðäèíàòû y2 òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ è a = 0.9 (á)�åçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà ïîêàçàëè çàâèñèìîñòü îòíîñèòåëüíîé ïî-ãðåøíîñòè P îò äëèíû øàãà τ ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a (ðèñ. 2). Ïðè�èêñèðîâàííîé òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ y01 = 0.5, y02 = 0.7 è èçìåíÿåìîé âåëè÷èíå øàãà τäëÿ çíà÷åíèé a â ïðåäåëàõ îò 0.67 äî 0.9 àëãîðèòì îáëàäàåò ñõîäèìîñòüþ ê òî÷íîìóðåøåíèþ ïðè τ < 1 (ñì. íà ðèñ. 2, à, êðèâûå 1, 2 ïðè − lg τ > 0), ïðè÷åì ñêîðîñòü ñõîäè-ìîñòè èìååò øåñòîé ïîðÿäîê ïî τ , íà ÷òî óêàçûâàåò óãîë íàêëîíà êðèâîé. Äîñòèãàåìûéïðåäåë òî÷íîñòè 10−16 ïðè τ < 0.02 (− lg τ > 1.7) îáóñëîâëåí ðàçðÿäíîñòüþ ìàíòèññû÷èñëà òèïà double, èñïîëüçóåìîãî â ýêñïåðèìåíòå. Ïðè óìåíüøåíèè a ïîãðåøíîñòü óâå-ëè÷èâàåòñÿ è ïðîèñõîäèò ïîñòåïåííûé ïåðåõîä (ñì. ðèñ. 2, à, êðèâàÿ 3) îò çàâèñèìîñòèøåñòîãî ïîðÿäêà (êðèâàÿ 2) ê çàâèñèìîñòè ïåðâîãî ïîðÿäêà (êðèâàÿ 4).Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò âïîëíå îáúÿñíèì. Â ÷èñëåííîì àëãîðèòìå ïðèìåíåí ìåòîä�óíãå�Êóòòû äëÿ âû÷èñëåíèÿ îïîðíûõ òî÷åê ñ øàãîì h/2 è h. Ýòè îïîðíûå òî÷êèèñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìíîãî÷ëåíà Íüþòîíà, êîòîðûé ïðèáëèæàåò ïðîäîëæåíèåêðèâîé ðåøåíèÿ. Ñîãëàñíî èçâåñòíîìó ðåçóëüòàòó î òî÷íîñòè ïðèáëèæåíèÿ ìíîãî÷ëå-íîì Íüþòîíà, çàÿâëÿåìàÿ òî÷íîñòü ïðèáëèæåíèÿ âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî â ïðåäåëàõ îä-íîãî øàãà äëèíû h/2 (ðàññòîÿíèÿ ìåæäó îïîðíûìè òî÷êàìè). Ýòî ãàðàíòèðîâàëî íàìñõîäèìîñòü ìåòîäà ïðè 2

3
< a < 1.Ïðè èçìåíåíèè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ y01 = 0.5, y02 ∈ (0.5; 0.8), çàäàííûõ çíà÷åíèÿõøàãà τ è a = 0.9 òàêæå áûëà ïîëó÷åíà ñõîäèìîñòü ìåòîäà ê òî÷íîìó çíà÷åíèþ ïðèóìåíüøåíèè âåëè÷èíû τ (ðèñ. 2, á). Êðèâàÿ ëèíåéíîé ðåãðåññèè äëÿ îöåíêè ïîãðåøíî-ñòè ìåòîäà ïîêàçàíà íà ãðà�èêå è îöåíèâàåò ïîðÿäîê ìåòîäà âåëè÷èíîé 5.8031.3.2. Ñèñòåìà ñ íåëèíåéíîé ãðàíèöåéÂ êà÷åñòâå ñèñòåìû äëÿ âòîðîãî ýêñïåðèìåíòà áûëà âûáðàíà ìîäåëü ðåçîíàíñíîãî ïðå-îáðàçîâàòåëÿ. Ìîäåëè ïîäîáíûõ óñòðîéñòâ àêòèâíî èçó÷àþòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ý��åê-òèâíûõ ïðåîáðàçîâàòåëåé ýëåêòðè÷åñêîé ýíåðãèè, ïðèìåíÿåìûõ ïðè ðàçðàáîòêå ðàçëè÷-íûõ ýëåêòðîííûõ óñòðîéñòâ. Ïðåîáðàçîâàòåëè ðåçîíàíñíîãî òèïà èìåþò ïðåèìóùåñòâà
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x′

1 =
x2

C
,

x′

2 = −
x1 +Rx2 − ui

L
, (16)çäåñü x1 � íàïðÿæåíèå íà åìêîñòè uC, x2 � ñèëà òîêà íà èíäóêòèâíîñòè iL, ui � óïðàâ-ëÿþùèé ïàðàìåòð, ïðèíèìàþùèé çíà÷åíèÿ u1 = E − U0, u2 = U0 − E, u3 = −U0 è

u4 = U0 â ñîîòâåòñòâóþùèõ îáëàñòÿõ Ωi. Îáëàñòè îïðåäåëÿþòñÿ ñèñòåìîé íåðàâåíñòâ
Ω1 : x2 > 0, x2

1 + x2
2 < i2r ,

Ω2 : x2 < 0, x2
1 + x2

2 < i2r ,
Ω3 : x2 > 0, x2

1 + x2
2 > i2r ,

Ω4 : x2 < 0, x2
1 + x2

2 > i2r ,ãäå ir > 0 � çàäàííàÿ âåëè÷èíà ñèëû òîêà. Äàííàÿ ñèñòåìà èìååò äâå ãðàíèöû, êîòîðûåðàçáèâàþò ïëîñêîñòü íà ÷åòûðå îáëàñòè. Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû (ðèñ. 3) èìååò ñèì-ìåòðèþ, ïîýòîìó ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé â âåðõíåé è íèæíåé ïîëóïëîñêîñòÿõ ñîâïàäàþò.Èññëåäîâàëîñü ïîâåäåíèå àëãîðèòìà ïðè îïðåäåëåíèè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé ðå-øåíèÿ ñ ÷àñòüþ ãðàíèöû x2
1 + x2

2 − i2r = 0 ïðè x1 > 0, x2 > 0. Â äàííîì ñëó÷àå êðèâàÿðàçðûâà íåëèíåéíà, ÷òî ïîçâîëèëî îöåíèòü ïîâåäåíèå àëãîðèòìà ïðè íåëèíåéíîé ãðàíè-öå. Â ýêñïåðèìåíòå èñïîëüçîâàëèñü ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ýëåìåíòîâ ñõåìû:
R = 0.2 Îì, L = 31 · 10−6 �í, C = 2 · 10−6 Ô, E = 500 Â, U0 = 100 Â è ir = 50 À.Êàê è â ïðåäûäóùåì ýêñïåðèìåíòå, íà÷àëüíûå òî÷êè òðàåêòîðèè ðåøåíèÿ âûáèðà-ëèñü ñîãëàñíî çàäàííîìó øàãó äî ãðàíèöû τ . Ñëó÷àéíûì îáðàçîì ïðèíèìàëàñü êîîðäè-íàòà x0

1 â èíòåðâàëå (0; 50), âû÷èñëÿëîñü çíà÷åíèå x0
2 íà ãðàíèöå. Çàòåì �èêñèðîâàëîñüçíà÷åíèå øàãà τ â èíòåðâàëå (0; 10−6) è âû÷èñëÿëèñü çíà÷åíèÿ íà÷àëüíûõ òî÷åê òðà-åêòîðèè (x1(−τ), x2(−τ)), èñïîëüçóÿ �óíêöèè òî÷íîãî ðåøåíèÿ. Íà �àçîâîé ïëîñêîñòè

�èñ. 3. Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû (16)
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�èñ. 4. Íà÷àëüíûå òî÷êè òðàåêòîðèè (◦) è òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ (�) êðèâîé ðåøåíèÿ ñ ïîâåðõ-íîñòüþ ðàçðûâà (øòðèõ)

�èñ. 5. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå çíà÷åíèÿ âû÷èñëåííîé ïîãðåøíîñòè P â çàâèñèìîñòè îò äëèíûøàãà τ(ðèñ. 4) ýòè òî÷êè ïîêàçàíû çíàêîì ◦. Äàëåå çàïóñêàëñÿ àëãîðèòì ñ øàãîì τ ïðè çà-äàííîì ïàðàìåòðå a = 0.9, êîòîðûé îïðåäåëÿë òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé ðåøåíèÿ ñãðàíèöåé (çíàê � íà ðèñ. 4). Âû÷èñëåííûå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñðàâíèâàëèñü ñ òî÷êîé
(x0

1, x
0
2) è âû÷èñëÿëàñü ïîãðåøíîñòü P . Ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ P (ðèñ. 5) ïîêàçàëè, ÷òîïîãðåøíîñòü íàéäåííûõ òî÷åê íå ïðåâûøàåò âåëè÷èíû 10−7.Òàêèì îáðàçîì, ïðåäñòàâëåííûé àëãîðèòì îáëàäàåò ñõîäèìîñòüþ, òåîðåòè÷åñêîåîáîñíîâàíèå êîòîðîé äàåò òåîðåìà 2. �åçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïîä-òâåðæäàþò ñõîäèìîñòü ìåòîäà íà ëèíåéíîé è íåëèíåéíîé ïîâåðõíîñòÿõ ðàçðûâà ïðàâîé÷àñòè ñèñòåìû. Àëãîðèòì ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ âû÷èñëåíèÿ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿòðàåêòîðèè ðåøåíèÿ ñèñòåì äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà ãðàíèöå ðàçðûâà, ÷òîÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ýòàïîâ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ òàêèõ ñèñòåì. Äâå òî÷êè, íàéäåííûå ïîðàçíûå îò ãðàíèöû ñòîðîíû, ïîçâîëÿþò ïðîâåñòè àíàëèç î ïðîäîëæåíèè ðåøåíèÿ.
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