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Î ñîâìåñòíîì äâèæåíèè áèíàðíîé ñìåñèè âÿçêîé æèäêîñòè â òåïëîèçîëèðîâàííîéöèëèíäðè÷åñêîé òðóáå∗Í.Ë. Ñîáà÷êèíàÈíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ÑÎ �ÀÍ,Ñèáèðñêèé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, Êðàñíîÿðñê, �îññèÿe-mail: sobahkinanat�mail.ruÈçó÷åíî èíâàðèàíòíîå ðåøåíèå çàäà÷è î ñîâìåñòíîì äâèæåíèè áèíàðíîé ñìåñèè âÿçêîé òåïëîïðîâîäíîé æèäêîñòè â òåïëîèçîëèðîâàííîé öèëèíäðè÷åñêîé òðóáå.Äâèæåíèå ïðîèñõîäèò ïîä äåéñòâèåì ïðîäîëüíîãî ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ â ñìåñè.Âÿçêàÿ æèäêîñòü (ñìàçêà) è ñìåñü íå ñìåøèâàþòñÿ è èìåþò îáùóþ ïîâåðõíîñòüðàçäåëà. Çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ñîïðÿæåííîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷å äëÿ ïàðàáîëè÷å-ñêèõ óðàâíåíèé. Íàéäåíî ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå çàäà÷è, â êîòîðîì ïîëÿ ñêîðîñòåéÿâëÿþòñÿ òàêèìè æå, êàê ó òå÷åíèÿ Ïóàéçåëÿ, à òåìïåðàòóðà è êîíöåíòðàöèÿ ÿâëÿ-þòñÿ ïîëèíîìàìè ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ïî ðàäèàëüíîé êîîðäèíàòå. Íåñòàöèîíàðíàÿçàäà÷à ðåøåíà ìåòîäîì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà. ×èñëåííûå ðàñ÷åòû ïîêàçàëè,÷òî ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ñõîäèòñÿ ê ñòàöèîíàðíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ïðè t → ∞,åñëè ãðàäèåíò äàâëåíèÿ ñòàáèëèçèðóåòñÿ ïî âðåìåíè íà áåñêîíå÷íîñòè.Êëþ÷åâûå ñëîâà: áèíàðíàÿ ñìåñü, öèëèíäðè÷åñêàÿ òðóáà, ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå.ÂâåäåíèåÍàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ óðàâíåíèé ñîâìåñòíîãî äâèæåíèÿ áèíàðíîéñìåñè è âÿçêîé æèäêîñòè ñ îáùåé ïîâåðõíîñòüþ ðàçäåëà ñ ó÷åòîì ý��åêòà òåðìîäè�-�óçèè è íåñòàöèîíàðíîãî ïåðåïàäà äàâëåíèÿ. Ýòà ïîäìîäåëü âîçíèêàåò ïðè èçó÷åíèèäâèæåíèé ñìåñåé â äîñòàòî÷íî äëèííûõ öèëèíäðè÷åñêèõ ñëîÿõ.Òåðìîäè��óçèåé íàçûâàþò ìîëåêóëÿðíûé ïåðåíîñ âåùåñòâà, ñâÿçàííûé ñ íàëè÷èåìâ ñðåäå (æèäêîì ðàñòâîðå èëè ãàçîâîé ñìåñè) ãðàäèåíòà òåìïåðàòóðû. Ïðè òåðìîäè�-�óçèè êîíöåíòðàöèÿ êîìïîíåíòîâ â îáëàñòÿõ ïîâûøåííîé è ïîíèæåííîé òåìïåðàòóðûðàçëè÷íà.Â [1, 2℄ ðàññìàòðèâàëîñü îäíîíàïðàâëåííîå äâèæåíèå âÿçêîé æèäêîñòè â êðóãëîéòðóáå. Â äàííûõ ðàáîòàõ îïðåäåëåíèå ïîëÿ ñêîðîñòè ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ëèíåéíîéíà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Ïðè ýòîì ðåøåíèå íàõîäèòñÿâ âèäå êîíå÷íûõ �îðìóë (íàïðèìåð, ñòàöèîíàðíîå òå÷åíèå Ïóàçåéëÿ) ëèáî â âèäå ðÿäîâïî �óíêöèÿì Áåññåëÿ. Äâèæåíèå áèíàðíîé ñìåñè â ñëîå ìåæäó äâóìÿ êîàêñèàëüíûìèöèëèíäðàìè ñ ðàçëè÷íîé òåìïåðàòóðîé ñ ó÷åòîì ý��åêòà òåðìîäè��óçèè (ý��åêòÑîðå) èçó÷àëîñü â [3℄.

∗�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòà Ïðåçèäåíòà �Ô ÌÊ-299.2009.1 è �ÔÔÈ(ãðàíò � 08-01-00762). 120



Î ñîâìåñòíîì äâèæåíèè áèíàðíîé ñìåñè è âÿçêîé æèäêîñòè... 121Â [4℄ ïðèâîäèòñÿ ïîñòàíîâêà íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è, îïèñûâàþùåé äâèæåíèå äâóõíåñìåøèâàþùèõñÿ òåïëîïðîâîäíûõ âÿçêèõ æèäêîñòåé ñ îáùåé ïîâåðõíîñòüþ ðàçäåëà.Â îñíîâíîì ýòà ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ óñòîé÷èâîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ äâèæåíèé.Â [5�7℄ äàíà ïîñòàíîâêà çàäà÷è è âûâåäåíû óðàâíåíèÿ ìàëûõ âîçìóùåíèé ïðîèçâîëü-íûõ ãëàäêèõ äâèæåíèé æèäêîñòè ñ îáùåé ïîâåðõíîñòüþ ðàçäåëà. Ïðè ýòîì ó÷èòûâàåòñÿý��åêò òåðìîäè��óçèè.Ñîïðÿæåííàÿ íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à, âîçíèêàþùàÿ ïðè ñîâìåñòíîì äâèæåíèèäâóõ áèíàðíûõ ñìåñåé ñ îáùåé ãðàíèöåé ðàçäåëà â ïëîñêèõ è öèëèíäðè÷åñêèõ ñëîÿõ,àíàëèçèðîâàëàñü â ðÿäå ðàáîò [8�14℄, ãäå áûëè íàéäåíû ñòàöèîíàðíûå è íåñòàöèîíàð-íûå ðåøåíèÿ ïðè çàäàííîé òåìïåðàòóðå òâåðäîé ñòåíêè, ïîëó÷åíû àïðèîðíûå îöåíêèâîçìóùåíèé ñêîðîñòè, òåìïåðàòóðû è êîíöåíòðàöèè è ïîêàçàíî, ÷òî ïðè t → ∞ ýòèâîçìóùåíèÿ âûõîäÿò íà ñòàöèîíàðíûé ðåæèì.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ ñîïðÿæåííàÿ íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à, âîçíèêàþùàÿïðè îäíîíàïðàâëåííîì äâèæåíèè áèíàðíîé ñìåñè è âÿçêîé òåïëîïðîâîäíîé æèäêîñòèñ îáùåé ïîâåðõíîñòüþ ðàçäåëà â òåïëîèçîëèðîâàííîé öèëèíäðè÷åñêîé òðóáå ïîä äåé-ñòâèåì ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ â ñìåñè. Öåëü ðàáîòû ñîñòîèò â èññëåäîâàíèè èíâàðèàíò-íîãî ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è, ïîñòðîåíèè òî÷íûõ ðåøåíèé, à òàêæå ÷èñëåííîìðåøåíèè çàäà÷è.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÓðàâíåíèÿ òåðìîäè��óçèîííîãî äâèæåíèÿ ïðè îòñóòñòâèè ìàññîâûõ ñèë â öèëèíäðè-÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò r, ϕ, z èìåþò âèä
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cϕ + wcz = d∆c+ αd∆θ. (1)Çäåñü u, v, w � ïðîåêöèè âåêòîðà ñêîðîñòè íà îñè r, ϕ, z ñîîòâåòñòâåííî; p � äàâ-ëåíèå; θ, c � îòêëîíåíèÿ òåìïåðàòóðû è êîíöåíòðàöèè îò èõ ðàâíîâåñíûõ çíà÷åíèé

θ0, c0; ρ � ïëîòíîñòü; ν � êèíåìàòè÷åñêàÿ âÿçêîñòü; χ � òåìïåðàòóðîïðîâîäíîñòü; d �êîý��èöèåíò äè��óçèè; α � ïàðàìåòð òåðìîäè��óçèè (íîðìàëüíîé òåðìîäè��óçèèñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿ α < 0, àíîìàëüíîé � α > 0); ∆ = ∂2/∂r2+r−1∂/∂r+r−2∂/∂ϕ2+
∂2/∂z2 � îïåðàòîð Ëàïëàñà.



122 Í.Ë. Ñîáà÷êèíàÑèñòåìà (1) äîïóñêàåò äâóõïàðàìåòðè÷åñêóþ ïîäãðóïïó íåïðåðûâíûõ ïðåîáðàçîâà-íèé, ïîðîæäàåìóþ îïåðàòîðàìè
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∂z
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∂

∂θ
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∂

∂c
− ρf(t)

∂

∂p
,ãäå A, B � ïîñòîÿííûå, f(t) ∈ C∞ � ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ [15℄. Èíâàðèàíòíîå ðåøå-íèå íàäî èñêàòü â âèäå

u = u(r, t), v = v(r, t), w = w(r, t), p = −ρf(t)z +D(r, t),

θ = Az + T (r, t), c = Bz +K(r, t).Èç ÷åòâåðòîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (1) ñëåäóåò, ÷òî u(r, t) = g(t)/r, ãäå g(t) � íåêî-òîðàÿ �óíêöèÿ. Äàëåå ïîëîæèì g(t) = 0. Êðîìå òîãî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî è v(r, t) ≡ 0.Òîãäà èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (1) âèäíî, ÷òî D åñòü �óíêöèÿ òîëüêî âðåìåíè,
D(r, t) ≡ D(t), è ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä

u = 0, v = 0, w = w(r, t), p = −ρf(t)z +D(t),

θ = Az + T (r, t), c = Bz +K(r, t). (2)Ïðèìåíèì ðåøåíèå (2) äëÿ îïèñàíèÿ îäíîíàïðàâëåííîãî äâèæåíèÿ áèíàðíîé ñìåñèè âÿçêîé òåïëîïðîâîäíîé æèäêîñòè â êðóãëîé öèëèíäðè÷åñêîé òðóáå ðàäèóñà b. Ïóñòüñìåñü çàíèìàåò îáëàñòü 0 ≤ r ≤ a, |z| < ∞, à âÿçêàÿ æèäêîñòü � öèëèíäðè÷åñêèéñëîé a ≤ r ≤ b, |z| < ∞, ãäå wj(r, t) � îñåâàÿ ñêîðîñòü (j = 1, 2), pj = −ρjfj(t)z +
Dj(t) � äàâëåíèå, θj = Ajz+Tj(r, t) � ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû, c1 = B1z+K(r, t) �ðàñïðåäåëåíèå êîíöåíòðàöèè â ñìåñè (ðèñ. 1). Çäåñü j = 1 ñîîòâåòñòâóåò ñëîþ ñìåñè, j =
2� ñëîþ âÿçêîé æèäêîñòè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîý��èöèåíò ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿíà ãðàíèöå ðàçäåëà r = a ëèíåéíî çàâèñèò îò òåìïåðàòóðû è êîíöåíòðàöèè

σ(θ, c) = σ0 − σθ(θ − θ0)− σc(c− c0), (3)ãäå σθ > 0 � òåìïåðàòóðíûé êîý��èöèåíò, σc � êîíöåíòðàöèîííûé êîý��èöèåíò(îáû÷íî σc < 0, ïîñêîëüêó ïîâåðõíîñòíîå íàòÿæåíèå óâåëè÷èâàåòñÿ ñ ðîñòîì êîíöåí-òðàöèè), θ0, c0 � íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå ñðåäíèå çíà÷åíèÿ.

�èñ. 1. Ñõåìà îáëàñòè òå÷åíèÿ



Î ñîâìåñòíîì äâèæåíèè áèíàðíîé ñìåñè è âÿçêîé æèäêîñòè... 123Íà ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà ïðè r = a âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ [4℄:
w1(a, t) = w2(a, t), T1(a, t) = T2(a, t),

k1T1r(a, t) = k2T2r(a, t), Kr(a, t) + α1T1r(a, t) = 0, (4)è, êðîìå òîãî,
A1 = A2 ≡ A, f2(t) = ρf1(t)−

h

ρ2a
,

D2(t) = D1(t) +
1

a
[σ0 − σθ(T1(a, t)− θ0)− σc(K(a, t)− c0)] ,

h ≡ −σθA− σcB1, ρ = ρ1/ρ2, (5)
µ2w2r(a, t)− µ1w1r(a, t) = h, (6)ãäå kj � êîý��èöèåíòû òåïëîïðîâîäíîñòè ñìåñè è æèäêîñòè.�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà òâåðäîé ñòåíêå ïðè r = b

w2(b, t) = 0, T2r(b, t) = 0, (7)ò. å. òâåðäàÿ ñòåíêà ÿâëÿåòñÿ òåïëîèçîëèðîâàííîé.Íà îñè ñèììåòðèè ñòàâÿòñÿ óñëîâèÿ îãðàíè÷åííîñòè
|w1(0, t)| < ∞, |T1(0, t)| < ∞, |K(0, t)| < ∞. (8)Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0 â æèäêîñòè è ñìåñè âíåçàïíî âîçíèêàþò ðàñ-ïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóð θj = Ajz è êîíöåíòðàöèè c1 = B1z. Òàêèì îáðàçîì, íà÷àëüíûåóñëîâèÿ èìåþò âèä

wj(r, 0) = 0, Tj(r, 0) = 0, K(r, 0) = 0. (9)Âûïèøåì óðàâíåíèÿ íà èñêîìûå �óíêöèè wj, Tj, K:
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)
− B1w1. (12)Â (10)�(12) ïåðåìåííàÿ r ïðè j = 1 èçìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ îò 0 äî a, à ïðè j = 2 �îò a äî b. Òàêèì îáðàçîì, íàäî ðåøèòü çàäà÷ó (10)�(12) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (4),(6)�(8) è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (9). Â ýòîì ñëó÷àå äàâëåíèå âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî�îðìóëàì pj(r, t) = −ρjfj(t)z+Dj(t), ïðè÷åì �óíêöèè f1(t), f2(t) è D1(t), D2(t) ñâÿçàíûðàâåíñòâàìè (5) è äîëæíû çàäàâàòüñÿ f1(t) è D1(t).Çàìå÷àíèå. Äàëåå èùåòñÿ êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå, ò. å. ïðè fj ∈ C[0, t0] èñêîìûå�óíêöèè wj , Tj, K ∈ C1[0, t0] ïî ïåðåìåííîé t, w1, T1, K ∈ C2(0, a)

⋂
C1(0, a], w2, T2 ∈

C2(a, b)
⋂
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⋂
C(a, b] ïî ïåðåìåííîé r.



124 Í.Ë. Ñîáà÷êèíà2. Ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèåÄëÿ ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ âñå èñêîìûå �óíêöèè íå çàâèñÿò îò âðåìåíè; îáîçíà÷èì èõ÷åðåç w0

j (r), T 0

j (r), K0(r). Êðîìå òîãî, f1(t) = f 0

1
= const, D1(t) = D0

1
= const. Âûïèøåìñîîòâåòñòâóþùóþ êðàåâóþ çàäà÷ó:ïðè 0 < r < a
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2
= D0

1
+

1

a

[
σ0 − σθ(T

0

1
(a)− θ0)− σc(K

0(a)− c0)
]
. (22)Îáùèå ðåøåíèÿ ñèñòåì (13)�(18) ëåãêî íàõîäÿòñÿ (ó÷òåíû óñëîâèÿ îãðàíè÷åííî-ñòè (16)) â âèäå

w0

1
= C1 −

f 0

1
r2

4ν1
, T 0

1
=

A

χ1

(
C1r

2

4
− f 0

1
r4

64ν1

)
+ C2,

K0 =

(
B1

d1
− α1A

χ1

)(
C1r

2

4
− f 0

1
r4

64ν1

)
+ C3,

w0

2
= −f 0

2
r2

4ν2
+ C4 ln r + C5,

T 0

2
=

A

χ2

[
C4r

2

4
(ln r − 1) +

C5r
2

4
− f 0

2
r4

64ν2

]
+ C6 ln r + C7ñ ïîñòîÿííûìè C1, . . . , C7, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (19), (20) èèìåþò ñëåäóþùèå ïðåäñòàâëåíèÿ:

C1 = C4 ln a+ C5 +
a2

4

(
f 0

1

ν1
− f 0

2

ν2

)
=

ah

2µ2

ln
a

b
+

1

4

[
a2f 0

1

ν1
+

(b2 − a2)f 0

2

ν2

]
, (23)
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C2 = C7 + C6 ln a+

Aa2

4χ1

{
a2f 0

1

16ν1
− C1 + χ

[
C4(ln a− 1) + C5 −

a2f 0

2

16ν2

]}
, (24)

C4 =
ah

2µ2

, C5 =
b2f 0

2

4ν2
− ah

2µ2

ln b, (25)
C6 =

Ab2

8χ2

(
ah

µ2

− b2f 0

2

2ν2

)
. (26)�ðàíè÷íîå óñëîâèå K0′(a) + α1T

0′

1
(a) = 0 ýêâèâàëåíòíî ñîîòíîøåíèþ
B1

(
C1 −

a2f 0

1

8ν1

)
= 0. (27)Çàìåòèì, ÷òî èç (23) C1 6= a2f 0

1
/8ν1, ïîýòîìó èç (27) ñëåäóåò, ÷òî B1 = 0. Èòàê, ñòà-öèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå âîçìóùåíèÿ êîíöåíòðàöèè èìååò ìåñòî òîëüêî ïðè îòñóò-ñòâèè åå ãðàäèåíòà âäîëü îñè öèëèíäðà.Ïîñòîÿííóþ C3 ìîæíî íàéòè, åñëè çàäàòü ñðåäíþþ êîíöåíòðàöèþ â ñå÷åíèè z = 0,ò. å. a∫

0

rK0(r) dr = 0. Îòñþäà ïðè B1 = 0

C3 =
α1f

0

1
a2A

192χ1ν1
[6µ(b2 − a2) + 5a2]. (28)×òî êàñàåòñÿ ïîñòîÿííîé C7, òî îíà îñòàåòñÿ ïðîèçâîëüíîé, òàê êàê â óñëîâèÿ äëÿ

T 0

2
âõîäÿò òîëüêî ïðîèçâîäíûå.Äàëåå ïðåäïîëàãàåòñÿ h = 0, ò. å. ðàññìàòðèâàåòñÿ äâèæåíèå òîëüêî ïîä äåéñòâèåìïåðåïàäà äàâëåíèÿ. Ïðèâåäåì âèä ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ ïðè h = 0, f 0

2
= ρf 0

1
:

w0

1
=

f 0

1

4ν1

[
(b2 − a2)µ+ a2

(
1− r2

a2

)]
, w0

2
=

f 0

1
b2µ

4ν1

(
1− r2

b2

)
, µ = µ1/µ2,

T 0

1
=

Ar2f 0

1

16χ1ν1

[
a2 + µ(b2 − a2)− r2

4

]
+ C2,

T 0

2
=

Ar2ρf 0

1

16χ2ν2

(
b2 − r2

4

)
+ C6 ln r + C7,

K0 = −α1Ar
2f 0

1

16χ1ν1

[
a2 + µ(b2 − a2)− r2

4

]
+ C3, (29)ãäå ïîñòîÿííûå C2, C6 îïðåäåëÿþòñÿ �îðìóëàìè (24), (26), â êîòîðûõ ñëåäóåò ïðèíÿòü

h = 0, f 0

2
= ρf 0

1
.Ïîñòðîèì ñòàöèîíàðíûå ïðî�èëè ñêîðîñòåé, òåìïåðàòóð è êîíöåíòðàöèè. Äëÿ ýòîãîíåîáõîäèìî ïåðåéòè ê áåçðàçìåðíûì ïåðåìåííûì, îïðåäåëÿåìûì �îðìóëàìè

ξ =
r

a
, w̃0

j =
4ν1
f 0

1
a2

w0

j , T̃ 0

j =
16χ1ν1
Af 0

1
a4

T 0

j , K̃0 =
16χ1ν1
α1Af

0

1
a4

K0. (30)Îñíîâíûìè êðèòåðèÿìè ïîäîáèÿ â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å ÿâëÿþòñÿ
ρ = ρ1/ρ2, ν = ν1/ν2, χ = χ1/χ2, k = k1/k2, (31)
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�èñ. 2. Ñòàöèîíàðíûå ïðî�èëè ñêîðîñòåé (a), òåìïåðàòóð (á) è êîíöåíòðàöèè (â)ãäå ρ, ν, χ, k � îòíîøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ �èçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ñìåñè è âÿçêîéæèäêîñòè.Ñòàöèîíàðíûå ïðî�èëè ñêîðîñòåé, òåìïåðàòóð è êîíöåíòðàöèè ïðåäñòàâëåíû íàðèñ. 2. Â ðàñ÷åòàõ èñïîëüçîâàëèñü ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ: b = 1.01, a = 1.0,
ρ = 0.5, ν = 0.02, χ = 0.01, k = 0.5. Òàê êàê ñëîé âÿçêîé æèäêîñòè äîñòàòî÷íî òîíêèéïî ñðàâíåíèþ ñî ñëîåì áèíàðíîé ñìåñè, òî ìàñøòàá íà îñÿõ êîîðäèíàò âûáèðàåòñÿ ðàç-ëè÷íûì îáðàçîì. Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî ïîëÿ ñêîðîñòåé äëÿ ñòàöèîíàðíîãî äâèæåíèÿáóäóò òàêèìè æå, êàê ó òå÷åíèÿ Ïóàéçåëÿ.3. �åøåíèå íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷èÄëÿ ðåøåíèÿ íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷è ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà.Ìîæíî âèäåòü, ÷òî ïðè çàäàííûõ f1(t), D1(t) çàäà÷è äëÿ ñêîðîñòåé w1, w2, òåìïåðà-òóð T1, T2 è êîíöåíòðàöèè K ðåøàþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî. Íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ�óíêöèé wj(r, t) èìååò âèä

w1t = ν1

(
w1rr +

1

r
w1r

)
+ f1(t), 0 < r < a, (32)

w2t = ν2

(
w2rr +

1

r
w2r

)
+ f2(t), a < r < b, (33)

w1(r, 0) = 0, w2(r, 0) = 0, (34)
w1(a, t) = w2(a, t), µ2w2r(a, t)− µ1w1r(a, t) = 0, (35)

|w1(0, t)| < ∞, w2(b, t) = 0. (36)
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w̃j(r, p) =

∞∫

0

wj(r, t)e
−pt dt. (37)Òîãäà çàäà÷à (32)�(36), ãäå f2 = ρf1, ñâîäèòñÿ ê êðàåâîé çàäà÷å äëÿ îáûêíîâåííûõäè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

w̃1rr +
1

r
w̃1r −

p

ν1
w̃1 = − f̃1(p)

ν1
, 0 < r < a,

w̃2rr +
1

r
w̃2r −

p

ν2
w̃2 = − f̃2(p)

ν2
, a < r < b, (38)

w̃1(a, p) = w̃2(a, p), µ2w̃2r(a, p) = µ1w̃1r(a, p), (39)
|w̃1(0, p)| < ∞, w̃2(b, p) = 0. (40)Îáùèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (38) ëåãêî âûïèñàòü:
w̃1 = C1I0

(√
p

ν1
r

)
+

f̃1(p)

p
, (41)

w̃2 = C2I0

(√
p

ν2
r

)
+ C3K0

(√
p

ν2
r

)
+

f̃2(p)

p
. (42)Èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (39), (40) ïîëó÷èì

C1 =
1

∆

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

− f̃2
p

I0(z) K0(z)

f̃2 − f̃1
p

−I0(y) −K0(y)

0 −I1(y) K1(y)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, (43)
C2 =

1

∆

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 − f̃2
p

K0(z)

I0(x)
f̃2 − f̃1

p
−K0(y)

µ√
ν
I1(x) 0 K1(y)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, (44)
C3 =

1

∆

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 I0(z) − f̃2
p

I0(x) −I0(y)
f̃2 − f̃1

p
µ√
ν
I1(x) −I1(y) 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, (45)
∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 I0(z) K0(z)

I0(x) −I0(y) −K0(y)

µ√
ν
I1(x) −I1(y) K1(y)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, (46)
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√
p/ν1, y = a

√
p/ν2, z = b

√
p/ν2, Ij , Kj � �óíêöèèÁåññåëÿ ïåðâîãî è òðåòüåãî ðîäà ìíèìîãî àðãóìåíòà.Íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ �óíêöèé Tj(r, t) èìååò âèä

T1t = χ1

(
T1rr +

1

r
T1r

)
−Aw1(r, t), 0 < r < a, (47)

T2t = χ2

(
T2rr +

1

r
T2r

)
− Aw2(r, t), a < r < b, (48)

T1(a, t) = T2(a, t), k1T1r(a, t) = k2T2r(a, t), (49)
T2r(b, t) = 0, |T1(0, t)| < ∞, (50)
T1(r, 0) = 0, T2(r, 0) = 0. (51)Ïðèìåíåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèò åå ê êðàåâîé çàäà÷å äëÿîáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

T̃1rr +
1

r
T̃1r −

p

χ1

T̃1 =
A

χ1

w̃1, 0 < r < a, (52)
T̃2rr +

1

r
T̃2r −

p

χ2

T̃2 =
A

χ2

w̃2, a < r < b, (53)
T̃1(a, p) = T̃2(a, p), kT̃1r(a, p) = T̃2r(a, p), k =

k1
k2

, (54)
T̃2r(b, p) = 0, |T̃1(0, p)| < ∞. (55)Çäåñü w̃1(r, p), w̃2(r, p) íàõîäÿòñÿ ïî �îðìóëàì (41)�(46). Îáùèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé(52), (53) ïðè ν1 6= χ1, ν2 6= χ2 èìåþò âèä

T̃1(r, p)=D1I0

(√
p

χ1

r

)
− Af̃1(p)

p2
− AC1

pχ1(1/χ1 − 1/ν1)
I0

(√
p

ν1
r

)
,

T̃2(r, p) = D2I0

(√
p

χ2

r

)
+D3K0

(√
p

χ2

r

)
− Af̃2(p)

p2
−

− AC2

pχ2(1/χ2 − 1/ν2)
I0

(√
p

ν2
r

)
− AC3

pχ2(1/χ2 − 1/ν2)
K0

(√
p

ν2
r

)
, (56)ò. å. ÷èñëà Ïðàíäòëÿ ñìåñè è æèäêîñòè íå ðàâíû åäèíèöå. Èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (54),(55) ïîëó÷èì

D1 =
1

∆1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

H1 −I0(y1) −K0(y1)

H2

√
p

χ2

I1(z1) −
√

p

χ2

K1(z1)

H3 −
√

p

χ2

I1(y1)

√
p

χ2

K1(y1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,
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D2 =

1

∆1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

I0(x1) H1 −K0(y1)

0 H2 −
√

p

χ2

K1(z1)

k

√
p

χ1

I1(x1) H3

√
p

χ2

K1(y1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,

D3 =
1

∆1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

I0(x1) −I0(y1) H1

0

√
p

χ2

I1(z1) H2

k

√
p

χ1

I1(x1) −
√

p

χ2

I1(y1) H3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,

∆1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

I0(x1) −I0(y1) −K0(y1)

0

√
p

χ2

I1(z1) −
√

p

χ2

K1(z1)

k

√
p

χ1

I1(x1) −
√

p

χ2

I1(y1)

√
p

χ2

K1(y1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, (57)ãäå
x1 = a

√
p/χ1, y1 = a

√
p/χ2, z1 = b

√
p/χ2,

H1 =
A(f̃1(p)− f̃2(p))

p2
+

AC1

pχ1(1/χ1 − 1/ν1)
I0

(√
p

ν1
a

)
−

− AC2

pχ2(1/χ2 − 1/ν2)
I0

(√
p

ν2
a

)
− AC3

pχ2(1/χ2 − 1/ν2)
K0

(√
p

ν2
a

)
,

H2 =
AC2√

pχ2(1/χ2 − 1/ν2)
√
ν2

I1

(√
p

ν2
b

)
− AC3√

p χ2(1/χ2 − 1/ν2)
√
ν2

K1

(√
p

ν2
b

)
,

H3 =
kAC1√

pχ1(1/χ1 − 1/ν1)
√
ν1

I1

(√
p

ν1
a

)
−

− AC2√
p χ2(1/χ2 − 1/ν2)

√
ν2

I1

(√
p

ν2
a

)
+

AC3√
p χ2(1/χ2 − 1/ν2)

√
ν2

K1

(√
p

ν2
a

)
. (58)Åñëè ν1 = χ1, ν2 = χ2, òî ðåøåíèå (3) íàäî èçìåíèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

T̃1(r, p)=D1I0

(√
p

ν1
r

)
− Af̃1(p)

p2
+

AC1r

2
√
p/ν1 χ1

I1

(√
p

ν1
r

)
,

T̃2(r, p) = D2I0

(√
p

ν2
r

)
+D3K0

(√
p

ν2
r

)
− Af̃2(p)

p2
+

+
AC2r

2
√

p/ν2 χ2

I1

(√
p

ν2
r

)
− AC3r

2
√

p/ν2 χ2

K1

(√
p

ν2
r

)
. (59)Íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ �óíêöèè K(r, t) èìååò âèä

Kt = d1

(
Krr +

1

r
Kr

)
+

α1d1
χ1

T1t +
Aα1d1
χ1

w1, (60)
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K(r, 0) = 0, (61)

Kr(a, t) + α1T1r(a, t) = 0, (62)
|K(0, t)| < ∞. (63)Ïðèìåíÿÿ ê çàäà÷å (60)�(63) ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà, ïîëó÷èì äëÿ èçîáðàæåíèÿ K̃(r, p)çàäà÷ó

K̃rr +
1

r
K̃r −

p

d1
K̃ = −α1p

χ1

T̃1 −
Aα1

χ1

w̃1 ≡ F (r, p), 0 < r < a, (64)
K̃r(a, p) + α1T̃1r(a, p) = 0, (65)

|K̃(0, p)| < ∞. (66)�åøåíèå óðàâíåíèÿ (64) ñ ó÷åòîì (66) èìååò âèä
K̃(r, p) = L1I0

(√
p

d1
r

)
+

+

r∫

0

yF (y, p)

[
I0

(√
p

d1
r

)
K0

(√
p

d1
y

)
− I0

(√
p

d1
y

)
K0

(√
p

d1
r

)]
dy (67)ñ ïîñòîÿííîé L1, îïðåäåëÿåìîé èç ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (65):

L1 = −
[
I1

(√
p

d1
a

)]
−1{ a∫

0

yF (y, p)

[
I1

(√
p

d1
a

)
K0

(√
p

d1
y

)
+

+I0

(√
p

d1
y

)
K1

(√
p

d1
a

)]
dy + α1

√
d1
p
T̃ ′

1
(a, p)

}
. (68)Ñ ïîìîùüþ ïîëó÷åííûõ �îðìóë äëÿ èçîáðàæåíèé ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè lim

t→∞

f1(t) =

f 0

1
= const 6= 0, òî

lim
t→∞

wj(r, t) = w0

j (r), lim
t→∞

Tj(r, t) = T 0

j (r), lim
t→∞

K(r, t) = K0(r),ãäå w0

j (r), T
0

j (r), K
0(r)� ñóòü ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå (29). Ïîñëåäíèé ïðåäåë èìååò ìåñòîòîëüêî ïðè B1 = 0 [13℄.Òàêèì îáðàçîì, åñëè ãðàäèåíò äàâëåíèÿ èìååò íåíóëåâîé ïðåäåë ïðè t → ∞, òîâîçìóùåíèÿ ñêîðîñòåé, òåìïåðàòóð è êîíöåíòðàöèè ñòðåìÿòñÿ ê ñòàöèîíàðíîìó ðàñ-ïðåäåëåíèþ. Èíà÷å ãîâîðÿ, ïîëÿ ñêîðîñòåé â ïðåäåëå áóäóò òàêèìè æå, êàê ó òå÷åíèÿÏóàéçåëÿ, à òåìïåðàòóðà è êîíöåíòðàöèÿ ÿâëÿþòñÿ ïîëèíîìàìè ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ïîðàäèàëüíîé êîîðäèíàòå.Ïîëó÷åííûå �îðìóëû â èçîáðàæåíèÿõ ïî Ëàïëàñó áûëè èñïîëüçîâàíû äëÿ ÷èñëåí-íîãî íàõîæäåíèÿ ïîëåé ñêîðîñòåé, òåìïåðàòóð è êîíöåíòðàöèè ïðè çàäàííîì ïåðåïà-äå äàâëåíèÿ â ñìåñè. ×èñëåííûå ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ,îïðåäåëÿåìûõ �îðìóëîé (30), ïðè ýòîì áåçðàçìåðíîå âðåìÿ ââîäèëîñü ñîîòíîøåíèåì

τ =
ν1
a2

t. Äëÿ íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷è êðèòåðèè ïîäîáèÿ (31) äîïîëíÿëèñü ñëåäóþùèìè:Pr1 = ν1/χ1, Pr2 = ν2/χ2, S1 = ν1/d1,ãäå Pr1,Pr2 � ÷èñëà Ïðàíäòëÿ ñìåñè è æèäêîñòè, S1 � ÷èñëî Øìèäòà ñìåñè.
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á

â

�èñ. 3. Ïðî�èëè ñêîðîñòåé (à), òåìïåðàòóð (á) è êîíöåíòðàöèè (â) â ðàçëè÷íûå ìîìåíòûâðåìåíè: à � τ = 0.08 (1), τ = 2.5 (2), τ = ∞ (3); á � τ = 0.08 (1), τ = 0.5 (2), τ = ∞ (3); â �
τ = 0.08 (1), τ = 2.5 (2), τ = ∞ (3)



132 Í.Ë. Ñîáà÷êèíà�åçóëüòàòû ÷èñëåííîãî îáðàùåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà, ïðèâåäåííûå íà ðèñ. 3,ïîäòâåðæäàþò âûõîä ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è íà ñòàöèîíàðíûé ðåæèì (29).Â ðàñ÷åòàõ èñïîëüçîâàëèñü ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ: b = 1.01, a = 1.0, ρ = 0.5,
ν = 0.02, χ = 0.01, k = 0.5, Pr1 = 0.2, Pr2 = 1.4, S1 = 0.5, f1(t) = 1+ exp(−λt) sinωt, ãäå
λ = 1.0, ω = 1.0.Òàêèì îáðàçîì, â ðàáîòå èçó÷åíî èíâàðèàíòíîå ðåøåíèå çàäà÷è î ñîâìåñòíîì äâèæå-íèè áèíàðíîé ñìåñè è âÿçêîé òåïëîïðîâîäíîé æèäêîñòè â òåïëîèçîëèðîâàííîé öèëèí-äðè÷åñêîé òðóáå, êîòîðîå ïðîèñõîäèò ïîä äåéñòâèåì ïðîäîëüíîãî ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ âñìåñè. Íàéäåíî ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû è ïîêàçàíî, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëü-íûì ïðè t → ∞, åñëè ãðàäèåíò äàâëåíèÿ ñòàáèëèçèðóåòñÿ ïî âðåìåíè íà áåñêîíå÷íîñòè.Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü Â.Ê. Àíäðååâó è È.È. �ûæêîâó çà ïîìîùü â ïîñòà-íîâêå çàäà÷è è ïîëåçíûå ñîâåòû ïðè ðàáîòå íàä ñòàòüåé.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Ëîéöÿíñêèé Ë.�. Ìåõàíèêà æèäêîñòè è ãàçà. Ì.: Íàóêà, 1973. 848 ñ.[2℄ Áåò÷åëîð Äæ. Ââåäåíèå â äèíàìèêó æèäêîñòè. Ì.: Ìèð, 1973. 760 ñ.[3℄ Ryzhkov I.I. On double di�usive onvetion with Soret e�et in a vertial layer betweeno-axial ylinders // Phys. D. 2006. Vol. 215. P. 191�200.[4℄ Àíäðååâ Â.Ê., Çàõâàòàåâ Â.Å., �ÿáèöêèé Å.À. Òåðìîêàïèëëÿðíàÿ íåóñòîé÷èâîñòü.Íîâîñèáèðñê: Íàóêà, 2000. 280 ñ.[5℄ Àíäðååâ Â.Ê., �ÿáèöêèé Å.À. Ìàëûå âîçìóùåíèÿ òåðìîêàïèëëÿðíîãî äâèæåíèÿ âñëó÷àå öèëèíäðà. Êðàñíîÿðñê: ÂÖ ÑÎ ÀÍ CCCP, 1984.[6℄ Àíäðååâ Â.Ê. Ìàëûå âîçìóùåíèÿ òåðìîêàïèëëÿðíîãî òå÷åíèÿ æèäêîñòè ñ ïîâåðõíî-ñòüþ ðàçäåëà // Òð. ñåìèíàðà �Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå â ìåõàíèêå�. Ò. 1. Êðàñ-íîÿðñê: ÈÂÌ ÑÎ �ÀÍ, 1997.[7℄ Àíäðååâ Â.Ê. Ëèíåàðèçîâàííàÿ çàäà÷à î ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ äâèæåíèÿ æèäêîñòè ñïîâåðõíîñòüþ ðàçäåëà ïðè íàëè÷èè ý��åêòà Ñîðå // Òð. ñåìèíàðà �Ìàòåìàòè÷åñêîå ìî-äåëèðîâàíèå â ìåõàíèêå�. Ò. 3. Êðàñíîÿðñê: ÈÂÌ ÑÎ �ÀÍ, 1999.[8℄ Å�èìîâà Ì.Â. Ýâîëþöèÿ âîçìóùåíèé äâèæåíèÿ áèíàðíûõ ñìåñåé ñ ïëîñêîé ãðàíèöåéðàçäåëà ïîä äåéñòâèåì ïåðåïàäà äàâëåíèÿ è êîíöåíòðàöèîííûõ ñèë. Êðàñíîÿðñê, 2007.40 ñ. (Ïðåïð. ÈÂÌ ÑÎ �ÀÍ, � 4).[9℄ Àíäðååâ Â.Ê. Î ñâîéñòâàõ ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è ñîâìåñòíîãî äâèæåíèÿ äâóõ áèíàð-íûõ ñìåñåé // Òð. ÈÌÌ ÓðÎ �ÀÍ. 2007. Ò. 13, � 4. Ñ. 14�26.[10℄ Àíäðååâ Â.Ê. Ýâîëþöèÿ ñîâìåñòíîãî äâèæåíèÿ äâóõ âÿçêèõ òåïëîïðîâîäíûõ æèäêîñòåéâ ïëîñêîì ñëîå ïîä äåéñòâèåì íåñòàöèîíàðíîãî ïåðåïàäà äàâëåíèÿ // ÏÌÒÔ. 2008. Ò. 49,� 4. Ñ. 94�107.[11℄ Andreev V.K. The joint of two binary mixtures in a �at layer // J. Siberian Federal Univ.Mathem. and Phys. 2008. No. 1(4). P. 349�370.[12℄ Àíäðååâ Â.Ê. Î íåðàâåíñòâå òèïà Ôðèäðèõñà äëÿ ñîñòàâíûõ îáëàñòåé // Ibid. 2008.No. 2(2). P. 146�157.[13℄ Àíäðååâ Â.Ê., Ñîáà÷êèíà Í.Ë. Ñâîéñòâà ðåøåíèé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è, âîçíè-êàþùåé ïðè äâèæåíèè áèíàðíîé ñìåñè â öèëèíäðè÷åñêîé òðóáå. Êðàñíîÿðñê, 2009. 40 ñ.(Ïðåïð. ÈÂÌ ÑÎ �ÀÍ, � 1).
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