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Óñêîðåíèå ñõîäèìîñòè ðåøåíèÿ íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷äèíàìèêè íåñæèìàåìîé æèäêîñòè∗È.Ô. Åøêóíîâà, Ñ. �. ×¼ðíûé, Ä.Â. ×èðêîâÈíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíûõ òåõíîëîãèé ÑÎ �ÀÍ, Íîâîñèáèðñê, �îññèÿe-mail: her�it.ns.ru, dhirkov�ngs.ru�àññìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå ïîäõîäû ê óñêîðåíèþ ñõîäèìîñòè ðåøåíèÿ íåñòà-öèîíàðíûõ çàäà÷ äèíàìèêè íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ìåòîäîì, ïðåäëîæåííûì àâ-òîðàìè ðàíåå. Â åãî îñíîâó ïîëîæåíû êîíöåïöèè èñêóññòâåííîé ñæèìàåìîñòè, êî-íå÷íûõ îáúåìîâ è ïðèáëèæåííîé �àêòîðèçàöèè. Ñðàâíåíèå ïðåäñòàâëåííûõ ïîä-õîäîâ ïðîâîäèòñÿ íà çàäà÷å ìîäåëèðîâàíèÿ òå÷åíèé â ïðîòî÷íîì òðàêòå ðåàëüíîéãèäðîòóðáèíû.Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåñòàöèîíàðíûå òå÷åíèÿ, íåñæèìàåìàÿ æèäêîñòü, ÷èñëåííîåìîäåëèðîâàíèå, óñêîðåíèå ñõîäèìîñòè, ìåòîä èñêóññòâåííîé ñæèìàåìîñòè, ìåòîäïðèáëèæåííîé LU-�àêòîðèçàöèè, ãèäðîòóðáèíà, ïðåöåññèÿ âèõðåâîãî æãóòà.ÂâåäåíèåÂ íàñòîÿùåå âðåìÿ äëÿ ðåøåíèÿ òðåõìåðíûõ óðàâíåíèé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè Ýéëå-ðà, Íàâüå�Ñòîêñà è �åéíîëüäñà, çàïèñàííûõ â ïðîñòåéøèõ ïåðåìåííûõ, èñïîëüçóþòñÿäâà êëàññà ìåòîäîâ: ðàñùåïëåíèÿ, èëè ïðîåêöèîííûå, è èñêóññòâåííîé ñæèìàåìîñòè. Âïåðâûõ èñïîëüçóåòñÿ èäåÿ î âîçìîæíîñòè îïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ íà ïîñëåäóþùåì âðå-ìåííîì ñëîå èç óñëîâèÿ îáðàùåíèÿ â íóëü äèâåðãåíöèè âåêòîðà ñêîðîñòè [1�4℄. Ïðèýòîì âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ðåøåíèÿ íà êàæäîé èòåðàöèè òåêóùåãî ìîìåíòà âðåìå-íè óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà äëÿ äàâëåíèÿ. Âðåìÿ, çàòðà÷èâàåìîå íà åãî ðåøåíèå, ñîñòàâëÿåòçíà÷èòåëüíóþ ÷àñòü îò îáùåãî âðåìåíè âûïîëíåíèÿ èòåðàöèè.Âòîðîé êëàññ ìåòîäîâ áàçèðóåòñÿ íà êîíöåïöèè èñêóññòâåííîé ñæèìàåìîñòè [5�8℄,çàêëþ÷àþùåéñÿ âî ââåäåíèè â óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè ïðîèçâîäíîé îò äàâëåíèÿ ïîïñåâäîâðåìåíè, à â óðàâíåíèÿ êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ � ïðîèçâîäíûõ òàêæå ïî ïñåâäî-âðåìåíè îò ñîîòâåòñòâóþùèõ êîìïîíåíò ñêîðîñòè. Íà êàæäîì øàãå ïî âðåìåíè îðãà-íèçóåòñÿ ïðîöåññ óñòàíîâëåíèÿ ïî ïñåâäîâðåìåíè.Ìåòîä èñêóññòâåííîé ñæèìàåìîñòè (ÌÈÑ) âçÿò çà îñíîâó ïðåäëîæåííîãî â [9℄ ìå-òîäà ðåøåíèÿ òðåõìåðíûõ óðàâíåíèé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè. Â íåì íà êàæäîé èòåðà-öèè ïî ïñåâäîâðåìåíè íåîáõîäèìî ðåøàòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé(ÑËÀÓ), âîçíèêàþùóþ â ïðîöåññå äèñêðåòèçàöèè îñíîâíûõ óðàâíåíèé. Òàêèì îáðàçîì,ýêîíîìè÷íîñòü ïîñòðîåííîãî â [9℄ ìåòîäà ðåøåíèÿ óðàâíåíèé íåñæèìàåìîé æèäêîñòèíàïðÿìóþ çàâèñèò îò (a) çàòðàò íà ðåøåíèå ÑËÀÓ, (á) êîëè÷åñòâà èòåðàöèé ïî ïñåâäî-âðåìåíè.Â ðàáîòå [9℄ äëÿ óìåíüøåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò íà ýòàïå à) èñõîäíàÿ ÑËÀÓïðèáëèæåííî ïîäìåíÿåòñÿ �àêòîðèçîâàííîé, â êîòîðîé ìàòðèöà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âè-
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Óñêîðåíèå ðåøåíèÿ íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ 31äå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ýêîíîìè÷íî îáðàùàåìûõ òðåóãîëüíûõ ìàòðèö: íèæíåé è âåðõ-íåé. Äëÿ ðåàëèçàöèè êðàåâûõ óñëîâèé çà êàæäîé ãðàíèöåé ðàñ÷åòíîé îáëàñòè ââîäÿòñÿäâà ðÿäà �èêòèâíûõ ÿ÷ååê. Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü îáùèå ïðîöåäóðûâû÷èñëåíèÿ ðàçíîñòíûõ ïîòîêîâ äëÿ âñåõ âíóòðåííèõ ÿ÷ååê ðàñ÷åòíîé îáëàñòè. Âåëè-÷èíû èñêîìûõ ïàðàìåòðîâ â �èêòèâíûõ ÿ÷åéêàõ â ÑËÀÓ íå âõîäÿò è çàïîëíÿþòñÿ âñîîòâåòñòâèè ñ òèïîì êðàåâûõ óñëîâèé ïîñëå âû÷èñëåíèÿ èõ çíà÷åíèé âíóòðè îáëàñòè.Ïðè îáðàùåíèè òðåóãîëüíûõ ìàòðèö íåâÿçêè â �èêòèâíûõ ÿ÷åéêàõ ïîëàãàþòñÿ íó-ëåâûìè. Â ñèëó ýòîãî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî â [9℄ èñïîëüçóåòñÿ ÿâíàÿ ïðîöåäóðà ðåà-ëèçàöèè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Â ðåçóëüòàòå äîñòèãíóòî âåñüìà ýêîíîìè÷íîå îáðàùåíèå�àêòîðèçîâàííîé ìàòðèöû â ÑËÀÓ, íî íå èçó÷åíû ñëåäóþùèå âîïðîñû:� êàê ïðèáëèæåííàÿ LU-�àêòîðèçàöèÿ âëèÿåò íà âðåìÿ óñòàíîâëåíèÿ ïî ïñåâäî-âðåìåíè;� óìåíüøèòñÿ ëè êîëè÷åñòâî èòåðàöèé, åñëè, ðàçðåøàÿ ÑËÀÓ, áîëåå òî÷íî àïïðîê-ñèìèðîâàòü èñõîäíóþ ìàòðèöó â íåé;� êàê ïîâëèÿåò íà ñõîäèìîñòü èòåðàöèé íåÿâíàÿ ðåàëèçàöèÿ êðàåâûõ óñëîâèé.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èçó÷åíèå ñ�îðìóëèðîâàííûõ âîïðîñîâ ïðîâîäèòñÿ íà çàäà÷àõìîäåëèðîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ òå÷åíèé â ïðîòî÷íîì òðàêòå (ÏÒ) ãèäðîòóðáèíû(�Ò). Â êà÷åñòâå òåñòîâûõ çàäà÷ ðàññìîòðåíû ñòàöèîíàðíîå è íåñòàöèîíàðíîå òå÷å-íèÿ â êîíóñå îòñàñûâàþùåé òðóáû (ÎÒ). Ïðèâåäåíû ñðàâíåíèÿ òðåáóåìûõ èòåðàöèé èâðåìåí, çàòðà÷åííûõ íà ðàñ÷åò.Åùå îäèí ñïîñîá óñêîðåíèÿ ðàñ÷åòîâ ñîñòîèò â ïðèìåíåíèè áëî÷íîãî ðàñïàðàëëå-ëèâàíèÿ. �àñ÷åòíàÿ îáëàñòü ðàçáèâàåòñÿ íà íåñêîëüêî áëîêîâ, â êàæäîì èç êîòîðûõðàñ÷åòû ïðîâîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî íà îòäåëüíûõ ïðîöåññîðàõ, ïîñëå ÷åãî ìåæäó ñìåæ-íûìè áëîêàìè ïðîèñõîäèò îáìåí ãðàíè÷íûìè çíà÷åíèÿìè. Ïðèâîäÿòñÿ äàííûå óñêî-ðåíèÿ ðàñ÷åòà òå÷åíèÿ â ïðîòî÷íîì òðàêòå �Ò. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ñðàâíèâàþòñÿ ñýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè.1. Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ è ïîñòàíîâêè çàäà÷1.1. Óðàâíåíèÿ Ýéëåðà è �åéíîëüäñà äâèæåíèÿ íåñæèìàåìîé æèäêîñòèÂ äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (x1, x2, x3) óðàâíåíèÿ Ýéëåðà è �åéíîëüäñà ìîæíîçàïèñàòü â ñëåäóþùåì îáîáùåííîì âèäå:
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f3 = g, ãäå g � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ.Óðàâíåíèÿ Ýéëåðà ïîëó÷àþòñÿ èç (1), (2) ïðè k = 0 è νe� = 0.



32 È.Ô. Åøêóíîâà, Ñ. �. ×¼ðíûé, Ä.Â. ×èðêîâ1.1.1. Âåêòîðíàÿ �îðìà çàïèñè îñíîâíûõ óðàâíåíèéÄëÿ óäîáñòâà äàëüíåéøåé ðàáîòû ñ îñíîâíûìè óðàâíåíèÿìè çàïèøåì èõ â âèäå åäèíîãîâåêòîðíîãî óðàâíåíèÿ â äè��åðåíöèàëüíîé �îðìåRtQt +Ex1
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Óñêîðåíèå ðåøåíèÿ íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ 331.3. Ïîñòàíîâêè çàäà÷è ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ òå÷åíèÿ â ãèäðîòóðáèíåÏðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè òå÷åíèÿ â �Ò ââèäó ñëîæíîñòè åå ãåîìåòðèè è íàëè-÷èÿ íåïîäâèæíûõ ïðîòî÷íûõ ÷àñòåé (ñïèðàëüíàÿ êàìåðà, êàñêàä ñòàòîðíûõ êîëîíí ñëîïàòêàìè íàïðàâëÿþùåãî àïïàðàòà (ÍÀ), ÎÒ) è âðàùàþùèõñÿ âìåñòå ñ ðàáî÷èì êîëå-ñîì (�Ê) ìåæëîïàñòíûõ êàíàëîâ ïðîòî÷íûé òðàêò íåîáõîäèìî ðàçáèâàòü íà îòäåëüíûåáëîêè (ðèñ. 1).Ìîäåëèðîâàíèå òå÷åíèÿ â �Ò ìîæíî îñóùåñòâëÿòü â ðàçëè÷íûõ ïðèáëèæåíèÿõ: âïîëíîé è öèêëè÷åñêîé ïîñòàíîâêàõ (ñì. ðèñ. 1), âî âñåì ïðîòî÷íîì òðàêòå �Ò èëè âíåêîòîðûõ åãî ñåãìåíòàõ [9℄, à òàêæå â ñòàöèîíàðíîé è íåñòàöèîíàðíîé ïîñòàíîâêàõ.Íàèáîëåå ýêîíîìè÷íîé ñ òî÷êè çðåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêàÿïîñòàíîâêà, â êîòîðîé ïðèíèìàåòñÿ äîïóùåíèå, ÷òî òå÷åíèÿ âî âñåõ ìåæëîïàòî÷íûõêàíàëàõ ÍÀ è �Ê öèêëè÷åñêè èäåíòè÷íû. �àñ÷åò ïðîâîäèòñÿ òîëüêî â îäíîì èç êàíàëîâÍÀ è �Ê, à íà áîêîâûõ ãðàíèöàõ êàíàëîâ ñòàâÿòñÿ óñëîâèÿ ïåðèîäè÷íîñòè ïîòîêà. Äëÿïåðåäà÷è ïàðàìåòðîâ ïîòîêà èç âðàùàþùèõñÿ ñåãìåíòîâ â íåïîäâèæíûå è íàîáîðîò èõçíà÷åíèÿ óñðåäíÿþòñÿ â îêðóæíîì íàïðàâëåíèè.1.4. Êðàåâûå óñëîâèÿÄëÿ ðåàëèçàöèè êðàåâûõ óñëîâèé çà êàæäîé ãðàíèöåé âñåõ áëîêîâ ðàñ÷åòíîé îáëàñòèââîäÿòñÿ äâà ðÿäà �èêòèâíûõ ÿ÷ååê, çíà÷åíèÿ èñêîìûõ ïåðåìåííûõ â êîòîðûõ íà êàæ-äîé èòåðàöèè ìåòîäà óñòàíîâëåíèÿ çàïîëíÿþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ òèïîì ãðàíèöû. Òàêîéïîäõîä ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü îáùèå ïðîöåäóðû âû÷èñëåíèÿ ðàçíîñòíûõ ïîòîêîâ äëÿâñåõ âíóòðåííèõ ÿ÷ååê ðàñ÷åòíîé îáëàñòè.1.4.1. Âõîäíàÿ è âûõîäíàÿ ãðàíèöûÂî âõîäíîì ñå÷åíèè ðàñ÷åòíîé îáëàñòè çàäàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòè u, â âûõîä-íîì � äàâëåíèÿ p, à òàêæå, â ñëó÷àå âÿçêèõ òå÷åíèé, êàñàòåëüíàÿ êîìïîíåíòà ñêîðîñòè.

à á�èñ. 1. Cåãìåíòèðîâàíûé ïðîòî÷íûé òðàêò ãèäðîòóðáèíû: à � ïîëíàÿ ïîñòàíîâêà; á � öèê-ëè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà



34 È.Ô. Åøêóíîâà, Ñ. �. ×¼ðíûé, Ä.Â. ×èðêîâ1.4.2. Òâåðäàÿ ñòåíêàÍà òâåðäûõ ñòåíêàõ â ñëó÷àå íåâÿçêèõ òå÷åíèé ñòàâèòñÿ óñëîâèå íåïðîòåêàíèÿ u · n|w =
0, â ñëó÷àå âÿçêèõ òå÷åíèé � óñëîâèå ïðèëèïàíèÿ u|w = uw, ãäå uw � ñêîðîñòü äâèæå-íèÿ ñòåíêè.1.4.3. �ðàíèöà ìåæäó ñîñåäíèìè áëîêàìèÂ ñëó÷àå òå÷åíèÿ â îáëàñòè, ñîñòîÿùåé èç íåñêîëüêèõ áëîêîâ, ðàñ÷åò ïðîâîäèòñÿ ñëå-äóþùèì îáðàçîì. Â êàæäîì áëîêå ïîñëåäîâàòåëüíî îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî îäíîé èòåðàöèèìåòîäà óñòàíîâëåíèÿ, ïîñëå ÷åãî ïðîâîäèòñÿ îáìåí âñåìè ïàðàìåòðàìè òå÷åíèÿ íà òîé÷àñòè èõ îáùåé ãðàíèöû, ÷åðåç êîòîðóþ ïðîòåêàåò æèäêîñòü. Çàòåì ðàñ÷åòíûå èòåðà-öèè ïîâòîðÿþòñÿ. Ñåòêè ñòðîÿòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ìîæíî áûëî ëåãêî îñóùåñòâ-ëÿòü èíòåðïîëÿöèþ äàííûõ èç ðàáî÷èõ ÿ÷ååê â �èêòèâíûå ìåæäó ñìåæíûìè áëîêàìè.1.4.4. �ðàíèöà ïåðèîäè÷åñêè ïîâòîðÿþùåãîñÿ òå÷åíèÿÂ öèêëè÷åñêîé ïîñòàíîâêå, â êîòîðîé ðàñ÷åò ïðîâîäèòñÿ òîëüêî â îäíîì èç êàíàëîâÍÀ èëè �Ê, íà áîêîâûõ ãðàíèöàõ êàíàëîâ ñòàâÿòñÿ óñëîâèÿ ïåðèîäè÷íîñòè ïîòîêà.Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ïîòîêà â äðóãèõ ìåæëîïàòî÷íûõ êàíàëàõ ÍÀ è �Ê ìîãóò áûòüïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþ íåñêîëüêèõ ïîâîðîòîâ âû÷èñëåííûõ âåêòîðîâ ñêîðîñòè è äàâëåíèÿèç ÿ÷ååê ðàñ÷åòíîé îáëàñòè âîêðóã îñè �Ê íà óãîë ïåðèîäà. Óãîë ïåðèîäà îïðåäåëÿåòñÿêîëè÷åñòâîì ëîïàòîê â ÍÀ èëè ëîïàñòåé â �Ê.2. ×èñëåííûé ìåòîä2.1. Ìåòîä èñêóññòâåííîé ñæèìàåìîñòèÓðàâíåíèÿ (3) ðåøàþòñÿ ÷èñëåííî ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîäõîäà èñêóññòâåííîé ñæèìà-åìîñòè è íåÿâíîãî ìåòîäà êîíå÷íûõ îáúåìîâ [9℄. Ñëåäóÿ èäåå ìåòîäà èñêóññòâåííîéñæèìàåìîñòè [5, 6℄, â óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè äîáàâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ îò äàâëåíèÿïî ïñåâäîâðåìåíè

∂p̃

∂τ
+ β

∂uj

∂xj
= 0, (8)ãäå β � êîý��èöèåíò èñêóññòâåííîé ñæèìàåìîñòè. Ïðîèçâîäíûå îò êîìïîíåíò ñêîðîñòèòàêæå äîáàâëÿþòñÿ â óðàâíåíèÿ ñîõðàíåíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà

(

∂

∂τ
+

∂

∂t

)

ui +
∂

∂xj

(uiuj) +
∂p̃

∂xi

=
∂

∂xj

[

νe� (∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)]

+ fi. (9)Ìîäè�èöèðîâàííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé (8), (9) ðåøàåòñÿ ÷èñëåííî. Ïðè ýòîì íà êàæäîìøàãå ïî �èçè÷åñêîìó âðåìåíè t ïðîâîäèòñÿ óñòàíîâëåíèå ïî ïñåâäîâðåìåíè τ .Äàííûé ïîäõîä ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ ðåøåíèÿ êàê ñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ ìå-òîäîì óñòàíîâëåíèÿ, òàê è íåñòàöèîíàðíûõ.



Óñêîðåíèå ðåøåíèÿ íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ 352.2. Íåÿâíàÿ êîíå÷íî-îáúåìíàÿ àïïðîêñèìàöèÿÄëÿ ïîñòðîåíèÿ êîíñåðâàòèâíîé ðàçíîñòíîé ñõåìû ìîäè�èöèðîâàííûå óðàâíåíèÿ (8),(9) ïðåäñòàâëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî (4) â �îðìå èíòåãðàëüíûõ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ äëÿ ïðî-èçâîëüíîãî �èêñèðîâàííîãî îáúåìà V :
(

Rτ ∂

∂τ
+Rt ∂

∂t

)

∫

V

QdV +
∮

∂V

H · dS =
∫

V

FdV, (10)ãäå ∂V � ïîâåðõíîñòü îáúåìà V , dS = n · dS � ýëåìåíò ïîâåðõíîñòè, óìíîæåííûé íàåäèíè÷íûé íîðìàëüíûé âåêòîð, Q = (p̃, u1, u2, u3)
T , F = (0, f1, f2, f3)

T ,
H =











βu1 βu2 βu3

u2
1 + p̃− τ11 u1u2 − τ12 u1u3 − τ13
u1u2 − τ12 u2

2 + p̃− τ22 u2u3 − τ23
u1u3 − τ13 u2u3 − τ23 u2

3 + p̃− τ33











,

Rτ = diag (1, 1, 1, 1), Rt = diag (0, 1, 1, 1).Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ âåêòîðîâ Q è F, îñðåäíåííûõ ïî ÿ÷åéêå ijk ñîáúåìîì Vijk:
Qn

ijk =
1

Vijk

∫

Vijk

QndV, Fn
ijk =

1

Vijk

∫

Vijk

FndV,è îòíåñåì èõ ê öåíòðó ÿ÷åéêè. Çäåñü âåðõíèé èíäåêñ n � íîìåð ñëîÿ ïî âðåìåíè.Äèñêðåòèçàöèåé óðàâíåíèÿ (10) ïîëó÷èì
[

Rτ (Q
n+1)s+1 − (Qn+1)s

∆τ
+Rt3(Q

n+1)s+1 − 4Qn +Qn−1

2∆t

]

V = (RHSn+1)s+1, (11)ãäå ∆τ è ∆t � øàã ïî ïñåâäîâðåìåíè è øàã ïî âðåìåíè ñîîòâåòñòâåííî, s � íîìåðèòåðàöèè ïî ïñåâäîâðåìåíè. Ïðàâàÿ ÷àñòü (11)
RHS = −

(

(K · S)i+1/2 − (K · S)i−1/2 + (K · S)j+1/2 − (K · S)j−1/2 +

+ (K · S)k+1/2 − (K · S)k−1/2

)

+ FV,ãäå (K · S)i+1/2, (K · S)j+1/2, (K · S)k+1/2 � ðàçíîñòíûå ïîòîêè ÷åðåç ãðàíè i + 1/2jk,
ij + 1/2k è ijk + 1/2 ÿ÷åéêè ñ íîìåðîì ijk è îáúåìîì Vijk.�àçíîñòíûé ïîòîê ïðåäñòàâèì â âèäå ñóììû êîíâåêòèâíîãî (íåâÿçêîãî) è âÿçêîãîïîòîêîâ. Íåâÿçêèå ðàçíîñòíûå ïîòîêè âû÷èñëÿþòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ðåçóëüòèðó-þùàÿ ñõåìà èìåëà íàïðàâëåííûå ïðîòèâ ïîòîêà ðàçíîñòè âòîðîãî èëè òðåòüåãî ïîðÿäêààïïðîêñèìàöèè. Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ìîíîòîííîñòè ðåøåíèÿ â ñëó÷àå íåâÿçêèõ òå÷åíèé èëèïðè áîëüøèõ ÷èñëàõ �åéíîëüäñà â ñëó÷àå âÿçêèõ òå÷åíèé ïðèìåíÿþòñÿ îãðàíè÷èòåëèíåâÿçêèõ ïîòîêîâ, îáåñïå÷èâàþùèå âûïîëíåíèå äëÿ ðàçíîñòíîé ñõåìû ñâîéñòâà TVD.Àïïðîêñèìàöèÿ íåâÿçêîãî ïîòîêà Kinv · Sm+1/2 ÷åðåç ãðàíü Sm+1/2 m-é ÿ÷åéêè ñåòêèîñóùåñòâëÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñî ñõåìîé ×àêðàâàðòè�Îøåðà [7℄:
Kinv ·Sm+1/2 =

1

2

[(

Kinv(Qm) +Kinv(Qm+1)
)

Sm+1/2 − |Am+1/2|∆m+1/2Q
]

−Wm+1/2, (12)ãäå A(Q) =
∂ (Kinv(Q)S)

∂Q
, A = A+ + A−, |A| = A+ − A−, ∆m+1/2Q = Qm+1 − Qm,à Wm+1/2 îáåñïå÷èâàåò òðåòèé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè ñõåìû.



36 È.Ô. Åøêóíîâà, Ñ. �. ×¼ðíûé, Ä.Â. ×èðêîâ2.3. ËèíåàðèçàöèÿÓðàâíåíèå (11) ëèíåàðèçóåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà Íüþòîíà
[

(

1

∆τ
Rτ +

3

2∆t
Rt

)

V −

(

∂

∂Q
RHS

)s]

(Qs+1 −Qs) =

= −Rt3Q
s − 4Qn +Qn−1

2∆t
+RHSs, (13)çäåñü âåðõíèé èíäåêñ n+ 1, óêàçûâàþùèé íà âðåìåííîé ñëîé, îïóùåí: Qs = (Qn+1)

s.Îñòàâëÿÿ òîëüêî ðàçíîñòè ïåðâîãî ïîðÿäêà â êîíâåêòèâíîé ÷àñòè ∂RHS/∂Q, ïîëó-÷èì èç (13) ñëåäóþùóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé:
[

(

1

∆τ
Rτ +

3

2∆t
Rt

)

V +C−

i+1/2∆i+1/2 +C+

i−1/2∆i−1/2 +C−

j+1/2∆j+1/2 +

+C+

j−1/2∆j−1/2 +C−

k+1/2∆k+1/2 +C+

k−1/2∆k−1/2

]

∆s+1Q =

= −Rt3Q
s − 4Qn +Qn−1

2∆t
+RHSs, (14)ãäå ∆s+1Q = Qs+1− Qs, C±

m+1/2 � êîìïîíåíòû ðàñùåïëåííûõ ïî çíàêó ñîáñòâåííûõçíà÷åíèé ìàòðèö ßêîáè ïîòîêîâ ÷åðåç ãðàíü m+ 1/2.2.4. Ìåòîäû ðåøåíèÿ ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé2.4.1. Ìåòîä ïðèáëèæåííîé LU-�àêòîðèçàöèèÂ ðàáîòå [9℄ äëÿ ðåøåíèÿ ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîäïðèáëèæåííîé LU-�àêòîðèçàöèè. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ �àêòîðèçîâàííîãî îïåðàòîðà ñèñòå-ìà (14) ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå
(

B+C−

i+1/2T
+
i −C+

i−1/2T
−

i +C−

j+1/2T
+
j −C+

j−1/2T
−

j +

+C−

k+1/2T
+

k −C+

k−1/2T
−

k

)

∆s+1Q = R(Qs), (15)ãäå T±

m � îïåðàòîð ñäâèãà íà îäèí óçåë âïåðåä (+) èëè íàçàä (−) ïî èíäåêñó m,
B =

(

1

∆τ
Rτ+

3

2∆t
Rt
)

V +C+

i−1/2 −C−

i+1/2 +C+

j−1/2 −C−

j+1/2 +C+

k−1/2 −C−

k+1/2,

R(Qs) = −Rt3Q
s − 4Qn +Qn−1

2∆t
+RHSsè ïðèáëèæåííî LU-�àêòîðèçóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(

B−C+

i−1/2T
−

i −C+

j−1/2T
−

j −C+

k−1/2T
−

k

)

B−1 ×

×
(

B+C−

i+1/2T
+
i +C−

j+1/2T
+
j −C−

k+1/2T
+

k

)

∆s+1Q = R(Qs). (16)



Óñêîðåíèå ðåøåíèÿ íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ 37Ñèñòåìà (16) ðàçðåøàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî â äâà ýòàïà, íà ïåðâîì èç êîòîðûõ âû÷èñ-ëåíèÿ ∆s+1Q âåäóòñÿ â íàïðàâëåíèè âîçðàñòàíèÿ èíäåêñîâ:
∆s+1/2Qijk = B−1

[

R(Qs) +C+

i−1/2∆
s+1/2Qi−1jk +

+C+

j−1/2∆
s+1/2Qij−1k +C+

k−1/2∆
s+1/2Qijk−1

]

, (17)à íà âòîðîì � â íàïðàâëåíèè óáûâàíèÿ èíäåêñîâ:
∆s+1Qijk = ∆s+1/2Qijk −B−1

[

C−

i+1/2∆
s+1Qi+1jk +

+C−

j+1/2∆
s+1Qij+1k +C−

k+1/2∆
s+1Qijk+1

]

. (18)Çíà÷åíèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ âåëè÷èí ∆s+1/2Qijk è ïðèðàùåíèé ∆s+1Qijk â �èêòèâíûõÿ÷åéêàõ ïîëàãàþòñÿ ðàâíûìè íóëþ. Òàêèì îáðàçîì, â ðàáîòå [9℄ èñïîëüçóåòñÿ ÿâíàÿïðîöåäóðà ðåàëèçàöèè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.2.4.2. Ìåòîä �àóññà�ÇåéäåëÿÄëÿ òî÷íîãî ðàçðåøåíèÿ ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (14) ïðèìåíèì èòåðàöè-îííûé ìåòîä �àóññà�Çåéäåëÿ, çàêëþ÷àþùèéñÿ â òîì, ÷òî ðåøåíèå ÑËÀÓ ∆s+1Q =
∆p+1Q íàõîäèòñÿ â ïðîöåññå èòåðàöèé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîñòîèò èç äâóõ øàãîâ:

(

B−C+

i−1/2T
−

i −C+

j−1/2T
−

j −C+

k−1/2T
−

k

)

∆p+1/2Q+

+
(

C−

i+1/2T
+
i +C−

j+1/2T
+
j +C−

k+1/2T
+

k

)

∆pQ = R(Qs), (19)
(

B+C−

i+1/2T
+
i +C−

j+1/2T
+
j +C−

k+1/2T
+

k

)

∆p+1Q−

−
(

C+

i−1/2T
−

i +C+

j−1/2T
−

j +C+

k−1/2T
−

k

)

∆p+1/2Q = R(Qs). (20)Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ áåðåòñÿ íóëåâàÿ íåâÿçêà ∆0Q = 0. Òîãäà íà ïåðâîéèòåðàöèè óðàâíåíèÿ (19) ñîâïàäàþò ñ (17) è èç íèõ æå è (20) ñëåäóþò óðàâíåíèÿ
(

B+C−

i+1/2T
+

i +C−

j+1/2T
+

j +C−

k+1/2T
+

k

)

∆p+1Q−B∆p+1/2Q+R(Qs) = R(Qs),èç êîòîðûõ, åñëè íà íèõ ïîäåéñòâîâàòü ñëåâà îïåðàòîðîì (

B−C+

i−1/2T
−

i −C+

j−1/2T
−

j −

C+

k−1/2T
−

k

)

B−1, ïîëó÷àåòñÿ LU-�àêòîðèçîâàííàÿ ñèñòåìà (16). Òàêèì îáðàçîì, íà ïåð-âîé èòåðàöèè ìåòîä �àóññà�Çåéäåëÿ ñîâïàäàåò ñ ìåòîäîì ïðèáëèæåííîé LU-�àêòîðè-çàöèè.Èñêëþ÷àÿ èç (19) ñ ïîìîùüþ (20) âåëè÷èíó ∆p+1/2Q, ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå
B

[(

B+C−

i+1/2T
+
i −C+

i−1/2T
−

i +C−

j+1/2T
+
j −C+

j−1/2T
−

j +C−

k+1/2T
+

k −

−C+

k−1/2T
−

k

)

∆p+1Q−R(Qs)
]

=
(

C−

i+1/2T
+
i +C−

j+1/2T
+
j +C−

k+1/2T
+

k

)

×

×
(

C+

i−1/2T
−

i +C+

j−1/2T
−

j +C+

k−1/2T
−

k

)(

∆p+1Q−∆pQ

)

. (21)



38 È.Ô. Åøêóíîâà, Ñ. �. ×¼ðíûé, Ä.Â. ×èðêîâÂèäíî, ÷òî ïðè ‖∆p+1Q−∆pQ‖ → 0 (21) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìûóðàâíåíèé (15). Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå ñ÷èòàåòñÿ íàéäåííûì, åñëè ‖∆p+1Q−∆pQ‖ ≤
εtol, ãäå εtol � çàäàííàÿ òî÷íîñòü, èëè âûïîëíåíî çàäàííîå ÷èñëî èòåðàöèé iter, äîñòà-òî÷íîå äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ ñ òðåáóåìîé òî÷íîñòüþ.2.4.3. Ìåòîäû áèáëèîòåêè Intel MKLÕàðàêòåðíàÿ ðàçìåðíîñòü ìàòðèöû ÑËÀÓ (14) äëÿ çàäà÷ ìîäåëèðîâàíèÿ òå÷åíèé â�Ò ñîñòàâëÿåò ∼ 105. Ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ ðàçðåæåííîé: ÷èñëî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ ñî-ñòàâëÿåò ∼ 0.001% îò îáùåãî êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ ìàòðèöû. Ïîýòîìó äëÿ ïîëó÷åíèÿòî÷íîãî ðåøåíèÿ ÑËÀÓ, ïîìèìî ìåòîäà �àóññà�Çåéäåëÿ, áûëè âûáðàíû ìåòîäû áèá-ëèîòåêè Intel MKL äëÿ ðàçðåæåííûõ ìàòðèö: FGMRES è PARDISO.Äëÿ ýêîíîìèè îïåðàòèâíîé ïàìÿòè è óìåíüøåíèÿ ÷èñëà àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðà-öèé ðàçðåæåííûå ìàòðèöû ÑËÀÓ ïðèíÿòî õðàíèòü â ñïåöèàëüíîì �îðìàòå: ìàòðèöàïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå îäíîìåðíîãî ìàññèâà, �îðìèðóåìîãî èç åå íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ,è äâóõ îäíîìåðíûõ ìàññèâîâ, ñîäåðæàùèõ èí�îðìàöèþ î êîîðäèíàòàõ ðàñïîëîæåíèÿíåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ â èñõîäíîé ìàòðèöå. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â ïðåäñòàâëåííîì âðàáîòå àëãîðèòìå îò èòåðàöèè ê èòåðàöèè ñòðóêòóðà ìàòðèöû ÑËÀÓ íå ìåíÿåòñÿ, ïî-ýòîìó åå äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü îäèí ðàç � ïðè çàïóñêå ðàñ÷åòà, à íà êàæäîé èòåðàöèèîáíîâëÿòü òîëüêî ìåíÿþùèåñÿ â õîäå ðàñ÷åòà ýëåìåíòû ìàòðèöû. Ìåòîäû áèáëèîòåêèMKL ðàáîòàþò ñ �îðìàòîì õðàíåíèÿ ðàçðåæåííûõ ìàòðèö CSR.FGMRES � ìåòîä îáîáùåííûõ ìèíèìàëüíûõ íåâÿçîê. Ýòî èòåðàöèîííûé ìåòîä,îñíîâàííûé íà ïðîåêòèðîâàíèè ðåøåíèÿ ÑËÀÓ íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâÊðûëîâà. Ïîäïðîñòðàíñòâî Êðûëîâà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíóþ îáîëî÷êó âåêòîðîâèç RN : Km(r,A) = span{r,Ar,A2r, ...,Am−1r}, ãäå A � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðíî-ñòè N ×N .Äëÿ ðåøåíèÿ ÑËÀÓ Ax = b ïðèìåíÿåòñÿ ñëåäóþùèé ïîäõîä. �àññìàòðèâàåòñÿ ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâ Êðûëîâà Km(r0,A), m = 1, 2, . . ., ãäå r0 = Ax0 − b,
x0 � íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå. Î÷åðåäíîå ïðèáëèæåíèå ê ðåøåíèþ xm èùåòñÿ íà îñíî-âå ìèíèìèçàöèè ýâêëèäîâîé íîðìû íåâÿçêè ‖Axm − b‖ íà òåêóùåì ïîäïðîñòðàíñòâåÊðûëîâà Km(r0,A).Â îáùåì âèäå àëãîðèòì ìåòîäà FGMRES ìîæåò áûòü çàïèñàí ñëåäóþùèì îáðàçîì:1) çàäàåòñÿ íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå x0;2) ïîñëåäîâàòåëüíî ñòðîèòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â Km (ýòî òðåáóåò m óìíî-æåíèé ìàòðèöû íà âåêòîð) v1, v2, . . . , vm;3) âû÷èñëÿþòñÿ êîý��èöèåíòû α1, α2, . . . , αm òàê, ÷òîáû âåêòîð xm = x0 + α1v1 +
α2v2 + . . .+ αmvm èìåë ìèíèìàëüíóþ íîðìó.Øàãè 2, 3 ïîâòîðÿþòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà ‖Axm − b‖ > tol‖Ax0 − b‖.Î÷åâèäíî, ÷òî âû÷èñëåíèå êàæäîãî ïîñëåäóþùåãî ïðèáëèæåíèÿ ê ðåøåíèþ òðåáóåòáîëüøåãî ÷èñëà àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé. Äëÿ çàäà÷, â êîòîðûõ ÷èñëî øàãîâ FGMRESäëÿ äîñòèæåíèÿ çàäàííîé òî÷íîñòè âåëèêî, èìååò ñìûñë èñïîëüçîâàòü ïåðåçàïóñêàåìûéFGMRES. Â ýòîì ñëó÷àå äåëàåòñÿ çàäàííîå ÷èñëî øàãîâ, ïîñëå ÷åãî ìåòîä çàïóñêàåò-ñÿ ñ ïîëó÷åííîãî ïðèáëèæåíèÿ. Ýòîò ïðîöåññ ïîâòîðÿåòñÿ äî ñõîäèìîñòè ñ çàäàííîéòî÷íîñòüþ.Èçâåñòíî, ÷òî ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííûõ ïðîöåññîâ çàâèñèò îò ñïåêòðàëü-íûõ ñâîéñòâ ìàòðèöû ÑËÀÓ. Ïîýòîìó öåëåñîîáðàçíî ðåøàòü íå èñõîäíóþ ñèñòåìó Ax =
b, à ýêâèâàëåíòíóþ åéMAx = Mb, â êîòîðîé ìàòðèöàM â íåêîòîðîì ñìûñëå áëèçêà ê



Óñêîðåíèå ðåøåíèÿ íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ 39èñõîäíîé (AM−1 áëèçêà ê åäèíè÷íîé) è îïåðàöèÿ åå îáðàùåíèÿ ðåàëèçóåòñÿ ýêîíîìè÷-íî. Òàêîé ïîäõîä íàçûâàåòñÿ ïðåäîáóñëàâëèâàíèåì. Ìèíèìèçàöèÿ çàòðàò ïðîöåññîð-íîãî âðåìåíè íà ðàñ÷åò íå áûëà ãëàâíîé öåëüþ äàííîé ðàáîòû, ïîýòîìó äëÿ ðàñ÷åòîâïðèìåíÿëñÿ FGMRES áåç ïðåäîáóñëàâëèâàíèÿ. Â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåòñÿ ðàññìîò-ðåíèå FGMRES ñ ïðåäîáóñëàâëèâàíèåì.Â ìåòîäå PARDISO çàëîæåíà âîçìîæíîñòü ðåøàòü ÑËÀÓ êàê ïðÿìûì ìåòîäîì (LU-ðàçëîæåíèå), òàê è èòåðàöèîííûì (CG � äëÿ ñèììåòðè÷íûõ è CGS � äëÿ íåñèììåò-ðè÷íûõ ìàòðèö). Â äàííîé ðàáîòå èñïîëüçîâàëèñü îáà âàðèàíòà. Ïðèìåíåíèå èòåðàöè-îííîãî ìåòîäà àêòóàëüíî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷, â êîòîðûõ íåîáõîäèìî ïîëó÷èòü íàáîððåøåíèé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñèñòåì óðàâíåíèé, íåçíà÷èòåëüíî îòëè÷àþùèõñÿ äðóã îòäðóãà. Ýòî èìååò ìåñòî ïðè ðåøåíèè íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ äèíàìèêè æèäêîñòè ìåòî-äîì, îïèñàííûì â ðàçäåëàõ 2.1 � 2.3.Ïðè çàïóñêå PARDISO ñ îïöèåé èñïîëüçîâàíèÿ èòåðàöèîííîãî ìåòîäà äëÿ ïåðâîéðåøàåìîé ÑËÀÓ âû÷èñëÿåòñÿ åå LU-ðàçëîæåíèå, à âñå ïîñëåäóþùèå ÑËÀÓ ðåøàþò-ñÿ èòåðàöèîííûì ìåòîäîì ñ ïðåäîáóñëàâëèâàíèåì, ãäå â êà÷åñòâå ïðåäîáóñëàâëèâàòåëÿèñïîëüçóåòñÿ LU-ðàçëîæåíèå, ïîëó÷åííîå íà ïåðâîì øàãå. Åñëè çà 150 èòåðàöèé ðåøå-íèå ñ çàäàííîé ïîëüçîâàòåëåì òî÷íîñòüþ tol íàéòè íå óäàåòñÿ, òà æå ñèñòåìà ðåøàåòñÿïðÿìûì ìåòîäîì. Ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî èòåðàöèé �èêñèðîâàíî â PARDISO èç òåõ ñî-îáðàæåíèé, ÷òî íà èõ âûïîëíåíèå çàòðàòèòñÿ ìåíüøå ïîëîâèíû âðåìåíè, òðåáóåìîãîäëÿ âû÷èñëåíèÿ LU-ðàçëîæåíèÿ. �åøåíèå ñëåäóþùåé ÑËÀÓ èùåòñÿ âíîâü èòåðàöè-îííûì ìåòîäîì ñ ïðåäîáóñëàâëèâàíèåì, ãäå â êà÷åñòâå ïðåäîáóñëàâëèâàòåëÿ áåðåòñÿLU-ðàçëîæåíèå, íàéäåííîå íà ïðåäûäóùåì øàãå, è ò. ä.2.4.4. �åàëèçàöèÿ êðàåâûõ óñëîâèéÏîñêîëüêó íà (s + 1)-ì ñëîå ñõåìà (14) èìååò òðåõòî÷å÷íûé øàáëîí ïî êàæäîìó ïðî-ñòðàíñòâåííîìó íàïðàâëåíèþ, äëÿ çàìûêàíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (14) ïðè íåÿâíîì çà-äàíèè êðàåâûõ óñëîâèé íåîáõîäèìî ââåñòè äîïîëíèòåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ òîëüêî äëÿáëèæàéøåãî ê ãðàíèöå îáëàñòè ðÿäà �èêòèâíûõ ÿ÷ååê. ß÷åéêè íóìåðóþòñÿ îò 1 äîÊm1, m = 1, 2, 3, äëÿ íàïðàâëåíèé i, j, k ñîîòâåòñòâåííî. Êm2 = Km1 − 1, Êm3 =
Km2 − 1. �ÿäû �èêòèâíûõ ÿ÷ååê èäóò ïîä íîìåðàìè 1, 2 è Êm2, Km1.�àññìîòðèì âõîäíóþ ãðàíèöó. Íà íåé �èêñèðîâàí ðàñõîä. Ýòî îñóùåñòâëåíî ñëåäó-þùèì îáðàçîì: ïîëÿ ñêîðîñòåé â ñëîÿõ �èêòèâíûõ ÿ÷ååê 1jk è 2jk îïðåäåëÿþòñÿ òàê,÷òî ðàñõîä è öèðêóëÿöèÿ ïîòîêà æèäêîñòè â ýòèõ îáëàñòÿõ ñîîòâåòñòâóþò çàäàííûì.Äàâëåíèå â �èêòèâíûå ÿ÷åéêè ýêñòðàïîëèðóåòñÿ èçíóòðè îáëàñòè òàê, ÷òîáû â íèõñîõðàíÿëñÿ ãðàäèåíò äàâëåíèÿ, èìåþùèéñÿ âíóòðè îáëàñòè. Òàêèì îáðàçîì, íà ýòîéãðàíèöå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå

E1∆
s+1Q2jk +P∆s+1Q3jk +R∆s+1Q4jk = 0, (22)ãäå E1 = diag (1, 0, 0, 0), P = diag (−(1 + ρ23/ρ34), 0, 0, 0), P = diag (ρ23/ρ34, 0, 0, 0), ρ23 è

ρ34 � ðàññòîÿíèÿ ìåæäó öåíòðàìè 2 è 3 è 3 è 4 ÿ÷ååê ñîîòâåòñòâåííî.Íà âûõîäíîé ãðàíèöå �èêñèðîâàíî äàâëåíèå è ýêñòðàïîëèðóåòñÿ ñêîðîñòü  ïåðâûìïîðÿäêîì. Íà ýòîé ãðàíèöå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå
E2∆

s+1QK12jk + S∆s+1QK13jk = 0, (23)ãäå E2 = diag (0, 1, 1, 1), S = diag (0,−1,−1,−1).



40 È.Ô. Åøêóíîâà, Ñ. �. ×¼ðíûé, Ä.Â. ×èðêîâÂ ñëó÷àå íåâÿçêèõ òå÷åíèé íà òâåðäîé ñòåíêå ñòàâèòñÿ óñëîâèå ðàâåíñòâà íóëþíîðìàëüíîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè. Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ýòîãî óñëîâèÿ â �èêòèâíûõ ÿ÷åé-êàõ ñåòêè íà äàííîì òèïå ãðàíèö ñêîðîñòè îïðåäåëÿþòñÿ ñèììåòðè÷íî ñêîðîñòÿì èçñîîòâåòñòâóþùèõ ÿ÷ååê ðàñ÷åòíîé îáëàñòè îòíîñèòåëüíî ãðàíèöû, à äàâëåíèå � èçöåíòðàëüíî-ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèè ñîîòíîøåíèÿ ∂p/∂n = 0. Òàêèì îáðàçîì, íàòâåðäîé ñòåíêå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå âèäà
E∆s+1Qij2 +M∆s+1Qij3 = 0, (24)ãäå

E = diag (1, 1, 1, 1),M =











−1 0 0 0
0 2n2

x − 1 2nxny 2nxnz

0 2nxny 2n2
y − 1 2nynz

0 2nxnz 2nynz 2n2
z − 1











,

nx, ny, nz � êîìïîíåíòû íîðìàëè ê òâåðäîé ñòåíêå. Ïîñëå ðàñ÷åòà ïîëÿ òå÷åíèÿ íà
(s+ 1)-ñëîå â �èêòèâíûõ ÿ÷åéêàõ ïðîâîäèòñÿ êîððåêòèðîâêà äàâëåíèÿ òàê, ÷òîáû âû-ïîëíÿëîñü ñîîòíîøåíèå n∇p = u(u∇)n+n·f , êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ èç äè��åðåíöèàëüíûõóðàâíåíèé èìïóëüñà ïðè óñëîâèè u · n = 0.Íà ãðàíèöå öèêëè÷íîñòè çíà÷åíèÿ çàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ â �èêòèâíûõ ÿ÷åéêàõïîëó÷àþòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîâîðîòà âåêòîðîâ ñêîðîñòè è äàâëåíèÿ èç ÿ÷ååê ðàñ÷åòíîéîáëàñòè âîêðóã îñè �Ê íà óãîë ïåðèîäà α, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ êîëè÷åñòâîì ëîïàòîêâ ÍÀ èëè ëîïàñòåé â �Ê. Òàêèì îáðàçîì, íà ãðàíèöå ïåðèîäè÷íîñòè â ñëó÷àå ñîâïàäåíèÿîñè z ñ îñüþ �Ê äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå òèïà

E∆s+1Qij2 +Bα∆s+1QijK23 = 0, (25)ãäå
Bα =











1 0 0 0
0 cosα − sinα 0
0 sinα cosα 0
0 0 0 1











.Ó ðàñ÷åòíûõ îáëàñòåé èìåþòñÿ ãðàíèöû, îòäåëÿþùèå èõ îò ñîñåäíèõ îáëàñòåé-áëîêîâ. Ôèêòèâíûå ÿ÷åéêè êàæäîãî èç òàêèõ áëîêîâ ñîâïàäàþò ñ êðàéíèìè ðàñ÷åòíûìèÿ÷åéêàìè ñîñåäíåãî áëîêà. Äàííûå ãðàíèöû ÿâëÿþòñÿ èñêóññòâåííûìè â îáëàñòè òå÷å-íèÿ. Ïàðàìåòðû â ÿ÷åéêàõ ñ îáåèõ åå ñòîðîí ñâÿçàíû òîëüêî îñíîâíûìè óðàâíåíèÿìè,è íåÿâíàÿ ðåàëèçàöèÿ óñëîâèé íà äàííûõ ãðàíèöàõ îçíà÷àåò ëèøü ñîâìåñòíîå ðåøå-íèå îáúåäèíåííîé ÑËÀÓ ýòèõ áëîêîâ, ÷òî íåâîçìîæíî â ñèëó ÷ðåçìåðíîãî óâåëè÷åíèÿðàçìåðíîñòè ìàòðèöû îáúåäèíåííîé ÑËÀÓ. Ïîýòîìó íà èñêóññòâåííûõ ìåæáëî÷íûõãðàíèöàõ îñòàåòñÿ ÿâíàÿ ïðîöåäóðà çàïîëíåíèÿ �èêòèâíûõ ÿ÷ååê: îíè çàïîëíÿþòñÿïàðàìåòðàìè ïîòîêà èç ñîñåäíåãî áëîêà ïîñëå ðàñ÷åòà âíóòðè íåãî ïðè íóëåâûõ íåâÿç-êàõ â �èêòèâíûõ ÿ÷åéêàõ.2.5. Áëî÷íîå ðàñïàðàëëåëèâàíèåÂâèäó íåîáõîäèìîñòè ïðè ìîäåëèðîâàíèè òå÷åíèé â ïðîòî÷íîì òðàêòå �Ò ðàçáèåíèÿðàñ÷åòíîé îáëàñòè íà îòäåëüíûå áëîêè (ñì. ðàçäåë 1.3) íàèáîëåå ïðîñòûì â ðåàëèçà-öèè ñïîñîáîì ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ âû÷èñëåíèé â äàííîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêîåðàñïàðàëëåëèâàíèå: ðàñ÷åòû êàæäîé èòåðàöèè ìåòîäà óñòàíîâëåíèÿ âî âñåõ áëîêàõ ïðî-âîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî íà îòäåëüíûõ ïðîöåññîðàõ, ïîñëå ÷åãî ìåæäó ñìåæíûìè áëîêàìè



Óñêîðåíèå ðåøåíèÿ íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ 41ïðîèñõîäèò îáìåí ãðàíè÷íûìè çíà÷åíèÿìè è èòåðàöèè ïîâòîðÿþòñÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî õî-ðîøåå óñêîðåíèå òàêîé àëãîðèòì ïîçâîëèò ïîëó÷èòü, åñëè ÷èñëî ÿ÷ååê â êàæäîì èçáëîêîâ îäèíàêîâî. Äàííûé àëãîðèòì ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ âû÷èñëåíèé áûë ðåàëèçîâàíäëÿ öèêëè÷åñêîé ïîñòàíîâêè ñ èñïîëüçîâàíèåì êîììóíèêàöèîííîé áèáëèîòåêè MPI.3. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâÂ äàííîì ðàçäåëå ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ â ïðîòî÷íîì òðàêòå ðàäèàëüíî-îñåâîé ãèäðîòóðáèíû �Î-910 �ÝÑ Ïëàòàíîâðèññè è ñðàâíåíèå èõ ñ ýêñïåðèìåíòàëü-íûìè äàííûìè. Îöåíèâàþòñÿ è ñîïîñòàâëÿþòñÿ ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ðåøåíèé, ïîëó÷à-åìûõ ðàññìîòðåííûìè ìåòîäàìè.3.1. �àñ÷åòû ñòàöèîíàðíîãî òå÷åíèÿ â êîíóñå îòñàñûâàþùåé òðóáûÑ öåëüþ âûÿñíåíèÿ âëèÿíèÿ âûáîðà ìåòîäà ðåøåíèÿ ÑËÀÓ è ïîñòàíîâêè êðàåâûõ óñëî-âèé íà ÷èñëî èòåðàöèé, òðåáóþùèõñÿ äëÿ ñõîäèìîñòè ê ðåøåíèþ, è íà âðåìÿ ñ÷åòàáûëè ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû íåâÿçêîãî ñòàöèîíàðíîãî òå÷åíèÿ â êîíóñå, ïîäîáíîì êîíó-ñó ÎÒ (ðèñ. 2). Ñ ìåòîäîì ïðèáëèæåííîé LU-�àêòîðèçàöèè ñðàâíèâàëèñü ñëåäóþùèåïîäõîäû: íå�àêòîðèçîâàííàÿ ñõåìà ñ ÿâíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè ñ ïðèìåíåíèåì äëÿðåøåíèÿ ÑËÀÓ ìåòîäîâ MKL (FGMRES, PARDISO) è ìåòîäà �àóññà�Çåéäåëÿ; íå�àê-òîðèçîâàííàÿ ñõåìà ñ íåÿâíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè ñ ðåøàòåëåì ÑËÀÓ PAR DISO.Ïîñêîëüêó ïðè ðåøåíèè äàííîé çàäà÷è ÷èñëî âíóòðåííèõ èòåðàöèé FGMRES íà êàæ-äîì øàãå ìåòîäà óñòàíîâëåíèÿ íå ïðåâûøàëî 300, ïðèìåíÿëñÿ íåïåðåçàïóñêàåìûé ìå-òîä FGMRES.Âî âõîäíîì ñå÷åíèè ðàñ÷åòíîé îáëàñòè çàäàâàëîñü ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå ïîëÿñêîðîñòåé uin = (cz, 0, 0). Ñåòêà èìåëà ðàçìåðû 28× 20× 20. Øàã ïî ïñåâäîâðåìåíè ∆τâî âñåõ ðàñ÷åòàõ ðàâíÿëñÿ 10 è áûë âûáðàí èç òåõ ñîîáðàæåíèé, ÷òî ìåòîä ïðèáëèæåí-

�èñ. 2. �àñ÷åòíàÿ îáëàñòü �èñ. 3. Èñòîðèè ñõîäèìîñòè ê ðåøåíèþ: ñïëîø-íàÿ ëèíèÿ � ñõåìà ïðèáëèæåííîé LU-�àêòî-ðèçàöèè, ïóíêòèð � íå�àêòîðèçîâàííàÿ ñõå-ìà ñ ÿâíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè, øòðèõïóíê-òèð � íå�àêòîðèçîâàííàÿ ñõåìà ñ íåÿâíûìèêðàåâûìè óñëîâèÿìè



42 È.Ô. Åøêóíîâà, Ñ. �. ×¼ðíûé, Ä.Â. ×èðêîâíîé LU-�àêòîðèçàöèè ïðè äàííîì çíà÷åíèè øàãà äàåò ðåøåíèå çà ìèíèìàëüíîå ÷èñëîèòåðàöèé. �åøåíèå âû÷èñëÿëîñü ñ òî÷íîñòüþ div(u) ≤ 10−3.�àñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ íå�àêòîðèçîâàííîé ñõåìû ñ ÿâíû-ìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè ïîòðåáîâàëîñü â 1.72 ðàçà, à ñ íåÿâíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìèâ 30 ðàç ìåíüøå èòåðàöèé ïî ñðàâíåíèþ ñ ìåòîäîì ïðèáëèæåííîé LU-�àêòîðèçàöèè(òàáë. 1). Èñòîðèè óñòàíîâëåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàçëè÷íûìè ìåòîäàìè äî ìàøèííîéòî÷íîñòè ïðèâåäåíû íà ðèñ. 3. Îòáðàñûâàíèå â óðàâíåíèè (12) ÷ëåíàWm+1/2, îòâå÷àþ-ùåãî çà òðåòèé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè, ïðèâîäèò ê ñîãëàñîâàíèþ ìàòðèöû îïåðàòîðàè ïðàâîé ÷àñòè, ÷òî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü óñêîðåíèå ïî ñðàâíåíèþ ñ ìåòîäîì ïðèáëè-æåííîé LU-�àêòîðèçàöèè ïðè ðåøåíèè íå�àêòîðèçîâàííîé ñõåìû ñ ÿâíûìè êðàåâûìèóñëîâèÿìè â 7.3 ðàçà, ñ íåÿâíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè â 106.6 ðàçà (ðèñ. 4). ÎäíàêîÒ à á ë è ö à 1. Ñðàâíåíèå ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ÑËÀÓ ïî ñêîðîñòè ñõîäèìîñòèÑõåìà ×èñëî èòåðàöèé äëÿ Âðåìÿ Óñêîðåíèå ïî Çàìåäëåíèåóñòàíîâëåíèÿ äî 10−3 ñ÷åòà, ñ ÷èñëó èòåðàöèé ïî âðåìåíèÏðèáëèæåííàÿLU-�àêòîðèçàöèÿ 658 13 1 1Íå�àêòîðèçîâàííàÿFGMRES tol = 10−6 383 398 1.72 30.6Íå�àêòîðèçîâàííàÿñ ÿâíûìè êðàåâûìèóñëîâèÿìèPARDISO áåç èòåðàöèé 383 3841 1.72 295.46Íå�àêòîðèçîâàííàÿ(ìåòîä �àóññà�Çåéäåëÿ)
iter = 30 383 92 1.72 7.08Íå�àêòîðèçîâàííàÿñ íåÿâíûìè êðàåâûìèóñëîâèÿìèPARDISO tol = 10−6 22 96 30 7.38

à á â�èñ. 4. Èñòîðèè ñõîäèìîñòè ê ðåøåíèþ ïðè ðàçëè÷íûõ ïîðÿäêàõ àïïðîêñèìàöèè ïðàâîé ÷àñòèóðàâíåíèÿ (12): ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � òðåòèé ïîðÿäîê, øòðèõ � ïåðâûé ïîðÿäîê; à � ñõåìà ïðè-áëèæåííîé LU-�àêòîðèçàöèè; á � íå�àêòîðèçîâàííàÿ ñõåìà ñ ÿâíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè;â � íå�àêòîðèçîâàííàÿ ñõåìà ñ íåÿâíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè



Óñêîðåíèå ðåøåíèÿ íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ 43è â ýòîì ñëó÷àå óìåíüøåíèÿ âðåìåíè ñ÷åòà íà ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å ïîëó÷èòü íåóäàëîñü.Óâåëè÷åíèå øàãà ïî ïñåâäîâðåìåíè ∆τ ïðè ðåøåíèè íå�àêòîðèçîâàííûõ ñõåì íåïîçâîëèëî óìåíüøèòü ÷èñëî èòåðàöèé, òðåáóþùèõñÿ äëÿ óñòàíîâëåíèÿ.3.2. �àñ÷åòû íåñòàöèîíàðíîãî òå÷åíèÿ â êîíóñå îòñàñûâàþùåé òðóáû3.2.1. Âëèÿíèå øàãà ïî �èçè÷åñêîìó âðåìåíèÏðè ðåøåíèè íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ ïî ìåòîäèêå, èçëîæåííîé â [9℄, îò âåëè÷èíû øàãàïî âðåìåíè ∆t çàâèñèò ÷èñëî èòåðàöèé ïî ïñåâäîâðåìåíè, íåîáõîäèìûõ äëÿ óñòàíîâëå-íèÿ ðåøåíèÿ íà êàæäîì âðåìåííîì ñëîå äî çàäàííîé òî÷íîñòè: ÷åì áîëüøå øàã ∆t, òåììåíüøå òðåáóåòñÿ èòåðàöèé (ðèñ. 5, a). Ïðè èñïîëüçîâàíèè íå�àêòîðèçîâàííîé ñõåìûñ íåÿâíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè íàáëþäàåòñÿ àíàëîãè÷íàÿ êàðòèíà (ðèñ. 5, á), îäíàêîâ ýòîì ñëó÷àå ÷èñëî èòåðàöèé ñóùåñòâåííî ìåíüøå. Ïîñêîëüêó ïðè ðåøåíèè íåñòàöè-îíàðíûõ çàäà÷ øàã ïî âðåìåíè äîëæåí áûòü äîñòàòî÷íî ìàë, ïðèìåíåíèå íå�àêòîðè-çîâàííîé ñõåìû ñ íåÿâíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè ïî ñðàâíåíèþ ñ èñõîäíîé ìåòîäèêîéïîçâîëÿåò çíà÷èòåëüíî óìåíüøèòü îáùåå ÷èñëî èòåðàöèé.3.2.2. Ìîäåëèðîâàíèå ïðåöåññèè âèõðåâîãî æãóòà â ðåæèìåíåïîëíîé çàãðóçêè â êîíóñå îòñàñûâàþùåé òðóáûÝ��åêòèâíîñòü ðàáîòû ìåòîäà ñ íå�àêòîðèçîâàííîé ñõåìîé è íåÿâíîé ïîñòàíîâêîéêðàåâûõ óñëîâèé èññëåäîâàëàñü íà çàäà÷å íåâÿçêîãî íåñòàöèîíàðíîãî òå÷åíèÿ â êî-íóñå, ïîäîáíîì êîíóñó ÎÒ. �àñ÷åòû ïðîâîäèëèñü íà ñåòêå ðàçìåðîì 58×40×40. Âîâõîäíîì ñå÷åíèè ðàñ÷åòíîé îáëàñòè çàäàâàëèñü êîìïîíåíòû ïîëÿ ñêîðîñòè (ðèñ. 6),âçÿòûå èç ðàñ÷åòà òå÷åíèÿ â ÍÀ, �Ê è ÎÒ â öèêëè÷åñêîé ïîñòàíîâêå (ñì. íèæå ðàç-äåë 3.3). �àñ÷åòû ñîîòâåòñòâîâàëè ðåæèìó íåïîëíîé çàãðóçêè ðàáîòû ãèäðîòóðáèíû:ðàñõîä Q11 = 0.595 ì3/ñ, ÷àñòîòà âðàùåíèÿ �Ê n11 = 73.5 îá./ìèí. Îòêðûòèå ëîïàòîêÍÀ A0 = 51.4%. Â âûõîäíîì ñå÷åíèè êîíóñà çàäàâàëîñü ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå äàâëåíèÿ.Øàã ïî âðåìåíè ∆t = 0.01 , øàã ïî ïñåâäîâðåìåíè ∆τ = 10. �åøåíèå óñòàíàâëèâàëîñüäî âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ div(u) ≤ 10−3.

à á�èñ. 5. Õàðàêòåðíûå èñòîðèè ñõîäèìîñòè ê ðåøåíèþ íà âðåìåííîì ñëîå: ñïëîøíàÿ ëèíèÿ �
∆t = 0.001 , øòðèõ � ∆t = 0.01 , øòðèõïóíêòèð � ∆t = 0.1 ; à � ñõåìà ïðèáëèæåííîéLU-�àêòîðèçàöèè, á � íå�àêòîðèçîâàííàÿ ñõåìà ñ íåÿâíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè



44 È.Ô. Åøêóíîâà, Ñ. �. ×¼ðíûé, Ä.Â. ×èðêîâÄëÿ ðàäèàëüíî-îñåâûõ �Ò â ðåæèìå íåïîëíîé çàãðóçêè ïðè A0 < 65% õàðàêòåðíîíàëè÷èå ïðåöåññèðóþùåãî âèõðåâîãî æãóòà çà �Ê. Íà ðèñ. 7 ïîêàçàí âèõðåâîé æãóò,à � ïîëó÷åííûé â ýêñïåðèìåíòå, åãî âèçóàëèçàöèÿ áûëà îñóùåñòâëåíà ïóòåì âäóâàíèÿâîçäóõà â ïîòîê æèäêîñòè è çàðèñîâêè ìåñòà ñêîïëåíèÿ ïóçûðüêîâ, á � ðàñ÷åòíûé,âèçóàëèçèðîâàííûé ïîâåðõíîñòüþ ïîñòîÿííîãî äàâëåíèÿ.Ïóëüñàöèè äàâëåíèÿ â òî÷êå 1 íà ñòåíêå êîíóñà (ðèñ. 7, a), îáóñëîâëåííûå íàëè-÷èåì ïðåöåññèðóþùåãî æãóòà, à òàêæå èõ ñïåêòðàëüíûé àíàëèç ïðèâåäåíû íà ðèñ. 8.Îòíîøåíèå ÷àñòîòû ïðåöåññèè âèõðåâîãî æãóòà f ê ÷àñòîòå âðàùåíèÿ �Ê fR, íàéäåí-íîå ðàñ÷åòíûì ïóòåì, ñîñòàâèëî 0.2167, â ýêñïåðèìåíòå äëÿ ýòîãî îòíîøåíèÿ ïîëó÷åíîçíà÷åíèå 0.23.Ïðè ðàñ÷åòå 1000 øàãîâ ïî âðåìåíè (10 ñ) ðåøåíèå íå�àêòîðèçîâàííîé ñõåìû ñíåÿâíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè ïîòðåáîâàëî â 55 ðàç ìåíüøå èòåðàöèé ìåòîäà óñòà-íîâëåíèÿ, ÷åì ðåøåíèå ïðèáëèæåííî LU-�àêòîðèçîâàííîé ñõåìû. Îäíàêî äëÿ ýòîãîïðè èñïîëüçîâàíèè äëÿ ðåøåíèÿ ÑËÀÓ èòåðàöèîííîãî ìåòîäà PARDISO (tol = 10−6)ïîòðåáîâàëîñü â 3 ðàçà áîëüøå ìàøèííîãî âðåìåíè. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äëÿ ðàñ-ñìàòðèâàåìîé çàäà÷è õàðàêòåðíî ñóùåñòâåííîå çàìåäëåíèå ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ïðèðåøåíèè ïðèáëèæåííî LU-�àêòîðèçîâàííîé ñõåìû ïîñëå äîñòèæåíèÿ íåâÿçêè âåëè÷è-

�èñ. 6. Ïðî�èëè ðàäèàëüíîé Cr, îñåâîé Cz è îêðóæíîé Cu êîìïîíåíò ñêîðîñòè âî âõîäíîìñå÷åíèè ðàñ÷åòíîé îáëàñòè

à á�èñ. 7. Âèõðåâîé æãóò çà ðàáî÷èì êîëåñîì: à � ýêñïåðèìåíò, á � ðàñ÷åò



Óñêîðåíèå ðåøåíèÿ íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ 45

a á�èñ. 8. Ïóëüñàöèè äàâëåíèÿ â òî÷êå 1 (ñì. ðèñ.7, a) (a), ïåêòðàëüíûé àíàëèç ïóëüñàöèé (á):ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � ðàñ÷åò, øòðèõ � ýêñïåðèìåíò

�èñ. 9. Õàðàêòåðíûå èñòîðèè ñõîäèìîñòè ê ðåøåíèþ íà âðåìåííîì ñëîå: ñïëîøíàÿ ëèíèÿ �ïðèáëèæåííî LU-�àêòîðèçîâàííàÿ ñõåìà, øòðèõ � íå�àêòîðèçîâàííàÿ ñõåìà ñ íåÿâíûìè êðà-åâûìè óñëîâèÿìèíû 10−4 (ðèñ. 9), â òî âðåìÿ êàê ïðè ðåøåíèèè íå�àêòîðèçîâàííîé ñõåìû ñ íåÿâíûìèêðàåâûìè óñëîâèÿìè òàêîé òåíäåíöèè íå íàáëþäàåòñÿ. Ïîýòîìó ïðè ðàñ÷åòàõ ñ áîëüøåéòî÷íîñòüþ óñòàíîâëåíèÿ èñïîëüçîâàíèå íå�àêòîðèçîâàííîé ñõåìû ñ íåÿâíûìè êðàåâû-ìè óñëîâèÿìè ïîçâîëèò óìåíüøèòü ÷èñëî èòåðàöèé â ñîòíè ðàç.3.3. �àñ÷åòû íåñòàöèîíàðíîãî òå÷åíèÿ â íàïðàâëÿþùåì àïïàðàòå, ðàáî÷åìêîëåñå è îòñàñûâàþùåé òðóáå. Óñêîðåíèå íà íåñêîëüêèõ ïðîöåññîðàõÅùå îäèí ñïîñîá óìåíüøåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò íà ïðîâåäåíèå íåñòàöèîíàð-íûõ ðàñ÷åòîâ â ïðîòî÷íîì òðàêòå ãèäðîòóðáèíû � óïðîùåíèå ïîñòàíîâêè çàäà÷è èïðèìåíåíèå òåõíîëîãèé ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé.Íàèáîëåå ïðîñòîé ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêàÿ íåñòàöèîíàðíàÿ ïîñòàíîâêà, êîòîðàÿ õîòÿè íå ïîçâîëÿåò ó÷èòûâàòü îêðóæíóþ íåðàâíîìåðíîñòü ïîòîêà è ñâÿçàííûå ñ íåé íåñòà-öèîíàðíûå ý��åêòû, êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, äàåò âîçìîæíîñòü àäåêâàòíî ìîäåëè-



46 È.Ô. Åøêóíîâà, Ñ. �. ×¼ðíûé, Ä.Â. ×èðêîâðîâàòü òàêîå âàæíîå äëÿ ïðîåêòèðîâùèêîâ ÿâëåíèå, âîçíèêàþùåå ïðè íåîïòèìàëüíûõðåæèìàõ ðàáîòû �Ò, êàê íèçêî÷àñòîòíûå ïóëüñàöèè äàâëåíèÿ â ïðîòî÷íîì òðàêòå, âû-çâàííûå ïðåöåññèåé âèõðåâîãî æãóòà.Åùå îäíî äîñòîèíñòâî öèêëè÷åñêîé íåñòàöèîíàðíîé ïîñòàíîâêè ñîñòîèò â òîì, ÷òîøàã ïî âðåìåíè ∆t ìîæíî çàäàâàòü äîâîëüíî áîëüøèì, ÷òî íåëüçÿ ñêàçàòü î ïîëíîéíåñòàöèîíàðíîé ïîñòàíîâêå, ãäå äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðàâèëüíîãî îïèñàíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿëîïàòîê ÍÀ ñ ëîïàñòÿìè �Ê îí äîëæåí ñîñòàâëÿòü âåëè÷èíó ïîðÿäêà 1/100 ïåðèîäàâðàùåíèÿ �Ê.Áûëè ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû íåâÿçêîãî è âÿçêîãî íåñòàöèîíàðíûõ òå÷åíèé â ïðîòî÷-íîì òðàêòå �Ò â ðåæèìå íåïîëíîé çàãðóçêè Q11 = 0.595 ì3/ñ ïðè n11 = 73.5 îá./ìèí,
A0 = 51.4% â öèêëè÷åñêîé è ïîëíîé ïîñòàíîâêàõ. Â ïåðâîì ñëó÷àå ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòüñîñòîÿëà èç ïÿòè áëîêîâ: îäíîãî ìåæëîïàòî÷íîãî êàíàëà ÍÀ, îäíîãî ìåæëîïàñòíîãîêàíàëà �Ê, îäíîãî êîíóñà è äâóõ âûõîäíûõ äè��óçîðîâ ÎÒ (ñì. ðèñ. 1, á). Ñåòêè èìå-ëè ðàçìåðû 46×17×19, 46×17×15, 26×40×40 è 40×25×15 ñîîòâåòñòâåííî. Â ïîëíîéïîñòàíîâêå ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü ñîñòîÿëà èç 23 áëîêîâ: 16 ìåæëîïàñòíûõ êàíàëîâ �Ê, ÷å-òûðåõ ñåêòîðîâ êîíóñà ÎÒ, êîëåíà ÎÒ è äâóõ âûõîäíûõ äè��óçîðîâ ÎÒ (ñì. ðèñ. 1, à).Ñåòêè èìåëè ðàçìåðû 48×17×15, 26×24×24, 9×40×40 è 35×25×15 ñîîòâåòñòâåííî.Øàã ïî âðåìåíè ∆t ñîñòàâëÿë 0.0085 ñ.Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ âÿçêîãî òå÷åíèÿ áûëà âûáðàíà k−ε-ìîäåëü òóðáóëåíòíîñòè Êè-ìà�×åíà, ïîñêîëüêó ïðè èñïîëüçîâàíèè ñòàíäàðòíîé k − ε-ìîäåëè â äè��óçîðå ÎÒâîçíèêëè çîíû ðåöèðêóëÿöèîííîãî òå÷åíèÿ (ðèñ. 10). Íà ðèñ. 11 ïðèâåäåíû ìãíîâåííûåñòðóêòóðû òå÷åíèÿ çà �Ê, ïîëó÷åííûå â ðàñ÷åòàõ íåâÿçêèõ è âÿçêèõ òå÷åíèé. Â ðàñ÷å-òàõ, êàê è â ýêñïåðèìåíòå, íàáëþäàëàñü ÿðêî âûðàæåííàÿ ïðåöåññèÿ âèõðåâîãî æãóòà.�àñ÷åòû ïîêàçàëè ïðåöåññèþ âèõðåâîãî ÿäðà ñ ïåðèîäàìè 3.6�4 ñ. Îòíîøåíèå ÷àñòîòûïðåöåññèè âèõðÿ f ê ÷àñòîòå âðàùåíèÿ �Ê fR ñîñòàâèëî 0.2�0.22 (òàáë. 2), ïî ýêñ-ïåðèìåíòàëüíûì äàííûì ýòà âåëè÷èíà ðàâíà 0.23. Ñðàâíåíèå ðàññ÷èòàííûõ ñïåêòðîâïóëüñàöèé äàâëåíèÿ â òî÷êå 1 (ñì. ðèñ. 7, a) ñ ïîëó÷åííûì â ýêñïåðèìåíòå ïðèâåäåíîíà ðèñ. 12. Âèäíî, ÷òî ïî �îðìå âèõðÿ è ÷àñòîòå ïðåöåññèè ðàñ÷åòû ïîêàçàëè õîðîøååñîãëàñîâàíèå ñ ýêñïåðèìåíòîì.�àñ÷åòû â öèêëè÷åñêîé ïîñòàíîâêå ïðîâîäèëèñü íà ïÿòè ïðîöåññîðàõ, â ïîëíîé ïî-ñòàíîâêå � íà øåñòè ïðîöåññîðàõ íà êëàñòåðå èí�îðìàöèîííî-âû÷èñëèòåëüíîãî öåí-òðà Í�Ó, â ñîñòàâ êîòîðîãî âõîäèëè ïðîöåññîðû Intel Xeon 2.6GHz Quad-Core. Â ïîë-íîé ïîñòàíîâêå òå÷åíèå â �Ê ðàññ÷èòûâàëîñü íà ÷åòûðåõ ïðîöåññîðàõ, â êîíóñå ÎÒ �íà îäíîì, â êîëåíå è âûõîäíûõ äè��óçîðàõ ÎÒ � òàêæå íà îäíîì. Â ïîëíîé ïîñòà-íîâêå ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà îáðàáàòûâàåìûõ ÿ÷ååê ïî ïðîöåññîðàì áûëî ñëåäóþùèì:
4×48960−59904−42525, â öèêëè÷åñêîé � 14858−11730−41600−15000−15000. Â ñâÿ-çè ñ òàêèì ðàñïðåäåëåíèåì âðåìÿ ñ÷åòà îäíîãî âðåìåííîãî ñëîÿ â âÿçêîé öèêëè÷åñêîéïîñòàíîâêå ñîñòàâèëî 1300 ñ, â ïîëíîé � 1700 ñ.Ò à á ë è ö à 2. Îòíîøåíèå ðàññ÷èòàííûõ ÷àñòîò ïðåöåññèè âèõðÿ ê ÷àñòîòå âðàùåíèÿ �ÊÒå÷åíèå/Ïîñòàíîâêà Îòíîøåíèå f/fRÍåâÿçêîå/Öèêëè÷åñêàÿ 0.2027Íåâÿçêîå/Ïîëíàÿ 0.2180Âÿçêîå/Öèêëè÷åñêàÿ 0.2190Âÿçêîå/Ïîëíàÿ 0.2170Ýêñïåðèìåíò 0.2300



Óñêîðåíèå ðåøåíèÿ íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ 47

�èñ. 10. Ìåðèäèîíàëüíîå ñå÷åíèå äè��óçîðà; ðàñ÷åò ïî ñòàíäàðòíîé k− ε-ìîäåëè òóðáóëåíò-íîñòè I

a áII

a á�èñ. 11. Âèõðåâîé æãóò. �àñ÷åòû íåâÿçêîãî (I) è òóðáóëåíòíîãî (II) òå÷åíèÿ; a � öèêëè÷åñêàÿ,á � ïîëíàÿ ïîñòàíîâêà



48 È.Ô. Åøêóíîâà, Ñ. �. ×¼ðíûé, Ä.Â. ×èðêîâI

a áII

a á�èñ. 12. Ñïåêòðàëüíûé àíàëèç; ðàñ÷åòû íåâÿçêîãî (I) è òóðáóëåíòíîãî (II) òå÷åíèÿ; ïëîøíàÿëèíèÿ � ðàñ÷åò, ïóíêòèð � ýêñïåðèìåíò; a � öèêëè÷åñêàÿ, á � ïîëíàÿ ïîñòàíîâêàÂ ñèëó òîãî ÷òî ÷èñëî ÿ÷ååê â êîíóñå ÎÒ ñóùåñòâåííî ïðåâûøàëî ÷èñëî ÿ÷ååê âîñòàëüíûõ áëîêàõ, óñêîðåíèå íà ïÿòè ïðîöåññîðàõ â öèêëè÷åñêîé ïîñòàíîâêå ñîñòàâèëîâñåãî 2.2 ðàçà. Óñêîðåíèå íà ïÿòè ïðîöåññîðàõ ðàñ÷åòà â öèêëè÷åñêîé ïîñòàíîâêå âäàííîì ñëó÷àå ñîñòàâèëî 2.36 ðàçà.Çàêëþ÷åíèåÄëÿ óëó÷øåíèÿ ñõîäèìîñòè èòåðàöèé â íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷àõ ïîñòðîåíà ñõåìà ñ íåÿâ-íîé ðåàëèçàöèåé ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Â îòëè÷èå îò áàçîâîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ íåñòàöè-îíàðíûõ òðåõìåðíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ íåñæèìàåìîé æèäêîñòè [9℄ ðåøåíèå ÑËÀÓ,âîçíèêàþùåé ïðè íåÿâíîé àïïðîêñèìàöèè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ æèäêîñòè ñ âíåñåííûìèâ íåå ñîîòíîøåíèÿìè íà ãðàíèöàõ îáëàñòè, íàõîäèëîñü òî÷íî ñ ïîìîùüþ èòåðàöèîííîãîàëãîðèòìà PARDISO èç ñòàíäàðòíîé áèáëèîòåêè Intel Fortran MKL. Ïîëó÷åíî óñêîðå-íèå ñõîäèìîñòè èòåðàöèé â ñîòíè ðàç, ïðè÷åì ñ ïîâûøåíèåì òî÷íîñòè óñòàíîâëåíèÿ



Óñêîðåíèå ðåøåíèÿ íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ 49ý��åêò óñêîðåíèÿ óâåëè÷èâàëñÿ. Îäíàêî òî÷íîå îáðàùåíèå ìàòðèöû ÑËÀÓ ïî ñðàâ-íåíèþ ñ �àêòîðèçîâàííîé òðåáóåò â 80 ðàç áîëüøå ïðîöåññîðíîãî âðåìåíè. Ïîýòîìóäëÿ ïîëó÷åíèÿ ñóùåñòâåííîãî óìåíüøåíèÿ âðåìåííûõ çàòðàò íà ïðîâåäåíèå ðàñ÷åòîââ ïåðñïåêòèâå íåîáõîäèìî ñîêðàòèòü âðåìÿ îáðàùåíèÿ ìàòðèöû.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Harlow F., Welh J. Numerial alulation of time-dependent visous inompressible �owwith free surfae // Phys. Fluids. 1966. Vol. 9, No 12. P. 2182�2189.[2℄ Amsden A., Harlow F. The SMAC Method. Los Alamos Si. Lab. Rep. No LA-4370. LosAlamos, 1970.[3℄ Áåëîöåðêîâñêèé Î.Ì. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå â ìåõàíèêå ñïëîøíûõ ñðåä. Ì.: Íà-óêà, 1984.[4℄ �ûêîâ Â.Â. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå íåñòàöèîíàðíûõ òå÷åíèé íåñæèìàåìîé æèäêî-ñòè // Æóðí. âû÷èñë. ìàòåìàòèêè è ìàòåì. �èçèêè. 1985. Ò. 25, � 5. Ñ. 789�793.[5℄ Âëàäèìèðîâà Í.Í., Êóçíåöîâ Á.�., ßíåíêî Í.Í. ×èñëåííûé ðàñ÷åò ñèììåòðè÷íîãîîáòåêàíèÿ ïëàñòèíêè ïëîñêèì ïîòîêîì âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè // Íåêîòîðûå âî-ïðîñû ïðèêëàäíîé è âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè. Íîâîñèáèðñê: ÂÖ ÑÎ ÀÍ ÑÑÑ�, 1966.Ñ. 186�192.[6℄ Chorin A.J. A numerial method for solving inompressible visous �ow problems // J.Comp. Phys. 1967. Vol. 2. P. 12�26.[7℄ Chakravarthy S.R., Osher S. A new lass of high resolution TVD shemes for hyperbolionservations laws // AIAA Pap. 85-0363. 1985.[8℄ Rizzi A.W., Eriksson L.E. Computation of invisid inompressible �ow with rotation //J. Fluid. Meh. 1985. Vol. 153, No 12. P. 275�312.[9℄ ×¼ðíûé Ñ.�., ×èðêîâ Ä.Â., Ëàïèí Â.Í. è äð. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå òå÷åíèé âòóðáîìàøèíàõ. Íîâîñèáèðñê: Íàóêà, 2006.[10℄ Chen Y.S., Kim S.W. Computation of Turbulent Flows Using an k-e Turbulene ClosureModel. NASA CR-179204. Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 28 �åâðàëÿ 2011 ã.


