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Îá óñòîé÷èâîñòè ñõåì ðàñùåïëåíèÿè ïðèáëèæåííîé �àêòîðèçàöèè äëÿ ðåøåíèÿñèñòåì ìíîãîìåðíûõ óðàâíåíèé∗Â.Ì. ÊîâåíÿÈíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíûõ òåõíîëîãèé ÑÎ �ÀÍ, Íîâîñèáèðñê, �îññèÿe-mail: kovenya�it.ns.ruÏðîâåäåí àíàëèç ñâîéñòâ íåÿâíûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿóðàâíåíèé Ýéëåðà è Íàâüå�Ñòîêñà íåñæèìàåìîé æèäêîñòè. Ïîêàçàíî, ÷òî ðàç-íîñòíûå ñõåìû ïðèáëèæåííîé �àêòîðèçàöèè ñ ðàñùåïëåíèåì ïî ïðîñòðàíñòâåí-íûì íàïðàâëåíèÿì òåðÿþò ñâîéñòâà áåçóñëîâíîé óñòîé÷èâîñòè óæå â äâóìåðíîìñëó÷àå.Êëþ÷åâûå ñëîâà: óðàâíåíèÿ Ýéëåðà, Íàâüå�Ñòîêñà, ðàçíîñòíàÿ ñõåìà, ìåòîäûðàñùåïëåíèÿ, ìåòîä �àêòîðèçàöèè.ÂâåäåíèåØèðîêîå èñïîëüçîâàíèå ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ íàóêè è òåõ-íèêè ïðèâåëî ê íåîáõîäèìîñòè ðàçðàáîòêè àëãîðèòìîâ, ñïîñîáíûõ ñ äîñòàòî÷íîé òî÷íî-ñòüþ è çà ðàçóìíîå âðåìÿ ïîëó÷àòü èõ ÷èñëåííîå ðåøåíèå. Òàêèå àëãîðèòìû äîëæíûîáåñïå÷èâàòü ñõîäèìîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ê ðåøåíèþ èñõîäíîé çàäà÷è, îáëàäàòüäîñòàòî÷íîé òî÷íîñòüþ, óäîâëåòâîðÿòü ñâîéñòâó ýêîíîìè÷íîñòè è âîçìîæíîñòè àäàïòà-öèè ê ðàçëè÷íîãî òèïà óðàâíåíèÿì è ò. ä. Äàííûì òðåáîâàíèÿì óäîâëåòâîðÿþò íåÿâíûåðàçíîñòíûå ñõåìû, êîòîðûå áåçóñëîâíî óñòîé÷èâû èëè èìåþò ñëàáûå îãðàíè÷åíèÿ íàóñòîé÷èâîñòü, àïïðîêñèìèðóþò èñõîäíûå óðàâíåíèÿ ñ òðåáóåìûì ïîðÿäêîì ïî âðåìåíèè ïðîñòðàíñòâó è â ñëó÷àå îäíîìåðíûõ çàäà÷ ðåàëèçóþòñÿ ýêîíîìè÷íûìè àëãîðèòìàìè,íàïðèìåð ñêàëÿðíûìè ïðîãîíêàìè. Îñîáåííî ý��åêòèâíî èõ ïðèìåíåíèå ïðè ðåøåíèèïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé è ïðè íàõîæäåíèè ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ ìåòîäîì óñòà-íîâëåíèÿ, ïðè êîòîðîì øàã ïî âðåìåíè (èòåðàöèîííûé øàã) ìîæíî âûáèðàòü èñõîäÿëèøü èç óñëîâèÿ ìàêñèìàëüíîé ñõîäèìîñòè.Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïî èññëåäîâàíèþ àïïðîêñèìàöèè, óñòîé÷èâîñòè è ñõîäèìî-ñòè íåÿâíûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì ïîëó÷åíû äëÿ ñêàëÿðíûõ óðàâíåíèé ãèïåðáîëè÷åñêîãîè ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà, ðàçðåøåííûõ îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè (ñì., íà-ïðèìåð, [1�11℄). Îáîáùåíèå ýòèõ óðàâíåíèé íà ñèñòåìû ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé âîäíîìåðíîì ñëó÷àå íå ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííîìó èçìåíåíèþ ñâîéñòâ àëãîðèòìîâ, õîòÿèõ ðåàëèçàöèÿ óñëîæíÿåòñÿ. Âìåñòî ñêàëÿðíûõ ïðîãîíîê ðåøåíèå ñèñòåìû ðàçíîñòíûõóðàâíåíèé ñâîäèòñÿ ê âåêòîðíûì ïðîãîíêàì, òðåáóþùèì ïðèáëèçèòåëüíî m3 àðè�ìå-òè÷åñêèõ îïåðàöèé â êàæäîì óçëå ðàñ÷åòíîé ñåòêè, ãäå m � ÷èñëî óðàâíåíèé. Ïðÿ-ìîå îáîáùåíèå íåÿâíûõ ñõåì íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííîìó ðîñòó
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Îá óñòîé÷èâîñòè ñõåì ðàñùåïëåíèÿ è ïðèáëèæåííîé �àêòîðèçàöèè... 39÷èñëà àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé íà óçåë ñåòêè [9℄, òàê êàê ðåàëèçàöèÿ ñõåì ñâîäèòñÿ êìàòðè÷íûì ïðîãîíêàì, òðåáóþùèì îáðàùåíèÿ ìàòðèö ðàçìåðîì (mJ1)×(mJ2)×(mJ3),ãäå Ji � ÷èñëî óçëîâ â íàïðàâëåíèè xi (i = 1, 2, 3). Î÷åâèäíî, ÷òî òàêîé ïîäõîä ÿâëÿåòñÿíåýêîíîìè÷íûì óæå â äâóìåðíîì ñëó÷àå. Ïîýòîìó íà÷èíàÿ ñ 60-õ ãîäîâ XX âåêà äëÿðåøåíèÿ ìíîãîìåðíûõ çàäà÷ áûëè ïðåäëîæåíû ðàçëè÷íûå êëàññû ýêîíîìè÷íûõ àë-ãîðèòìîâ: ìåòîä ðàñùåïëåíèÿ, àääèòèâíûå ñõåìû è ñõåìû ñóììàðíîé àïïðîêñèìàöèè,ñõåìû ïðèáëèæåííîé �àêòîðèçàöèè, ìåòîä ïðåäèêòîð-êîððåêòîð è ò. ä. (ñì. [1�11℄). Îñ-íîâíàÿ èäåÿ ïðè èõ ïîñòðîåíèè ñîñòîèò â ñâåäåíèè èñõîäíîé ìíîãîìåðíîé çàäà÷è (íàäè��åðåíöèàëüíîì èëè íà ðàçíîñòíîì óðîâíå) ê ñîâîêóïíîñòè áîëåå ïðîñòûõ çàäà÷, íà-ïðèìåð, ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èõ îäíîìåðíûõ àíàëîãîâ, ðåøåíèå êîòîðûõ ìîæåò áûòüïîëó÷åíî ýêîíîìè÷íûìè àëãîðèòìàìè.Íèæå äàåòñÿ àíàëèç îñíîâíûõ ñâîéñòâ áàçîâûõ íåÿâíûõ ñõåì äëÿ ðåøåíèÿ ìíî-ãîìåðíûõ óðàâíåíèé. Ñóùåñòâåííîå âíèìàíèå óäåëåíî èññëåäîâàíèþ ðàçíîñòíûõ ñõåìäëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé íåýâîëþöèîííîãî òèïà íà ïðèìåðå óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñàâÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè.1. Áàçîâûå ñõåìû äëÿ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèéÈëëþñòðàöèþ áàçîâûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ìíîãîìåðíûõ óðàâ-íåíèé, ðàçðåøåííûõ îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè, ïðîâåäåì äëÿ ñèñòåìû ëè-íåéíûõ óðàâíåíèé ãèïåðáîëè÷åñêîãî (Bj = 0) èëè ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà
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n = 0, (3)àïïðîêñèìèðóåò èñõîäíûå óðàâíåíèÿ (1) ñ ïîðÿäêîì O(τ 2 + hk) ïðè α = 0.5 + O(τ) èïðè α ≥ 0.5 áåçóñëîâíî óñòîé÷èâà (ñì., íàïðèìåð, [2�4℄). Çäåñü τ, hj � øàãè ñåòêè ïîâðåìåíè è ïðîñòðàíñòâó ñîîòâåòñòâåííî. Ñõåìà (3) ðåàëèçóåòñÿ ìàòðè÷íûìè ïðîãîíêà-ìè è íåýêîíîìè÷íà. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ýêîíîìè÷íûõ ñõåì ðàññìîòðèì ñõåìó ðàñùåïëåíèÿ.Ñòàíäàðòíàÿ ñõåìà ðàñùåïëåíèÿ ñ âåñàìè [1℄ èëè ëîêàëüíî îäíîìåðíàÿ ñõåìà [2℄
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α ≥ 0.5 áåçóñëîâíî óñòîé÷èâû [1, 2℄. Íà êàæäîì äðîáíîì øàãå ñèñòåìà ðàçíîñòíûõ



40 Â.Ì. Êîâåíÿóðàâíåíèé ìîæåò áûòü ðåøåíà âåêòîðíûìè ïðîãîíêàìè, òðåáóþùèìè ïðèáëèçèòåëüíî
O(J1 · · · JN × mN ) îïåðàöèé ïðè ïåðåõîäå ñ n-ãî íà (n + 1)-é ñëîé (ñì. [9℄). Ïîñëåèñêëþ÷åíèÿ äðîáíûõ øàãîâ îíà ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå
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n +O(τ 3). (5)Òàêèì îáðàçîì, ñõåìà ðàñùåïëåíèÿ (4) ïðèâîäèòñÿ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó ëèøü âäâóìåðíîì ñëó÷àå ïðè α = 0.5. Ñëåäîâàòåëüíî, ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå çàäà÷è (1) ïðè

N > 2, ïîëó÷åííîå ïî ñõåìå (4) ìåòîäîì óñòàíîâëåíèÿ, çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ èòåðàöèîí-íîãî ïàðàìåòðà τ .Ñõåìà ïðèáëèæåííîé �àêòîðèçàöèè (ñì. [1, 5, 11℄)
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N∏

j=1

(I + ταLjh)
un+1 − un

τ
+ Lhu

n = 0. (6)Ñõåìà ñòàáèëèçèðóþùåé ïîïðàâêè [1℄
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n+1/2 = 0,òàê êàê îíà òàêæå ïðèâîäèòñÿ ê âèäó (6). Òàêèì îáðàçîì, ñõåìû ïðèáëèæåííîé �àê-òîðèçàöèè, ñòàáèëèçèðóþùåé ïîïðàâêè è ïðåäèêòîð-êîððåêòîð ýêâèâàëåíòíû â öåëûõ



Îá óñòîé÷èâîñòè ñõåì ðàñùåïëåíèÿ è ïðèáëèæåííîé �àêòîðèçàöèè... 41øàãàõ è, ñëåäîâàòåëüíî, èìåþò îäèíàêîâûå ñâîéñòâà. Êàê ñëåäñòâèå, ðàçíîñòíûå ñõå-ìû, ïðèâîäèìûå ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó, îáëàäàþò ïîëíîé àïïðîêñèìàöèåé è ïðèãîäíûäëÿ ðåøåíèÿ êàê íåñòàöèîíàðíûõ, òàê è ñòàöèîíàðíûõ çàäà÷. Äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõóðàâíåíèé îíè áåçóñëîâíî óñòîé÷èâû ëèøü äëÿ N ≤ 2 ïðè α ≥ 0.5 è â òðåõìåðíîìñëó÷àå óñëîâíî óñòîé÷èâû äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé âåñîâîãî ìíîæèòåëÿ α (ñì., íàïðèìåð,[6, 11℄). Â òî æå âðåìÿ óêàçàííûå ñõåìû áåçóñëîâíî óñòîé÷èâû äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõóðàâíåíèé ëþáîé ðàçìåðíîñòè (ñì. [1, 2, 6, 7℄). Â îòëè÷èå îò íèõ ñõåìû ðàñùåïëåíèÿ èñóììàðíîé àïïðîêñèìàöèè áåçóñëîâíî óñòîé÷èâû äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ è ïàðàáîëè÷å-ñêèõ óðàâíåíèé ëþáîé ðàçìåðíîñòè (ñì., [2, 6, 7℄), íî èõ èñïîëüçîâàíèå ïðè íàõîæäåíèèñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ ìåòîäîì óñòàíîâëåíèÿ íå âñåãäà öåëåñîîáðàçíî â ñèëó âîçíèê-íîâåíèÿ îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà, çàâèñÿùåãî îò τ (ñì. (5)).Ïîñòðîåíèå íåÿâíûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì, îñíîâàííûõ íà ðàñùåïëåíèè è �àêòîðèçàöèèîïåðàòîðîâ, íå ìîæåò áûòü íàïðÿìóþ ïåðåíåñåíî íà óðàâíåíèÿ íåýâîëþöèîííîãî òèïà.Ïðèìåðîì òàêîé ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿ Ýéëåðà è Íàâüå�Ñòîêñà âÿçêîé íåñæè-ìàåìîé æèäêîñòè [1, 5, 12℄. Ýòè óðàâíåíèÿ íå ÿâëÿþòñÿ ñèñòåìîé Êîøè�Êîâàëåâñêîé[12℄, ÷òî íå ïîçâîëÿåò íàïðÿìóþ èñïîëüçîâàòü ÷èñëåííûå àëãîðèòìû, ðàçðàáîòàííûåäëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé, ðàçðåøåííûõ îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè.2. Áàçîâûå íåÿâíûå ñõåìû äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèéÍàâüå�Ñòîêñà íåñæèìàåìîé æèäêîñòèÒðàäèöèîííî óðàâíåíèÿ Íàâüå�Ñòîêñà âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ðåøàþòñÿ âïåðåìåííûõ �óíêöèÿ òîêà�âèõðü. Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà óðàâíåíèé ñâîäèòñÿ ê ïàðà-áîëè÷åñêîé ñèñòåìå óðàâíåíèé äëÿ êîìïîíåíò âèõðÿ è ê ýëëèïòè÷åñêîé ñèñòåìå äëÿâåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà (â äâóìåðíîì ñëó÷àå äëÿ �óíêöèè òîêà è âèõðÿ). Ïðè ðåøå-íèè ïðîñòðàíñòâåííûõ çàäà÷ èñïîëüçîâàíèå åñòåñòâåííûõ �èçè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ ìî-æåò îêàçàòüñÿ ïðåäïî÷òèòåëüíåå. Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñàâ åñòåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ ÷àñòî ïðèìåíÿþòñÿ ðàçëè÷íûå ÷èñëåííûå ìåòîäû [1, 5,8�17℄. Á�îëüøàÿ ÷àñòü ýòèõ ìåòîäîâ èñïîëüçóåò ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî íà ïðîìåæóòî÷íîìñëîå òå÷åíèå ïðåäïîëàãàåòñÿ ñîëåíîèäàëüíûì, à íà ïîëíîì øàãå ðåøàåòñÿ óðàâíåíèåäëÿ äàâëåíèÿ, ò. å. â àëãîðèòìå èñïîëüçóåòñÿ èäåîëîãèÿ ðàñùåïëåíèÿ. Àëüòåðíàòèâîéýòèì ïîäõîäàì ÿâëÿåòñÿ ìåòîä èñêóññòâåííîé ñæèìàåìîñòè [1, 13℄, ñîñòîÿùèé âî ââå-äåíèè â óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè ñ ìàëûì êîý��èöèåíòîì.Ïîëó÷àþùàÿñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêîé � ðàçðåøåííîé îòíîñèòåëüíîïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè, íî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ íåîáõîäèìîîáåñïå÷èòü ñõîäèìîñòü ðåøåíèÿ ìîäè�èöèðîâàííûõ óðàâíåíèé ê ðåøåíèþ èñõîäíûõóðàâíåíèé íà êàæäîì âðåìåííîì ñëîå [1, 13℄. Òàêîé ïîäõîä ìîæåò îêàçàòüñÿ íåýêîíî-ìè÷íûì. Íèæå ïðèâîäÿòñÿ îïèñàíèå è àíàëèç êëàññè÷åñêèõ íåÿâíûõ ðàçíîñòíûõ ñõåìäëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà â �èçè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ, ïðèâîäèìûõ ê êàíî-íè÷åñêîé �îðìå. Íåêîòîðûå ñõåìû, îñíîâàííûå íà ìåòîäå ñóììàðíîé àïïðîêñèìàöèè,è àääèòèâíûå ñõåìû  ðàñùåïëåíèåì ìíîãîìåðíûõ îïåðàòîðîâ ðàññìîòðåíû â ðàáîòàõ[9, 16℄.Â êà÷åñòâå èñõîäíîé ìîäåëè áóäåì ðàññìàòðèâàòü óðàâíåíèÿ Íàâüå�Ñòîêñà âÿçêîéíåñæèìàåìîé æèäêîñòè â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ áåç ó÷åòà âíåøíèõ ñèë
M
∂f

∂t
= −W, W =

3∑

j=1

∂

∂xj
Wj, (7)
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f =




p

v1
v2
v3


 , Wj =




vj
v1vj + δ1jp− τj1
v2vj + δ2jp− τj2
v3vj + δ3jp− τj3


 , M =




0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


 ,

τji = µ

(
∂vi

∂xj
+
∂vj

∂xi

)
.Çäåñü p, vj � äàâëåíèå è êîìïîíåíòû âåêòîðà ñêîðîñòè v, µ � êîý��èöèåíò âÿçêîñòè,êîòîðóþ áóäåì ïîëàãàòü ïîñòîÿííîé, Ïëîòíîñòü ρ ïðèíÿòà ïîñòîÿííîé è èñêëþ÷åíàèç óðàâíåíèé. Îòìåòèì, ÷òî ìàòðèöà M â (7) âûðîæäåííàÿ. Íàðÿäó ñ äèâåðãåíòíîé�îðìîé (7) ïðèâåäåì óðàâíåíèÿ Íàâüå�Ñòîêñà â íåäèâåðãåíòíîì âèäå

M
∂f

∂t
+Bf = 0, B =

3∑

j=0

Bj, (8)ãäå
B0 =




0 ∂1 ∂2 ∂3
∂1 0 0 0
∂2 0 0 0
∂3 0 0 0


 , Bj =




0 0 0 0
0 bj 0 0
0 0 bj 0
0 0 0 bj


 ,

∂j =
∂

∂xj
, bij = vj∂j + µ∂j∂j .Ïðè çàïèñè óðàâíåíèé (8) ìàòðè÷íûé îïåðàòîð B ïðåäñòàâëåí â âèäå ðàñùåïëåíèÿ ïî�èçè÷åñêèì ïðîöåññàì è ïðîñòðàíñòâåííûì íàïðàâëåíèÿì, ãäå ìàòðè÷íûå îïåðàòîðû

Bj (j = 1, 2, 3) ó÷èòûâàþò êîíâåêòèâíûå è âÿçêèå ÷ëåíû â óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ ïîíàïðàâëåíèþ xj , à îïåðàòîð B0 ñîäåðæèò ÷ëåíû â óðàâíåíèè íåðàçðûâíîñòè è ÷ëåíû ñäàâëåíèåì â óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ. Îòìåòèì ýêâèâàëåíòíîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ óðàâíå-íèé â äèâåðãåíòíîé (7) è íåäèâåðãåíòíîé (8) �îðìàõ, ò. å. âûïîëíåíèå ñîîòíîøåíèÿ
W = Bf . (9)Àïïðîêñèìèðóåì îïåðàòîðû Bj ðàçíîñòíûìè îïåðàòîðàìè Bjh ïî �îðìóëàì

B0h =




0 Λ1h Λ2h Λ3h

Λ1h 0 0 0
Λ2h 0 0 0
Λ3h 0 0 0


 , Bjh =




0 0 0 0
0 bjh 0 0
0 0 bjh 0
0 0 0 bjh


 .Çäåñü bjh = vjhΛj + µΛjj; Λj = Λj+, Λj = Λj− ïðè vj ≤ 0, Λj = Λj−, Λj = Λj+ ïðè vj ≥ 0â ñëó÷àå àïïðîêñèìàöèè ïðîèçâîäíûõ ñ ïåðâûì ïîðÿäêîì O(hj) è

Λj = Λj = (Λj− + Λj+)/2ïðè àïïðîêñèìàöèè ïðîèçâîäíûõ ñî âòîðûì ïîðÿäêîì O(h2j), ãäå Λj± = ∓(I − T±)/hj,
Tj±fl = fl±1 � îïåðàòîðû ñäâèãà, à âòîðûå ïðîèçâîäíûå â Bjh àïïðîêñèìèðîâàíû îïå-ðàòîðàìè Λjj ñî âòîðûì ïîðÿäêîì O(h2j).
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(
M + τα

3∑

j=0

Bjh

)
f
n+1 − f

n

τ
+ τα

3∑

j=0

Bjh(αf
n+1 + β) fn = 0è ïåðåïèøåì åå â êàíîíè÷åñêîì âèäå (ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (9))

C
f
n+1 − f

n

τ
= −W

n
h = −

3∑

j=0

Bjhf
n, C =M + τα

3∑

j=0

Bjh. (10)Äàííàÿ ñõåìà ëèíåéíà îòíîñèòåëüíî (n + 1)-ãî ñëîÿ è àïïðîêñèìèðóåò óðàâíåíèÿ (7)ñ ïîðÿäêîì O(τ 2 + hk) ïðè α = 0.5 + O(τ), k = 1, 2 â çàâèñèìîñòè îò ïîðÿäêà àïïðîê-ñèìàöèè îïåðàòîðîâ bj . �åàëèçàöèÿ ñõåìû áåç ââåäåíèÿ èòåðàöèé (äëÿ òîæäåñòâåííîãîâûïîëíåíèÿ ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè) íåâîçìîæíà. Â ñèëó âûðîæäåííî-ñòè ñòàáèëèçèðóþùåãî îïåðàòîðà C åãî êëàññè÷åñêàÿ �àêòîðèçàöèÿ, ò. å. ïðåäñòàâëåíèåâ âèäå ïðîèçâåäåíèÿ, íàïðèìåð îäíîìåðíûõ îïåðàòîðîâ, íåâîçìîæíà, ïîýòîìó â ðàáîòàõ[5, 14, 15℄ áûëè ïðåäëîæåíû ÿâíî-íåÿâíûå ñõåìû ðàñùåïëåíèÿ âèäà
ṽ − v

n

τ
= −

(
3∑

j=1

Bn
jhv

n +∇hp
n

)
, divh v

n = 0,

v
n+1 − ṽ

n

τ
+∇hp

n+1 = 0, divh v
n+1 = 0, (11)àïïðîêñèìèðóþùèå èñõîäíûå óðàâíåíèÿ (8) ñ ïîðÿäêîì O(τ+hk) è óñëîâíî óñòîé÷èâûåâ ñèëó ÿâíîé àïïðîêñèìàöèè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ íà ïðîìåæóòî÷íîì øàãå. Íà ïîëíîìøàãå äàâëåíèå pn+1 íàõîäèëîñü èç óñëîâèÿ

v
n+1 − ṽ = −τ∇h(p

n+1 − pn),êîòîðîå ñ ó÷åòîì óðàâíåíèÿ divh v
n+1 = 0 ïðèâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ Ïóàññîíà

divh ∇h(p
n+1 − pn) =

1

τ
divh ṽ. (12)�åøåíèå (12) èòåðàöèîííûì ìåòîäîì äàåò íîâîå çíà÷åíèå äàâëåíèÿ, ïîñëå ÷åãî èç (11)ÿâíî îïðåäåëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ v

n+1. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñõåìà (11) íå ïðèâîäèòñÿ ê êàíîíè-÷åñêîìó âèäó. Äëÿ ïîâûøåíèÿ óñòîé÷èâîñòè ñõåì â ðàáîòàõ [5, 10℄ ïðåäëîæåíà íåÿâíàÿñõåìà ðàñùåïëåíèÿ (íàïðèìåð ñ ïîðÿäêîì O(τ))

ṽ − v
n

τ
+

3∑

j=1

Bn
jhṽ = −∇hp

n,

v
n+1 − v

n

τ
+

3∑

j=1

Bn
jhṽ +∇hp

n+1 = 0, divh v
n+1 = 0, (13)ðåàëèçàöèÿ êîòîðîé ïðè âû÷èñëåíèè ṽ ñâîäèëàñü ê ìàòðè÷íûì ïðîãîíêàì. Ïîñëå èñ-êëþ÷åíèÿ ṽ (13) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â êàíîíè÷åñêîì âèäå

(
I + τ

3∑

j=1

Bjh

)
(M + τB0h)

f
n+1 − f

n

τ
= −

3∑

j=0

Bjhf
n = −W

n
h . (14)



44 Â.Ì. Êîâåíÿ�àññìîòðèì óñòîé÷èâîñòü ñõåì. Àíàëèç óñòîé÷èâîñòè áóäåì ïðîâîäèòü ñïåêòðàëüíûììåòîäîì äëÿ ëèíåàðèçîâàííûõ óðàâíåíèé � óðàâíåíèé ñ �çàìîðîæåííûìè� êîý��èöè-åíòàìè, ïîëàãàÿ çíà÷åíèÿ êîý��èöèåíòîâ ïîñòîÿííûìè [3℄. Ïóñòü
f
n = f

n
j1j2j3

= f0 exp

(
ωtn + i

3∑

l=1

klxl

)
= λn f0 exp

(
i

3∑

l=1

kljlhl

) �âàðèàöèÿ �óíêöèè f0. Çäåñü tn = n τ, xl = jl hl, λ = eωn, ãäå λ � êîý��èöèåíò ðîñòàãàðìîíèê. Ââåäåì ñåòî÷íóþ íîðìó ‖fn‖ = max
∣∣fnj1j2j3

∣∣ äëÿ âñåõ 0 ≤ ji ≤ Ji, äëÿ êîòîðîéñïðàâåäëèâà îöåíêà ‖fn‖ ≤ |λ| · |fn−1| ≤ ... ≤ |λ|n · |f0|. Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ðàçíîñòíûåîïåðàòîðû Λj, Λj àïïðîêñèìèðóþò ïåðâûå ïðîèçâîäíûå ñ ïîðÿäêîì O(h) èëè O(h2).Òîãäà ïðè àïïðîêñèìàöèè ñ ïåðâûì ïîðÿäêîì
τΛjf

n = djf
n, τΛjf

n = djf
n, τµΛjjf

n = −r2j ,ãäå, íàïðèìåð, ïðè v ≥ 0

dj = τ(1− e−ikjhj)
/
hj , dj = τ(eikjhj − 1)

/
hj , tj = vjdj + r2j , t = 1 + t0,

t0 = t1 + t2 + t3, djdj = −r2j , r2j = 4(τ 2
/
h2) sin2(kjhj/2). (15)Ïðè àïïðîêñèìàöèè ñî âòîðûì ïîðÿäêîì Λj = Λj = (Λj− + Λj+)/2 è tj = vjdj = it̃j ,

t̃j = (τvj/hj) sin(kjhj), t̃0 = t̃1 + t̃2 + t̃3, t0 = it̃0. �àçíîñòíîé ñõåìå (14) óäîâëåòâîðÿåòõàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå
det

∥∥∥∥∥∥∥∥

0 d1λ d2λ d3λ

d1 [(1 + t0)λ− t0] (1 + t0)λ− 1 0 0

d2 [(1 + t0)λ− t0] 0 (1 + t0)λ− 1 0

d3 [(1 + t0)λ− t0] 0 0 (1 + t0)λ− 1

∥∥∥∥∥∥∥∥
= 0,êîðíè êîòîðîãî ðàâíû λ1 = 0, λ2 = t0/(1 + t0), λ3,4 = 1/(1 + t0) è, î÷åâèäíî, |λj| ≤ 1,ò. å. ñõåìà (14) óñòîé÷èâà. Çàìåòèì, ÷òî ðåàëèçàöèÿ ýòîé ñõåìû ïðè âû÷èñëåíèè êîìïî-íåíò âåêòîðà ṽ âîçìîæíà ìàòðè÷íûìè ïðîãîíêàìè, ÷òî äåëàåò äàííûé ïîäõîä íåýêîíî-ìè÷íûì.Åùå îäíèì ïîäõîäîì ïðè âû÷èñëåíèè êîìïîíåíò ñêîðîñòè ìîãóò áûòü ñõåìû ðàñ-ùåïëåíèÿ èëè ñòàáèëèçèðóþùåé ïîïðàâêè [10, 17℄

(vn+1/6 − v
n)
/
τ +B1h(v

n+1/6 − v
n) = −

(
3∑

j=1

Bjh +∇hp
n

)
,

(vn+2/6 − v
n+1/6)

/
τ +B2h(v

n+2/6 − v
n) = 0,

(vn+3/6 − v
n+2/6)

/
τ +B2h(v

n+3/6 − v
n) = 0,

(vn+1 − v
n+3/6)

/
τ +∇h(p

n+1 − pn) = 0, divh v
n+1 = 0.Èõ ðåàëèçàöèÿ íà äðîáíûõ øàãàõ ñâîäèòñÿ ê ñêàëÿðíûì ïðîãîíêàì äëÿ âû÷èñëåíèÿêîìïîíåíò âåêòîðà ñêîðîñòè è ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà âèäà (12) äëÿ íàõîæäåíèÿäàâëåíèÿ. Ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ äðîáíûõ øàãîâ ñõåìà ïðèâîäèòñÿ ê êàíîíè÷åñêîé �îðìå

3∏

j=1

(I + τBjh)(M + τB0h)
f
n+1 − f

n

τ
= −

3∑

j=0

Bjhf
n. (16)
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det

∥∥∥∥∥∥∥∥

0 d1λ d2λ d3λ

d1 [T (λ− 1) + 1] T (λ− 1) + t0 0 0

d2 [T (λ− 1) + 1] 0 T (λ− 1) + t0 0

d3 [T (λ− 1) + 1] 0 0 T (λ− 1) + t0

∥∥∥∥∥∥∥∥
= 0,êîðíè êîòîðîãî λ1 = 0, λ2 = (T − 1)/T, λ3, 4 = (T − t0)/T, à

T =
3∏

j=1

(1 + tj) = 1 + t0 +R, t0 = t1 + t2 + t3, R = t1t2 + t1t3 + t2t3 + t1t2t3 (ñì. (15)).Ïðè îòñóòñòâèè êîíâåêòèâíûõ ÷ëåíîâ â óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ (ïðè tj = r2j ) ïîëó÷èì
λ2 = (T − 1)/T = (t0 +R )/(1 + t0 +R), λ3, 4 = (T − t0)/T = (1 +R)/(1 + t0 + R),è, î÷åâèäíî, |λj| ≤ 1 äëÿ j = 1, 2, 3, 4, ò. å. ñõåìà (16) áåçóñëîâíî óñòîé÷èâà.�àññìîòðèì âòîðîé ïðåäåëüíûé ñëó÷àé ïðè r2j = 0, ñîîòâåòñòâóþùèé óðàâíåíèÿìÝéëåðà. Òîãäà, íàïðèìåð, äëÿ ñõåìû âòîðîãî ïîðÿäêà ïîëó÷èì

tj = i t̃j , T = 1− R1 + i(t̃0 − R2), R1 = t̃1t̃2 + t̃1t̃3 + t̃2t̃3, R2 = t̃1t̃2t̃3è
λ2 =

−R1 − i(t̃0 −R2)

1− R1 − i(t̃0 − R2)
, |λ2|

2 =
R2

1 + (t̃0 − R2)
2

(1− R1)2 + (t̃0 −R2)2
≤ 1 ïðè |R1| ≤ 0.5.Îòñþäà ñëåäóåò îöåíêà τ ≤

√
2/3 · h/|v|, ãäå h = min |hj| , |v| = max |vj |. Äëÿ äâóõîñòàâøèõñÿ êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷èì
λ3,4 =

1−R1 − iR2

1−R1 − i(t̃0 −R2)è |λ3,4| ≤ 1 â äâóìåðíîì ñëó÷àå, ïîñêîëüêó, êàê äëÿ âñÿêîé ñõåìû ïðèáëèæåííîé �àê-òîðèçàöèè (ñì. [6, 11℄), R2 ≡ 0 è |λ3,4| ≤ 1 ëèøü ïðè τ ≤ 4h/|3v|. Ïîäîáíûå îöåíêèñïðàâåäëèâû è äëÿ ñõåìû ïåðâîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè. Òàêèì îáðàçîì, ñõåìà ïðè-áëèæåííîé �àêòîðèçàöèè âèäà (16) äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñàíåñæèìàåìîé æèäêîñòè (7) èëè (8) òåðÿåò ñâîéñòâî áåçóñëîâíîé óñòîé÷èâîñòè óæå âäâóìåðíîì ñëó÷àå. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ñèñòåì ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé ñõåìû ïðèáëè-æåííîé �àêòîðèçàöèè äëÿ äâóìåðíûõ çàäà÷ áåçóñëîâíî óñòîé÷èâû. Ìîæíî îæèäàòü,÷òî ïîëó÷åííûå îöåíêè óñòîé÷èâîñòè äëÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé áóäóò ñïðàâåäëèâû èäëÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà (7). Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ìîäåëè Ñòîê-ñà, â êîòîðîé îòñóòñòâóþò êîíâåêòèâíûå ÷ëåíû â óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ, ýòè ñõåìû áåç-óñëîâíî óñòîé÷èâû äëÿ çàäà÷ ëþáîé ðàçìåðíîñòè.Â ðàáîòå [18℄ áûëà ïðåäëîæåíà ñõåìà ïðèáëèæåííîé �àêòîðèçàöèè
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46 Â.Ì. Êîâåíÿïîëó÷åííàÿ èç ñõåìû ñ âåñàìè (11) ïðè çàìåíå èñõîäíîãî îïåðàòîðà íà �àêòîðèçîâàí-íûé îïåðàòîð â âèäå
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(M + ταB0h) =M + τα
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j=0

Bjh+ τ
2α2

(
3∑

j=1

Bjh

)
B0h.Ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ äðîáíûõ øàãîâ îíà ïðèâîäèòñÿ ê êàíîíè÷åñêîé �îðìå (14), ò. å. áåç-óñëîâíî óñòîé÷èâà. �åøåíèå ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé íà ïåðâîì äðîáíîì øàãå n + 1/2ïðåäëàãàëîñü íàõîäèòü ñêàëÿðíûìè ïðîãîíêàìè ïî îäíîìó èç ïðîñòðàíñòâåííûõ íà-ïðàâëåíèé äëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû ξn+1/2 ñ ââåäåíèåì âíóòðåííèõ èòåðàöèé. Ïðîèë-ëþñòðèðóåì ðåàëèçàöèþ ñõåìû (17) íà äâóìåðíîé çàäà÷å. Ñèñòåìà ðàçíîñòíûõ óðàâíå-íèé, íàïðèìåð, äëÿ ïåðâîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè ìîæåò áûòü çàïèñàíà íà ïÿòèòî÷å÷íîìøàáëîíå â âèäå

Bξ
n+1/2
j,i = ajξ

n+1/2
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n+1/2
j,i + cjξ

n+1/2
j+1,i + djξ

n+1/2
j,i−1 + ejξ

n+1/2
j,i+1 = fj,i.Äëÿ ðåøåíèÿ ýòèõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ðàññìîòðèì èòåðàöèîííóþ ñõåìó

A(ξv+1 − ξv) = Bξv,ãäå ξv = ξ
n+1/2,v
j,i , à îïåðàòîð A âûáåðåì èç óñëîâèé íàèáîëåå áûñòðîé ñõîäèìîñòè.Ïîäîáíûì îáðàçîì ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ è äëÿ îñòàëüíûõêîìïîíåíò ñêîðîñòè. Â [18℄ äëÿ âû÷èñëåíèé ξn+1/2 áûëè èñïîëüçîâàíû ìåòîäû ïðî-ñòîé èòåðàöèè è Çåéäåëÿ. Ïðè ðàñ÷åòå òå÷åíèé â êàâåðíå äëÿ äîñòèæåíèÿ ñõîäèìîñòèòðåáîâàëîñü íåñêîëüêî âíóòðåííèõ èòåðàöèé. Ïîñëå îïðåäåëåíèÿ íåâÿçîê ñêîðîñòåé ïîèòåðàöèîííîé ñõåìå ÷èñëåííî ðåøàëîñü óðàâíåíèå Ïóàññîíà
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,ðåàëèçóåìîé ñêàëÿðíûìè ïðîãîíêàìè ïî êàæäîìó íàïðàâëåíèþ. Ïîñëå âû÷èñëåíèÿ

ξ
n+1/2
p ÿâíî âû÷èñëÿëèñü íåâÿçêè ñêîðîñòåé, çàòåì èç ïîñëåäíåãî øàãà ñõåìû (17) ÿâíîíàõîäèëèñü íîâûå çíà÷åíèÿ �óíêöèé íà íîâîì âðåìåííîì øàãå.Òàêèì îáðàçîì, íåÿâíûå ðàçíîñòíûå ñõåìû ïîëíîé àïïðîêñèìàöèè äëÿ ðåøåíèÿóðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà íåñæèìàåìîé æèäêîñòè òåðÿþò ñâîéñòâî áåçóñëîâíîé óñòîé-÷èâîñòè ïðè ââåäåíèè ðàñùåïëåíèÿ ïî �èçè÷åñêèì ïðîöåññàì è ïðîñòðàíñòâåííûì ïå-ðåìåííûì. Â îòëè÷èå îò ñõåì äëÿ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé â íåÿâíûõ ñõåìàõ ïðè-áëèæåííîé �àêòîðèçàöèè ïðè èñïîëüçîâàíèè ðàñùåïëåíèÿ óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñàïî ïðîñòðàíñòâåííûì íàïðàâëåíèÿì íåäîñòàòî÷íî áåçóñëîâíîé óñòîé÷èâîñòè ñõåìû íàäðîáíûõ øàãàõ. Ìîæíî îæèäàòü, ÷òî ýòè ñâîéñòâà ïðèñóùè ñèñòåìàì íåýâîëþöèîííûõóðàâíåíèé.
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