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Àíàëèòè÷åñêîå è ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèåîäíîé êðàåâîé çàäà÷è íåëèíåéíîé �èëüòðàöèèñ âûðîæäåíèåì∗À.Ë. Êàçàêîâ, À.À. ËåìïåðòÈíñòèòóò äèíàìèêè ñèñòåì è òåîðèè óïðàâëåíèÿ ÑÎ �ÀÍ, Èðêóòñê, �îññèÿe-mail: kazakov�i.ru, lempert�i.ruÈññëåäóåòñÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ íåëèíåéíîé �èëüòðàöèè (äè��ó-çèè, òåïëîïðîâîäíîñòè) ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà ñ âûðîæäåíèåì. Äëÿ ðàññìîòðåííîéçàäà÷è ïîñòðîåíû ëîêàëüíî-àíàëèòè÷åñêèå (â âèäå ñõîäÿùåãîñÿ ñòåïåííîãî ðÿäà)ðåøåíèÿ â ñëó÷àå ñòåïåííîé çàâèñèìîñòè êîý��èöèåíòà �èëüòðàöèè îò ïëîòíîñòè.Òåì ñàìûì ðàçâèòû èçâåñòíûå íàó÷íûå ðåçóëüòàòû À.Ô. Ñèäîðîâà è åãî ó÷åíèêîâ.Ïðîâåäåíû ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû ñ ïîìîùüþ îòðåçêîâ ïîñòðîåííûõ ðÿäîâ è ïðåäëî-æåííîé â ðàáîòå ðàçíîñòíîé ñõåìû.Êëþ÷åâûå ñëîâà: óðàâíåíèå íåëèíåéíîé �èëüòðàöèè, êðàåâàÿ çàäà÷à, àíàëèòè-÷åñêîå ðåøåíèå, ðàçíîñòíàÿ ñõåìà.ÂâåäåíèåÄëÿ óðàâíåíèÿ íåëèíåéíîé �èëüòðàöèè (äè��óçèè, òåïëîïðîâîäíîñòè) çàäà÷à èññëåäî-âàíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîçìóùåíèÿ ïî íóëåâîìó �îíó è âçàèìîñâÿçè çàêîíà äâèæåíèÿ�ðîíòà ñ ïîâåäåíèåì íåíóëåâîãî ðåøåíèÿ âáëèçè �ðîíòà ÿâëÿåòñÿ âåñüìà åñòåñòâåí-íîé. Îíà èìååò íå òîëüêî òåîðåòè÷åñêîå, íî è áîëüøîå ïðèêëàäíîå çíà÷åíèå, ïîñêîëüêóîïèñûâàåò äâèæåíèå �ðîíòà íåëèíåéíîé �èëüòðàöèè (äè��óçèè) [1℄, à òàêæå òåïëîâîéâîëíû, ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ ïî õîëîäíîìó �îíó ñ êîíå÷íîé ñêîðîñòüþ.À.Ô. Ñèäîðîâ â 1980-õ ãîäàõ ïðåäëîæèë ïðè àíàëèòè÷åñêîì è ÷èñëåííîì èññëåäî-âàíèè ïîäîáíûõ çàäà÷ (äëÿ óðàâíåíèÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà) ïðèìåíÿòü ìåòîä õàðàê-òåðèñòè÷åñêèõ ðÿäîâ, ðàíåå õîðîøî çàðåêîìåíäîâàâøèé ñåáÿ ïðè ïîñòðîåíèè ðåøåíèéëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé è ñèñòåì ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà [2℄. Çà ðàáîòîé [3℄ïîñëåäîâàëà ñåðèÿ ïóáëèêàöèé ([4 � 6℄ è äð.), êîòîðóþ è ïðîäîëæàåò äàííàÿ ñòàòüÿ.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÓðàâíåíèå �èëüòðàöèè ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîé �îðìîé çàêîíà Äàðñè äëÿ �èëüòðà-öèè ãàçà â ïîðèñòîé ñðåäå [7℄. Â ëèòåðàòóðå äàííîå óðàâíåíèå òàêæå íàçûâàåòñÿ óðàâ-íåíèåì íåëèíåéíîé äè��óçèè [4℄ è íåëèíåéíîé òåïëîïðîâîäíîñòè [6℄. Îäíàêî ìû çäåñüñëåäóåì òåðìèíîëîãèè, èñïîëüçîâàííîé â ðàáîòàõ À.Ô. Ñèäîðîâà [2℄.

∗�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ãðàíò � 11-07-00245).57



58 À.Ë. Êàçàêîâ, À.À. Ëåìïåðò�àññìîòðèì óðàâíåíèå íåëèíåéíîé �èëüòðàöèè ñî ñòåïåííîé çàâèñèìîñòüþ êîý�-�èöèåíòà �èëüòðàöèè îò ïëîòíîñòè K(T ) = αT σ:
Tt = αdiv(T σ∇T ), (1)ãäå T = T (t,x) � èñêîìàÿ �óíêöèÿ (ïëîòíîñòü ãàçà); t � âðåìÿ; x = (x1, x2, x3) �âåêòîð ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò; div,∇ � îïåðàòîðû äèâåðãåíöèè è ãðàäèåíòà ïîïðîñòðàíñòâåííûì êîîðäèíàòàì; α > 0, σ > 0 � èçâåñòíûå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàí-òû, îïðåäåëÿþùèå ñâîéñòâà ñðåäû (σ � ïîêàçàòåëü àäèàáàòû (ïîëèòðîïû)). Â ñëó÷àåòåïëîïðîâîäíîñòè �óíêöèÿ T ÿâëÿåòñÿ òåìïåðàòóðîé, â ñëó÷àå äè��óçèè � êîíöåí-òðàöèåé.Äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ïîëó÷åí ðÿä òî÷íûõ àâòîìîäåëüíûõ ðåøåíèé, îïèñûâàþùèõ òåï-ëîâûå âîëíû, êîòîðûå äâèæóòñÿ ñ êîíå÷íîé ñêîðîñòüþ ïðè íåîãðàíè÷åííîì âîçðàñòà-íèè òåìïåðàòóðû [8℄. Ïðè ðàöèîíàëüíûõ çíà÷åíèÿõ ïîêàçàòåëÿ àäèàáàòû σ â ñëó÷àÿõïëîñêîé, ñ�åðè÷åñêîé è öèëèíäðè÷åñêîé ñèììåòðèè â âèäå ñïåöèàëüíûõ ðÿäîâ ïîñòðî-åíû ðåøåíèÿ çàäà÷è î òåïëîâîé âîëíå, èìåþùåé çàäàííûå ñâîéñòâà [4℄.Ñòàíäàðòíàÿ çàìåíà u = T σ, t′ = αt ïðèâîäèò óðàâíåíèå (1) ê âèäó

ut = u∆u+
1

σ
(∇u)2. (2)Äëÿ ïðîöåññà �èëüòðàöèè âåëè÷èíà u èìååò êîíêðåòíûé �èçè÷åñêèé ñìûñë: äàâëåíèåãàçà â ïîðèñòîé ñðåäå (ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ). Ïðè u = 0 êîý��è-öèåíò ïåðåä âòîðûìè (ñòàðøèìè) ïðîèçâîäíûìè îáðàùàåòñÿ â íóëü è ïàðàáîëè÷åñêèéòèï óðàâíåíèÿ (2) âûðîæäàåòñÿ. Ýòîò ñëó÷àé � ïðåäìåò äàëüíåéøåãî ðàññìîòðåíèÿ.Îòìåòèì, ÷òî �óíêöèÿ u ≡ 0 ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2).Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ∂u

∂x2

=
∂u

∂x3

= 0, ò. å. ðàññìàòðèâàåòñÿ ïëîñêîñèììåòðè÷íûéñëó÷àé. Òîãäà óðàâíåíèå (2) èìååò âèä (x = x1)
ut = uuxx +

1

σ
(ux)

2. (3)Äëÿ (3) ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ êðàåâóþ çàäà÷ó:
u|x=a(t) = u0(t, x)|x=a(t), a(0) = 0, u0(0, 0) = 0, (4)ãäå èçâåñòíûå �óíêöèè a(t), u0(t, x) ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè.�àíåå äëÿ óðàâíåíèÿ (3) èññëåäîâàíû [6℄ êðàåâûå çàäà÷è

u
∣

∣

x=b(t) = 0, b(0) = 0, b′(0) 6= 0 (5)ëèáî [2, 6℄
u |x=0 = f(t), f(0) = 0, f ′(0) > 0, (6)ãäå b(t), f(t) � èçâåñòíûå àíàëèòè÷åñêèå â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íóëÿ �óíêöèè. Äëÿçàäà÷ (3), (5) è (3), (6) (äëÿ çàäà÷è (3), (6) â ëèòåðàòóðå âñòðå÷àåòñÿ íàèìåíîâàíèå�çàäà÷à À.Ä. Ñàõàðîâà îá èíèöèèðîâàíèè òåïëîâîé âîëíû�, [2, . 10℄) áûëè äîêàçàíûòåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé â êëàññå àíàëèòè-÷åñêèõ �óíêöèé.
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0u =�èñ. 1. Ïîâåðõíîñòü u = u(t, x) â ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ t, x, uÇàìåíà èñêîìîé �óíêöèè v = u − u0 ïîçâîëÿåò ñäåëàòü êðàåâûå óñëîâèÿ â çàäà÷å(3), (4) íóëåâûìè, îäíàêî ïðè ýòîì â óðàâíåíèè ïîÿâëÿþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ñëàãàåìûå,ñîäåðæàùèå ïðîèçâîäíûå èñêîìûõ �óíêöèé, ÷òî íåóäîáíî äëÿ äàëüíåéøåãî èññëåäî-âàíèÿ. Ïîýòîìó äàííàÿ çàìåíà íå ïðîèçâîäèòñÿ.Ñëåäóåò óêàçàòü, ÷òî çàäà÷è (3), (5) è (3), (6) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ÷àñòíûå ñëó÷àèçàäà÷è (3), (4) ïðè u0(t, x) ≡ 0 è a(t) ≡ 0 ñîîòâåòñòâåííî.Ïîñêîëüêó óðàâíåíèå (3) ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ âäîëü êîîð-äèíàòíîé îñè, òî ïðè íàëè÷èè âûðîæäåíèÿ, íå òåðÿÿ îáùíîñòè ðàññìîòðåíèÿ, ìîæíîñ÷èòàòü, ÷òî u(0, 0) = 0. Òîãäà ïîñòðîåíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3) ñ ãåîìåòðè÷åñêîéòî÷êè çðåíèÿ áóäåò ïîñòðîåíèåì ïîâåðõíîñòè u = u(t, x), ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íà÷àëîêîîðäèíàò, â ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ t, x, u (ðèñ. 1). Ñå÷åíèå ýòîé ïîâåðõíîñòè ïëîñ-êîñòüþ Out ïðèâîäèò ê óñëîâèþ (5), ïëîñêîñòüþ Oxt � ê óñëîâèþ (6). Íàêîíåö, ñå÷åíèåöèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ x = a(t) ïðèâîäèò ê óñëîâèþ (4).2. Îñíîâíàÿ òåîðåìàÒåîðåìà. Ïóñòü �óíêöèè u0(t, x), x = a(t), a′(0) 6= 0 ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè âíåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò è ïðîèçâîäíàÿ �óíêöèè u0(t, x) âäîëü êðè-âîé x = a(t) â òî÷êå t = 0 ðàâíà íóëþ. Òîãäà çàäà÷à (3), (4) èìååò â íåêîòîðîéîêðåñòíîñòè òî÷êè t = 0, x = 0 äâà àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèÿ.Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óñëîâèÿ òåîðåìû èìååì
ut(0, 0) + a′(0)ux(0, 0) = 0, a′(0) 6= 0. (7)Ôèçè÷åñêè ïåðâîå óñëîâèå (7) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê òðåáîâàíèå òîãî, ÷òîáûñêîðîñòü èçìåíåíèÿ äàâëåíèÿ u âäîëü êðèâîé x = a(t) â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíèáûëà íóëåâîé.Áóäåì ñòðîèòü ðåøåíèå çàäà÷è (3), (4) â âèäå êðàòíîãî ðÿäà

u =

∞
∑

k=0,l=0

uk,l

tk[x− a(t)]l

k!l!
. (8)



60 À.Ë. Êàçàêîâ, À.À. ËåìïåðòÄëÿ óäîáñòâà îïðåäåëåíèÿ êîý��èöèåíòîâ ðÿäà (8) ñäåëàåì â çàäà÷å (3), (4) çàìåíóíåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ
{

τ = t,
z = x− a(t).

(9)ßêîáèàí çàìåíû (9) J = 1, ò. å. ïîñëåäíÿÿ ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé. Â ýòîì ñëó÷àåïðîèçâîäíûå ìåíÿþòñÿ êàê
∂

∂x
=

∂

∂z
,

∂

∂t
= −a′(τ)

∂

∂z
+

∂

∂τ
,è çàäà÷à (3), (4) ïðèìåò âèä

{

uτ = a′(τ)uz + uuzz +
1
σu

2
z,

u|z=0 = f(τ),
(10)ãäå f(τ) = u0(τ, a(τ)). Èç àíàëèòè÷íîñòè �óíêöèé a(t) è u0(t, x) ñëåäóåò, ÷òî �óíêöèÿ

f(τ) òàêæå àíàëèòè÷åñêàÿ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè τ = 0, ò. å. �óíêöèè a(τ) è
f(τ) ìîãóò áûòü ðàçëîæåíû â ñõîäÿùèåñÿ ðÿäû

f(τ) =

∞
∑

n=0

fn
τn

n!
, fn =

dnf

dτn

∣

∣

∣

∣

τ=0

, a(τ) =

∞
∑

n=0

an
τn

n!
, an =

dna

dτn

∣

∣

∣

∣

τ=0

,ïðè÷åì èç (4) è (7) ñëåäóåò, ÷òî f(0) = f ′(0) = 0, a(0) = 0, a′(0) 6= 0, ò. å.
f0 = f1 = 0, a0 = 0, a1 6= 0. (11)C òî÷êè çðåíèÿ ïîñòðîåíèÿ �îðìàëüíîãî ðåøåíèÿ çíàê �óíêöèè f íå èìååò çíà÷å-íèÿ, îäíàêî èç �èçè÷åñêîãî ñìûñëà çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî ïåðâûé íåíóëåâîé èç êîý��è-öèåíòîâ fn äîëæåí áûòü ïîëîæèòåëüíûì. Åñëè æå âñå êîý��èöèåíòû fn ðàâíû íóëþ,ò. å. f ≡ 0, òî çàäà÷à (10) îïèñûâàåò äâèæåíèå òåïëîâîé âîëíû ïî õîëîäíîìó �îíó [6℄.�åøåíèå çàäà÷è (10) áóäåì èñêàòü â âèäå

u =
∞
∑

k=0,l=0

uk,l

τk

k!

zl

l!
, uk,l =

∂k+lu

∂τk∂zl

∣

∣

∣

∣

τ=0
z=0

. (12)Îäèíàêîâûå ñèìâîëû â �îðìóëàõ (8) è (12) îçíà÷àþò îäíè è òå æå âåëè÷èíû. Êîý�-�èöèåíòû ðÿäà (12) îïðåäåëÿþòñÿ èíäóêöèåé ïî ñóììàðíîìó ïîðÿäêó äè��åðåíöèðî-âàíèÿ n = k + l. Èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé èìååì uk,0 = fk(τ), k = 0, 1, . . . . Â ñèëó ýòîãî èñ ó÷åòîì (11) ïîëó÷èì
u0,0 = f0 = 0, u1,0 = f1 = 0.Äëÿ îïðåäåëåíèÿ u0,1, ïîëîæèâ â óðàâíåíèè (10) τ = z = 0, èìååì
u0,1

(

1

σ
u0,1 + a′(0)

)

= 0. (13)Ïðè íàõîæäåíèè êîðíåé (13) íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü äâà ñëó÷àÿ: u0,1 6= 0 è u0,1 = 0.1. �àññìîòðèì ñëó÷àé u0,1 6= 0. Òîãäà ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (13) ïðèìåò âèä
u0,1 = −σa1 6= 0,



Àíàëèòè÷åñêîå è ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå îäíîé êðàåâîé çàäà÷è... 61ò. å. âñå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà îïðåäåëåíû. Äàëåå íàéäåì ïðîèçâîäíûå âòîðîãîïîðÿäêà. Äëÿ ýòîãî ïðåæäå âñåãî èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïîëó÷èì
u2,0 = f2.Äëÿ íàõîæäåíèÿ u1,1 ïðîäè��åðåíöèðóåì óðàâíåíèå (10) ïî τ è ïðèìåì z = τ = 0.Ïîäñòàâèâ èçâåñòíûå âåëè÷èíû, ïîëó÷èì f2 = −2a1u1,1 + a1u1,1 − a2σa1, îòêóäà èìååì

u1,1 = −
f2 + σa1a2

a1
.Àíàëîãè÷íî, ïðîäè��åðåíöèðîâàâ (10) ïî z, ïîëîæèâ z = τ = 0, ïîäñòàâèâ èçâåñòíûåâåëè÷èíû è ïðèâåäÿ ïîäîáíûå ñëàãàåìûå, ïîëó÷èì

u0,2 =
f2 + σa1a2
(1 + σ)a21

.Òàêèì îáðàçîì, âñå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêà íàéäåíû è áàçà èíäóê-öèè óñòàíîâëåíà.Ïóñòü îïðåäåëåíû ïðîèçâîäíûå äî ïîðÿäêà n âêëþ÷èòåëüíî, ò. å. ïðåäïîëàãàþòñÿèçâåñòíûìè âñå ui,k ïðè i+ k = 0, ..., n. Òîãäà
un+1,0 = fn+1.Ïðîäè��åðåíöèðîâàâ óðàâíåíèå (10) k ðàç ïî τ , n − k ðàç ïî z è ïîëîæèâ z = τ = 0,ïîëó÷èì

uk+1,n−k =

k
∑

i=0

C i
kai+1uk−i,n−k+1 +

k
∑

i=0

n−k
∑

j=0

C i
kC

j

n−kuk−i,n−k−jui,j+2+

+
1

σ

k
∑

i=0

n−k
∑

j=0

C i
kC

j

n−kuk−i,n−k−j+1ui,j+1. (14)Ïðè k = n èìååì óðàâíåíèå un+1,0 = −a1un,1+gn,0, èç êîòîðîãî îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ
un,1 = −

fn
a1

+
gn,0
a1

,ãäå �óíêöèÿ
gn,0 =

n
∑

i=1

C i
nai+1un−i,1 +

n
∑

i=2

C i
nui,0un−i,2 +

1

σ

n−1
∑

i=1

C i
nun−i,1ui,1çàâèñèò îò ïðîèçâîäíûõ ïîðÿäêà íå âûøå n, êîòîðûå èçâåñòíû â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿèíäóêöèè. Äàëåå ïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èñëÿþòñÿ

uk,n−k+1 =
gk,n−k − uk+1,n−k

a1[1 + (n− k)σ]
, k = n− 1, . . . , 0,
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gk,n−k =

k
∑

i=0

n−k
∑

j=0
i+j≤n−2

C i
kC

j

n−kuk−i,n−k−jui,j+2+

+
1

σ

k
∑

i=0

n−k
∑

j=0
i+j 6=0,
i+j 6=n

C i
kC

j

n−kui,j+1uk−i,n−k−j+1 +
k

∑

i=1

C i
kai+1uk−i,n−k+1çàâèñÿò îò âåëè÷èí, èçâåñòíûõ â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè.Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ñëó÷àÿ u0,1 6= 0 �îðìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (10) ïîñòðîåíî.2. �àññìîòðèì ñëó÷àé u0,1 = 0, â çàäà÷å î äâèæåíèè òåïëîâîãî �ðîíòà ïî õîëîäíîìó�îíó [6℄ ïðèâîäÿùèé ê òðèâèàëüíîìó ðåøåíèþ. Îäíàêî, åñëè ñðåäè fn åñòü õîòÿ áûîäèí íåíóëåâîé êîý��èöèåíò, ðåøåíèå òàêæå áóäåò íåíóëåâûì.Ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ çäåñü àíàëîãè÷íà âûøåîïèñàííîé. Ïðè ýòîì ïîëó-÷àþòñÿ ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

u2,0 = f2, u1,1 =
f2
a1

, u0,2 =
f2
a21

.Ïóñòü íàéäåíû âñå ïðîèçâîäíûå äî ïîðÿäêà n âêëþ÷èòåëüíî. Òîãäà èç (10), ïîñêîëüêó
u1,0 = u0,1 = 0, ïîëó÷àåì

un+1,0 = fn+1, uk,n−k+1 =
uk+1,n−k − gk,n−k

a1
, k = n− 1, . . . , 0.Òàêèì îáðàçîì, îáà �îðìàëüíûõ ðåøåíèÿ çàäà÷è (10) ïîñòðîåíû.Ñõîäèìîñòü ïîñòðîåííûõ ðÿäîâ äîêàçûâàåòñÿ ìåòîäîì ìàæîðàíò, ïðè÷åì äëÿ ïåðâî-ãî è âòîðîãî ñëó÷àåâ ñòðîèòñÿ îäíà è òà æå ìàæîðàíòà. Ïîäðîáíîå äîêàçàòåëüñòâî çäåñüíå ïðèâîäèòñÿ, òàê êàê ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ ñòàíäàðòíàÿ ïðîöåäóðà, ïðåäëîæåííàÿâ [6℄, à ñàìî äîêàçàòåëüñòâî ÿâëÿåòñÿ âåñüìà ãðîìîçäêèì.Àíàëîãè÷íî [6℄ óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî îáëàñòü ñõîäèìîñòè ðÿäà (8) èìååò âèä |t| <

t0, |x − a(t)| < H(t), ãäå t0 > 0 � áëèæàéøàÿ ê íóëþ îñîáàÿ òî÷êà äëÿ �óíêöèé
a(t), 1/a′(t), f(t), H(t) � ïîëîæèòåëüíàÿ �óíêöèÿ, êîòîðàÿ ïðè ïðèáëèæåíèè çíà÷å-íèÿ àðãóìåíòà ñëåâà ê t = t0 ñòðåìèòñÿ ê íóëþ êàê íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ñòåïåíüâåëè÷èíû |t− t0|.Çàìå÷àíèå 1. Äàííàÿ òåîðåìà îáîáùàåò ðåçóëüòàò ðàáîòû [6℄ äëÿ çàäà÷è (3), (5).Çàäà÷à (3), (6) ïîä åå äåéñòâèå íå ïîäïàäàåò.3. Ïîñòðîåíèå �ðîíòà �èëüòðàöèè�ÿä (8) óäîáåí äëÿ èññëåäîâàíèÿ (â òîì ÷èñëå ÷èñëåííîãî) ðåøåíèÿ çàäà÷è (3), (4)âáëèçè ëèíèè x = a(t). Âìåñòå ñ òåì îí íå ïîçâîëÿåò ý��åêòèâíî ñòðîèòü �ðîíò �èëü-òðàöèè, ò. å. ëèíèþ x = b(t), ðàçäåëÿþùóþ íà ïëîñêîñòè Oxt îáëàñòè âîçìóùåííîãî è�îíîâîãî òðèâèàëüíîãî ðåøåíèé. Â ñàìîì äåëå, óðàâíåíèå u = 0 â ñëó÷àå, êîãäà �óíê-öèÿ u(t, x) ïðåäñòàâëåíà â âèäå ðÿäà ñ ðåêóððåíòíî âû÷èñëÿåìûìè êîý��èöèåíòàìè,



Àíàëèòè÷åñêîå è ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå îäíîé êðàåâîé çàäà÷è... 63ðåøàòü çàòðóäíèòåëüíî. Â äàííîì ðàçäåëå ïðåäëàãàåòñÿ ïðîöåäóðà, ïîçâîëÿþùàÿ ïî-ñòðîèòü �óíêöèþ b(t) â âèäå ñòåïåííîãî ðÿäà.Ñäåëàåì â óðàâíåíèè (3) çàìåíó ïåðåìåííûõ
{

s = t,
y = x− b(t),

(15)àíàëîãè÷íóþ (9) ñ òîé ðàçíèöåé, ÷òî �óíêöèÿ b(t) ïîêà íåèçâåñòíà, îäíàêî èç (4) ñëå-äóåò, ÷òî b(0) = 0. Ïîäîáíîãî ðîäà çàìåíû íåðåäêî ïðèìåíÿþòñÿ ïðè èññëåäîâàíèèêðàåâûõ çàäà÷ äëÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè [6, 9℄. Â ðåçóëü-òàòå çàäà÷à (3), (4) ïðèìåò âèä
{

us = b′(s)uy + uuyy +
1
σu

2
y,

u|y=0 = 0, u|y=a(s)−b(s) = f(s), b(0) = 0.
(16)�åøåíèå çàäà÷è (16) áóäåì èñêàòü â âèäå

u(s, y) =
∞
∑

k,l=0

vk,l
sk

k!

yl

l!
, vk,l =

∂k+lu

∂sk∂yl

∣

∣

∣

∣

s=0
y=0

, b(s) =
∞
∑

n=0

bn
sn

n!
, bn =

dnb

dsn

∣

∣

∣

∣

s=0

. (17)Êîý��èöèåíòû ðÿäîâ (17) îïðåäåëÿþòñÿ èíäóêöèåé ïî ñóììàðíîìó ïîðÿäêó äè��å-ðåíöèðîâàíèÿ n = k + l.Èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé èìååì b0 = 0, vk,0 = 0, k = 0, 1, . . . , â òîì ÷èñëå v0,0 = 0,
v1,0 = 0. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ v0,1, b1, ïîëîæèâ â (16) s = y = 0, ïîëó÷èì ñèñòåìó àëãåáðà-è÷åñêèõ óðàâíåíèé

{

b1v0,1 +
1
σv

2
0,1 = 0,

v0,1(a1 − b1) = 0.
(18)Ïðè v0,1 6= 0 ðåøåíèå (18) çàïèøåòñÿ êàê

b1 = a1, v0,1 = −σa1.Ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ñëó÷àé v0,1 = 0 ïðèâîäèò ê òðèâèàëüíîìó ðåøåíèþ.Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîý��èöèåíòîâ
bn, vn−1,1, vn−2,2 . . . , v0,n (19)ïðè êàæäîì n ðåøàåòñÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ äâóõäèàãîíàëü-íîé ìàòðèöåé è íåíóëåâûì îïðåäåëèòåëåì. Îòûñêàíèå êîý��èöèåíòîâ (19) ñîîòâåòñòâó-åò ïîñòðîåíèþ ðÿäîâ (17), â òîì ÷èñëå �óíêöèè b(t).Çàìå÷àíèå 2. Èç ðàâåíñòâà a1 = b1 ñëåäóåò, ÷òî êðèâûå x = a(t) è x = b(t) ïðèóñëîâèè f ′(0) = 0 èìåþò îáùóþ êàñàòåëüíóþ.4. Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíòÂ õîäå âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà ðåøåíî çíà÷èòåëüíîå ÷èñëî çàäà÷ âèäà (10). Ïðè-âåäåì îäíó èç íèõ â êà÷åñòâå ïðèìåðà. Êîíñòàíòà σ âåçäå âûáèðàëàñü σ = 3, ÷òî ðàâíîïîêàçàòåëþ àäèàáàòû äëÿ âîäû, à òàêæå ñîîòâåòñòâóåò äëÿ êðèñòàëëè÷åñêèõ äèýëåê-òðèêîâ ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ òàê íàçûâàåìîìó ðåæèìó Êàçèìèðà [10℄.



64 À.Ë. Êàçàêîâ, À.À. ËåìïåðòÏðèìåð 1. �àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à âèäà (10) ïðè a(τ) = 2τ, f(τ) = τ 2, τ, z ∈ [0, 0.5],ò. å.
{

uτ = uuzz +
1
σu

2
z + 2uz,

u|z=0 = τ 2.�åøåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ñëó÷àþ u0,1 6= 0, áóäåì ñòðîèòü ñ ïîìîùüþ îòðåçêîâ ðÿ-äà (12). Â òàáë. 1 ïðèâåäåíû îòíîñèòåëüíûå ïîãðåøíîñòè ïðè èñïîëüçîâàíèè ðàçëè÷íîãî÷èñëà ÷ëåíîâ ðÿäà è ðàçíîãî øàãà ïî íåçàâèñèìûì ïåðåìåííûì. Ïîãðåøíîñòü âû÷èñ-ëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíî ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííîãî ñ ïîìîùüþ îòðåçêà ðÿäàñî ñëàãàåìûìè äî ïÿòîé ñòåïåíè âêëþ÷èòåëüíî. Çäåñü ïîä ñòàðøåé ñòåïåíüþ ïîíèìà-åòñÿ íàèáîëüøàÿ ñòåïåíü ñëàãàåìûõ, èñïîëüçóåìûõ ïðè ñóììèðîâàíèè, à øàã ïî τ è
z âûáèðàåòñÿ îäèíàêîâûì. Âèäíî, ÷òî îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü óìåíüøàåòñÿ ïðèèçìåëü÷åíèè ñåòêè è óâåëè÷åíèè ñòàðøåé ñòåïåíè.Íà ðèñ. 2, a ïðåäñòàâëåíî ðåøåíèå çàäà÷è (ñïëîøíûìè ëèíèÿìè ïîêàçàíû çàäàííûåêðàåâûå óñëîâèÿ ïðè z = 0: u = f(τ) è ïîëó÷åííûé êðàåâîé ðåæèì u = g(τ,−a(τ)),øòðèõîì îáîçíà÷åíà íàéäåííàÿ ëèíèÿ íóëåâîé òåìïåðàòóðû). Íà ðèñ. 2, á ïðèâåäåíêðàåâîé ðåæèì ïðè x = 0. Ïîñêîëüêó â äàííîì ñëó÷àå �óíêöèè a(τ), 1/a(τ) è f(τ)Ò à á ë è ö à 1. Îòíîñèòåëüíûå ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿØàã Ñòàðøàÿ ñòåïåíü2 3 40.02 0.024251893 0.004150974 0.0021260870.01 0.00803836 0.001715344 0.0010566050.005 0.002315524 0.000300932 7.08592E-050.002 0.000712987 5.17148E-05 5.5437E-060.001 0.000304731 1.41345E-05 8.88281E-07

à á�èñ. 2. �åøåíèå çàäà÷è (a), êðàåâîé ðåæèì (á)



Àíàëèòè÷åñêîå è ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå îäíîé êðàåâîé çàäà÷è... 65îñîáåííîñòåé íå èìåþò, ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü ëåæèò â îáëàñòè ñõîäèìîñòè ðÿäîâ (ñì. äî-êàçàòåëüñòâî òåîðåìû â ðàçäåëå 2).5. �àçíîñòíàÿ ñõåìàÁóäåì àïïðîêñèìèðîâàòü òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è (10) ðåøåíèåì ñëåäóþùèõ ðàçíîñòíûõóðàâíåíèé:


























ui+1,k − ui,k

s
= ui,k

ui,k+1 − 2ui,k + ui,k−1

h2
+

1

σ

(ui,k+1 − ui,k) (ui,k − ui,k−1)

h2
+

+Ai

ui,k − ui,k−1

h
,

ui,0 = Fi,

k = 1, n− 1, i = 0, n− k − 1.

(20)Çäåñü τ = is, z = kh, çíà÷åíèÿ èñêîìîé �óíêöèè ui,k ≈ u(is, kh), Ai = a′(is), Fi = f(is),
k = 1, n− 1, i = 0, n− k − 1, s, h � øàãè ðàâíîìåðíîé ñåòêè. Èç ñîîòíîøåíèé (20)ìîæíî âèäåòü, ÷òî äëÿ àïïðîêñèìàöèè uzz íåîáõîäèìî çíàòü çíà÷åíèÿ �óíêöèè u íàäâóõ ñëîÿõ, à èç êðàåâûõ óñëîâèé îíè îïðåäåëÿþòñÿ òîëüêî íà îäíîì ñëîå. Ïîýòîìó âîáùåì ñëó÷àå âîñïîëüçîâàòüñÿ äàííûìè ðàçíîñòíûìè óðàâíåíèÿìè íå ïðåäñòàâëÿåòñÿâîçìîæíûì.Îäíàêî ïðè f(τ) ≡ 0 ýòà ïðîáëåìà ðàçðåøèìà, òàê êàê èç êðàåâûõ óñëîâèé èìååì
ui,0 = 0, è òîãäà íà ïåðâîì ñëîå ìíîæèòåëü, ñòîÿùèé ïðè âòîðîé ïðîèçâîäíîé ïî z,îáðàùàåòñÿ â íóëü. Â äàííîì ñëó÷àå ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ íà ïåðâîì ñëîå ïðèìóò âèä

ui+1,0 − ui,0

s
=

1

σ

(ui,1 − ui,0)
2

h2
+ Ai

ui,1 − ui,0

h
,îòêóäà, ñ÷èòàÿ ui,1 6= 0, íàéäåì ui,1 = −Aiσh > 0. Äàëüíåéøèå âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäÿò-ñÿ ïî ñõåìå (20) ïðè ui,0 = 0. Íà ðèñ. 3 øòðèõîâîé ëèíèåé ïîêàçàí øàáëîí äëÿ ïåðâîãîñëîÿ, ñïëîøíîé � äëÿ âñåõ íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî ñëîåâ. Äâèæåíèå øàáëîíà îñóùåñòâëÿ-åòñÿ âäîëü îñè Oτ .Íà ðèñ. 4 ïðåäñòàâëåíà îáëàñòü ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ â èñõîäíûõ (�èçè÷åñêèõ) ïå-ðåìåííûõ t, x è â íîâûõ ïåðåìåííûõ τ, z.

�èñ. 3. Øàáëîí ðàçíîñòíîé ñõåìû �èñ. 4. Îáëàñòü ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ
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{

uτ = uuxx +
1
σu

2
x,

u|x=a(t) = 0, a(t) = 0.5t.Äëÿ òàêîé çàäà÷è èçâåñòíî ðåøåíèå u(t, x) = −0.5σ(x−0.5t). Íà ðèñ. 5 ïîêàçàíî ðåøåíèåçàäà÷è â �èçè÷åñêèõ t, x (a) è â íîâûõ τ, z (á) ïåðåìåííûõ. Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � çàäàíèåíà÷àëüíûõ óñëîâèé, øòðèõîâàÿ � íàéäåííûé êðàåâîé ðåæèì ïðè x = 0. Èç ðèñóíêàñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèÿ, ïîñòðîåííûå ñ ïîìîùüþ ðàçíîñòíîé ñõåìû è îòðåçêà ðÿäà (12),ñîâïàäàþò ñ òî÷íûì ðåøåíèåì.Ïðèìåð 3. �àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à
{

ut = uuxx +
1
σu

2
x,

u|x=a(t) = 0, a(t) = ln(t + 1), τ, z ∈ [0, 0.2].Â òàáë. 2 ïðèâåäåíû ïîãðåøíîñòè äëÿ êðàåâîãî ðåæèìà ïðè x = 0, ïîëó÷åííîãî ñèñïîëüçîâàíèåì ðàçíîñòíîé ñõåìû, âû÷èñëåííûå îòíîñèòåëüíî êðàåâîãî ðåæèìà, ïî-ñòðîåííîãî ñ ïîìîùüþ îòðåçêà ðÿäà ñî ñëàãàåìûìè äî ïÿòîé ñòåïåíè âêëþ÷èòåëüíî.Âèäíî, ÷òî îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü íåçíà÷èòåëüíî óìåíüøàåòñÿ ïðè èçìåëü÷åíèè

à á�èñ. 5. �åøåíèå çàäà÷è â �èçè÷åñêèõ t, x (a) è â íîâûõ τ, z (á) ïåðåìåííûõÒ à á ë è ö à 2. Îòíîñèòåëüíûå ïîãðåøíîñòè äëÿ êðàåâîãî ðåæèìà ïðè z = 0Øàã Îòíîñèòåëüíàÿïîãðåøíîñòü0.02 0.0305370.01 0.0304520.005 0.02998240.0025 0.0282477
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�èñ. 6. Êðàåâîé ðåæèì ïðè x = 0ñåòêè. Â äàííîì ñëó÷àå �óíêöèÿ a(τ) èìååò îñîáåííîñòü ïðè τ = 1. Ñëåäîâàòåëüíî,îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé ñâåðõó è ïðè
τ ≥ 1 ðÿä (8) çàâåäîìî ðàñõîäèòñÿ ïðè âñåõ z > 0 (ñì. äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû â ðàç-äåëå 2). Ïðîâåäåííûå ðàñ÷åòû ïîçâîëèëè óòî÷íèòü îáëàñòü ñõîäèìîñòè. Â ÷àñòíîñòè,óñòàíîâëåíî, ÷òî îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü äëÿ êðàåâîãî ðåæèìà ïðè x = 0 ñ ðî-ñòîì τ ïðè τ > 0.2 ñóùåñòâåííî âîçðàñòàåò. Ýòî, ïî-âèäèìîìó, ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ðÿäïðè äàííûõ çíà÷åíèÿõ τ ñòàíîâèòñÿ ðàñõîäÿùèìñÿ.Íà ðèñ. 6 ïîêàçàíû êðàåâûå ðåæèìû ïðè x = 0, ïîñòðîåííûå ñ ïîìîùüþ ðàçíîñòíîéñõåìû (òî÷êè) è îòðåçêà ðÿäà (12) (ëèíèÿ).Ïî ðåçóëüòàòàì ïðåäñòàâëåííîãî èññëåäîâàíèÿ ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû.1. Äëÿ çàäà÷è (3), (4), îïèñûâàþùåé, â òîì ÷èñëå, íåëèíåéíóþ �èëüòðàöèþ â ïîðè-ñòîé ñðåäå è îáîáùàþùåé èçâåñòíóþ çàäà÷ó î äâèæåíèè òåïëîâîé âîëíû ïî õîëîäíîìó�îíó (�ðîíòà �èëüòðàöèè ïî íóëåâîìó �îíó), ïîñòðîåíû íîâûå ðåøåíèÿ â êëàññå àíà-ëèòè÷åñêèõ �óíêöèé.2. Ïîñòðîåííûå ðåøåíèÿ ïðèìåíåíû äëÿ ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ ðàññìîòðåííîéçàäà÷è.3. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ðàñ÷åòîâ, ñäåëàííûõ ïðè ïîìîùè îòðåçêîâ ðÿäîâ, ñ ðàñ÷å-òàìè, âûïîëíåííûìè ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåäëîæåííîé â ðàáîòå ðàçíîñòíîé ñõåìû, è ñèçâåñòíûì òî÷íûì ðåøåíèåì. Óñòàíîâëåíî õîðîøåå ñîâïàäåíèå ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åí-íûõ ðàçíûìè ñïîñîáàìè äëÿ îäíèõ è òåõ æå êðàåâûõ óñëîâèé.Õîòÿ ðàñ÷åòû áûëè âûïîëíåíû ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (7), ïîëàãàåì, ÷òî â äàëüíåéøåìäàííûå òðåáîâàíèÿ óäàñòñÿ îñëàáèòü, â ÷àñòíîñòè, îòêàçàòüñÿ îò ïåðâîãî èç íèõ. Â ýòîìñëó÷àå êîý��èöèåíòû ðÿäîâ (8) áóäóò îïðåäåëÿòüñÿ ïðè ðåøåíèè òðåõäèàãîíàëüíûõ ñè-ñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, äëÿ êîòîðûõ, âîîáùå ãîâîðÿ, íå âûïîëíåíîóñëîâèå äèàãîíàëüíîãî ïðåîáëàäàíèÿ, â ñèëó ÷åãî ïîñòðîåíèå ðåøåíèÿ è äîêàçàòåëüñòâîñõîäèìîñòè ðÿäîâ ñâÿçàíû ñî çíà÷èòåëüíûìè àíàëèòè÷åñêèìè òðóäíîñòÿìè, ïðåîäîëå-íèå êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ âîïðîñîì ñïåöèàëüíîãî èññëåäîâàíèÿ.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Áàðåíáëàòò �.È., Åíòîâ Â.Ì., �ûæèê Â.Ì. Òåîðèÿ íåñòàöèîíàðíîé �èëüòðàöèèæèäêîñòè è ãàçà. Ì.: Íåäðà, 1972. 220 .
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