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Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ðåàëèçàöèéìîäè�èêàöèè �îíà â ìåòîäàõ äðîáëåíèÿ ïàðàìåòðîâÄ.Þ. Ëþäâèí, Ñ.Ï. ØàðûéÈíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíûõ òåõíîëîãèé ÑÎ �ÀÍ, Íîâîñèáèðñê, �îññèÿe-mail: lyudvin�ngs.ru, shary�it.ns.ru�àáîòà ïîñâÿùåíà ñðàâíåíèþ ðàçëè÷íûõ ðåàëèçàöèé ìåòîäîâ äðîáëåíèÿ ïàðà-ìåòðîâ äëÿ îïòèìàëüíîãî âíåøíåãî îöåíèâàíèÿ ìíîæåñòâ ðåøåíèé èíòåðâàëüíûõëèíåéíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé. �ëàâíîå âíèìàíèå óäåëåíî àíàëèçó ìîäè�èêàöèè íàîñíîâå ìåòîäèêè �îíà êàê íàèáîëåå ñëîæíîé, òðóäîçàòðàòíîé, íî è íàèáîëåå ý�-�åêòèâíîé. Ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ñ ðàçëè÷-íûìè ñïîñîáàìè îðãàíèçàöèè âû÷èñëåíèé, èõ àíàëèç è îáñóæäåíèå. Äàíû ïðàê-òè÷åñêèå ðåêîìåíäàöèè ïî îïòèìèçàöèè âû÷èñëèòåëüíûõ ñõåì ìåòîäîâ äðîáëåíèÿïàðàìåòðîâ.Êëþ÷åâûå ñëîâà: èíòåðâàë, èíòåðâàëüíûé àíàëèç, èíòåðâàëüíàÿ ñèñòåìà ëèíåé-íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ìåòîä äðîáëåíèÿ ïàðàìåòðîâ, ìîäè�èêàöèÿ �îíà.Ââåäåíèå è ïîñòàíîâêà çàäà÷è�àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à âíåøíåãî èíòåðâàëüíîãî îöåíèâàíèÿ îáúåäèíåííîãî ìíîæåñòâàðåøåíèé èíòåðâàëüíûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÈÑËÀÓ) âèäà























a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2,... ... . . . ... ...
an1x1 + an2x2 + . . . + annxn = bn

(1)ñ èíòåðâàëüíûìè êîý��èöèåíòàìè aij è èíòåðâàëüíûìè ïðàâûìè ÷àñòÿìè bi, i, j =
1, 2, . . . , n, èëè, êðàòêî,

Ax = b, (2)ãäåA = (aij)� èíòåðâàëüíàÿ (n×n)-ìàòðèöà, b = (bi)� èíòåðâàëüíûé n-âåêòîð (áðóñ).Ñèñòåìû (1)�(2) ïðåäñòàâëÿþòñÿ êàê ñåìåéñòâà îáû÷íûõ òî÷å÷íûõ (íåèíòåðâàëüíûõ)ëèíåéíûõ ñèñòåì Ax = b òîé æå ñòðóêòóðû ñ ìàòðèöàìè A ∈ A è âåêòîðàìè b ∈ b.Îáúåäèíåííûì ìíîæåñòâîì ðåøåíèé èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèéáóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî
Ξ(A, b) =

{

x ∈ R
n | (∃A ∈ A)(∃ b ∈ b)(Ax = b)

}

, (3)îáðàçîâàííîå âñåâîçìîæíûìè ðåøåíèÿìè òî÷å÷íûõ ñèñòåì Ax = b  A ∈ A, b ∈ b. Äëÿèíòåðâàëüíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé ñóùåñòâóþò òàêæå äðóãèå ìíîæåñòâà ðåøåíèé, ñîîò-âåòñòâóþùèå òåì èëè èíûì ïðàêòè÷åñêèì ñèòóàöèÿì. Ïîñêîëüêó â íàñòîÿùåé ðàáîòåîíè íå ðàññìàòðèâàþòñÿ, òî äàëåå (3) áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâîì ðåøåíèé.69



70 Ä.Þ. Ëþäâèí, Ñ.Ï. ØàðûéÄàëåå èíòåðâàëüíàÿ ìàòðèöà A ïðåäïîëàãàåòñÿ íåîñîáåííîé, ò. å. ñîäåðæàùåé òîëü-êî íåîñîáåííûå (íåâûðîæäåííûå) òî÷å÷íûå ìàòðèöû. Òîãäà ìíîæåñòâî ðåøåíèé Ξ(A, b)ñèñòåìû (1)�(2) îãðàíè÷åíî. Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü çàäà÷à îïòèìàëüíîãî âíåøíåãî èí-òåðâàëüíîãî îöåíèâàíèÿ ýòîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé:Íàéòè èíòåðâàëüíûé âåêòîð U ⊂ IR
n, èìåþùèé íàè-ìåíüøóþ âîçìîæíóþ øèðèíó è ñîäåðæàùèé ìíîæåñòâî ðå-øåíèé Ξ(A, b) èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé Ax = b. (4)Âû÷èñëåíèå äëÿ ìíîæåñòâà ðåøåíèé âíåøíèõ ïîêîîðäèíàòíûõ îöåíîê ñ çàäàííîéòî÷íîñòüþ ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé çàäà÷åé [1 � 3℄. Â ñèëó åå òðóäíîðåøàåìîñòè ñîîòâåò-ñòâóþùèå ÷èñëåííûå ìåòîäû ÿâëÿþòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî òðóäíûìè è ïî ñâîåé ñòðóê-òóðå áëèçêè ïåðåáîðíûì àëãîðèòìàì äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè.Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ ý��åêòèâíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ äëÿ íà-õîæäåíèÿ ðåøåíèé çàäà÷è (4), íàçûâàåìûé ìåòîäàìè äðîáëåíèÿ ïàðàìåòðîâ (èëè PPS-ìåòîäàìè1) [4 � 6℄. Èõ îñíîâíàÿ èäåÿ � ïðåäñòàâèòü �âíåøíþþ çàäà÷ó� êàê îïòèìèçà-öèîííóþ è ïðèìåíèòü äëÿ åå ðåøåíèÿ èíòåðâàëüíûå ìåòîäû ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè.Çàäà÷à ïîèñêà íèæíèõ îöåíîê ìíîæåñòâà ðåøåíèé ÈÑËÀÓ ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å ãëî-áàëüíîé îïòèìèçàöèè âåëè÷èíû

min{xν | Ax = b}êàê �óíêöèè ïàðàìåòðîâ A ∈ A è b ∈ b.Çàäà÷ó ïîèñêà íèæíèõ îöåíîê ìíîæåñòâà ðåøåíèé ÈÑËÀÓ ìîæíî ïåðå�îðìóëèðî-âàòü â âèäå Íàéòè min{xν | x ∈ Ξ(A, b)}, ν = 1, 2, . . . , n,ëèáî êàê ìîæíî áîëåå òî÷íûå îöåíêè ñíèçó. (5)Ïðè ïîèñêå âíåøíèõ îöåíîê ìíîæåñòâà ðåøåíèé ÈÑËÀÓ áóäåì ó÷èòûâàòü, ÷òî
max{xν | x ∈ Ξ(A, b)} = −min{xν | x ∈ Ξ(A,−b)}.Ìåòîä äðîáëåíèÿ ïàðàìåòðîâ çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîì óëó÷øåíèè îöåíêè

min{xν | x ∈ Ξ(A, b)} ïîñðåäñòâîì äðîáëåíèÿ ñèñòåìû Ax = b íà äâå ÈÑËÀÓ-ïîòîìêà,ïîëó÷àþùèåñÿ èç ýòîé ñèñòåìû ðàññå÷åíèåì íà êîíöû îäíîãî èíòåðâàëüíîãî ýëåìåíòàëèáî â ìàòðèöå A, ëèáî â âåêòîðå b. Ýòî âîçìîæíî â ñèëó òåîðåìû Áåêà�Íèêåëÿ,ñîãëàñíî êîòîðîé òî÷íûå çíà÷åíèÿ min{xν | x ∈ Ξ(A, b)} è max{xν | x ∈ Ξ(A, b)},
ν = 1, 2, . . . , n, äîñòèãàþòñÿ íà ðåøåíèÿõ òî÷å÷íûõ ñèñòåì óðàâíåíèé Ax = b òàêèõ,÷òî ìàòðèöà A è âåêòîð b îáðàçîâàíû êîíöàìè èíòåðâàëüíûõ ýëåìåíòîâ èç A è b. Èòå-ðàöèîííàÿ ïðîöåäóðà óëó÷øåíèÿ îöåíêè ñòðîèòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ õîðîøî èçâåñòíûììåòîäîì �âåòâåé è ãðàíèö�.�åçóëüòàò òåîðåìû Áåêà�Íèêåëÿ áûë çíà÷èòåëüíî óñèëåí È. �îíîì [7℄, óòî÷íèâ-øèì ìíîæåñòâî âåðøèí ìàòðèöû A ∈ A è âåêòîðà b ∈ b, íà êîòîðûõ äîñòèãàþòñÿìèíèìàëüíîå è ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò òî÷åê èç ìíîæåñòâà Ξ(A, b) ðåøå-íèé èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû Ax = b.Öåëü äàííîé ðàáîòû � ðåàëèçàöèÿ ðàçëè÷íûõ âåðñèé ìåòîäîâ äðîáëåíèÿ ïàðàìåò-ðîâ, â ÷àñòíîñòè, ñ èñïîëüçîâàíèåì ìîäè�èêàöèè �îíà, èõ àïðîáàöèÿ íà òåñòîâûõ ïðè-ìåðàõ è ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.1PPS � Partitioning Parameter Set.



Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ðåàëèçàöèé ìîäè�èêàöèè �îíà... 711. Ìåòîä äðîáëåíèÿ ïàðàìåòðîâ äëÿ èíòåðâàëüíûõëèíåéíûõ ñèñòåì óðàâíåíèéÑóùåñòâóåò ðÿä èíòåðâàëüíûõ ìåòîäîâ (íàïðèìåð, èíòåðâàëüíûé ìåòîä �àóññà, èíòåð-âàëüíûé ìåòîä �àóññà�Çåéäåëÿ, ìåòîä Êðàâ÷èêà è ò. ä.), ïîçâîëÿþùèõ ïîëó÷èòü âíåø-íþþ èíòåðâàëüíóþ îöåíêó ìíîæåñòâà Ξ(A, b). Äàííûå ìåòîäû ïîçâîëÿþò âû÷èñëèòüèíòåðâàëüíûé âåêòîð, ãàðàíòèðîâàííî ñîäåðæàùèé ìíîæåñòâî ðåøåíèé ÈÑËÀÓ, íî íåîáåñïå÷èâàþò åãî îïòèìàëüíîñòü.Îáîçíà÷èì ÷åðåç Enl êàêîé-íèáóäü �èêñèðîâàííûé ìåòîä âíåøíåãî îöåíèâàíèÿìíîæåñòâà ðåøåíèé ÈÑËÀÓ è äàëåå áóäåì íàçûâàòü åãî áàçîâûì. Ïóñòü Enl (A, b) ∈
IR

n � èíòåðâàëüíûé âåêòîð, ïîëó÷àåìûé ñ ïîìîùüþ ýòîãî ìåòîäà, ò. å.Enl (A, b) ⊇ Ξ(A, b).Ïóñòü Υ(A, b) � íèæíèé êîíåö ν-é êîìïîíåíòû (ν = 1, 2, . . . , n) âíåøíåé èíòåðâàëü-íîé îöåíêè ìíîæåñòâà ðåøåíèé, ïîëó÷àåìîé ìåòîäîì Enl, ò. å. Υ(A, b) := (Enl (A, b))ν .Îñíîâà PPS-ìåòîäîâ � àäàïòèâíîå äðîáëåíèå îáëàñòè ïàðàìåòðîâ èíòåðâàëüíîé ñèñòå-ìû. Â ñëó÷àå ðåøåíèÿ ÈÑËÀÓ (1)�(2) ïðîöåññ èçìåëü÷åíèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A èâåêòîðà ïðàâûõ ÷àñòåé b ìîæíî çíà÷èòåëüíî óïðîñòèòü, åñëè ó÷åñòü ñëåäóþùèé ðå-çóëüòàò.Òåîðåìà Áåêà�Íèêåëÿ [8, 9℄. Äëÿ ëþáîãî ν ∈ {1, 2, . . . , n} òî÷íûå ïîêîîðäèíàò-íûå îöåíêè òî÷åê èç îáúåäèíåííîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé � ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ
min{ xν | x ∈ Ξ(A, b) } è max{ xν | x ∈ Ξ(A, b) } � äîñòèãàþòñÿ íà ðåøåíèÿõ êðàé-íèõ òî÷å÷íûõ ñèñòåì óðàâíåíèé Ax = b, ò. å. òàêèõ, ÷òî ìàòðèöà A è âåêòîð bîáðàçîâàíû êîíöàìè èíòåðâàëüíûõ ýëåìåíòîâ èç A è b ñîîòâåòñòâåííî.Ïîòðåáóåì îò áàçîâîãî ìåòîäà Enl óäîâëåòâîðåíèÿ óñëîâèþ: îöåíêà Υ(A, b) ìîíî-òîííà ïî âêëþ÷åíèþ îòíîñèòåëüíî ìàòðèöû A è âåêòîðà b, ò. å. äëÿ âñåõ A′,A′′ ∈ IR

n×nè b′, b′′ ∈ IR
n ïðè A′ ⊆ A′′ è b′ ⊆ b′′ âåðíî íåðàâåíñòâî

Υ(A′, b′) ≥ Υ(A′′, b′′). (6)Â äàëüíåéøåì áóäåì îáîçíà÷àòü ÈÑËÀÓ-ïîòîìêè, ïîëó÷àþùèåñÿ èç èíòåðâàëüíîéñèñòåìû Qx = r ðàññå÷åíèåì íà êîíöû îäíîãî èíòåðâàëüíîãî ýëåìåíòà ëèáî â ìàò-ðèöå Q, ëèáî â âåêòîðå r, ÷åðåç Q′x = r′ è Q′′x = r′′. Çäåñü Q′ è Q′′ � ìàòðèöû,ïîëó÷åííûå èç Q çàìåíîé ýëåìåíòà qij íà q
ij
è qij ñîîòâåòñòâåííî, à r′ è r′′ � âåêòîðû,ïîëó÷åííûå èç r çàìåíîé ýëåìåíòà ri íà ri è ri ñîîòâåòñòâåííî.�åøèâ äâå èíòåðâàëüíûõ �ñèñòåìû-ïîòîìêà� Q′x = r è Q′′x = r, â ñèëó ñâîéñòâà (6)ìîæíî ïîëó÷èòü áîëåå òî÷íóþ îöåíêó ñíèçó äëÿ èñêîìîãî min{ xν | x ∈ Ξ(Q, r)} â âèäå

min{Υ(Q′, r),Υ(Q′′, r) }.Äîêàçàòåëüñòâî äàííîãî óòâåðæäåíèÿ èìååòñÿ â [4℄. Àíàëîãè÷íûé ý��åêò äàåò è ðàñ-ïàäåíèå â âåêòîðå ïðàâûõ ÷àñòåé r êàêîãî-íèáóäü èíòåðâàëüíîãî ýëåìåíòà ri íà êîíöû
ri è ri.Ïðîöåäóðó óëó÷øåíèÿ îöåíêè äëÿ min{ xν | x ∈ Ξ(Q, r)} ïîñðåäñòâîì äðîáëåíèÿïàðàìåòðîâ ìîæíî ïîâòîðèòü ïî îòíîøåíèþ ê ñèñòåìàì-ïîòîìêàì Q′x = r′ è Q′′x =
r′′, çàòåì ñíîâà ðàçáèòü ïîòîìêîâ è óëó÷øèòü îöåíêó è ò. ä. Äàííóþ ïðîöåäóðó ìîæíîî�îðìèòü â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäîì �âåòâåé è ãðàíèö�.



72 Ä.Þ. Ëþäâèí, Ñ.Ï. Øàðûé2. Ìîäè�èêàöèÿ �îíà â ìåòîäå äðîáëåíèÿ ïàðàìåòðîâÈçâåñòíî, ÷òî îáúåäèíåííîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé àëãåáðàè÷å-ñêîé ñèñòåìû èìååò ñëåäóþùóþ ýëåãàíòíóþ õàðàêòåðèçàöèþ Îåòòëè�Ïðàãåðà.Òåîðåìà Îåòòëè�Ïðàãåðà [10℄. Òî÷êà x ∈ R
n ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó Ξ(A, b)ðåøåíèé ñèñòåìû Ax = b òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

|(midA)x−mid b| ≤ radA · |x|+ rad b. (7)Ñóòü òåîðåìû Îåòòëè�Ïðàãåðà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìíîæåñòâî ðåøåíèé Ξ(A, b)îïèñûâàåòñÿ ïðîñòûì âåêòîðíûì íåðàâåíñòâîì (7). Çíà÷åíèÿ x, îáðàùàþùèå (7) â ðà-âåíñòâî, áóäåì íàçûâàòü ýêñòðåìàëüíûìè ðåøåíèÿìè íåðàâåíñòâà Îåòòëè�Ïðàãåðà.Îáîçíà÷èì ÷åðåç E ìíîæåñòâî n-âåêòîðîâ ñ êîìïîíåíòàìè ±1. Î÷åâèäíî, ÷òî ìíî-æåñòâî E èìååò ìîùíîñòü 2n. Äëÿ çàäàííûõ âåêòîðîâ σ, τ ∈ E îïðåäåëèì ìàòðèöû
Tσ, A

στ = {aστij } è âåêòîð bσ = {bσi } ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Tσ = diag {σ1, . . . , σn},

Aστ = midA− Tσ · radA · Tτ , bσ = mid b+ Tσ · rad b.Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî
aστij =

{

aij , åñëè σiτj = −1,
aij , åñëè σiτj = 1,

bσi =

{

bi, åñëè σi = 1,

bi, åñëè σi = −1.
(8)Òåîðåìà �îíà îá ýêñòðåìàëüíûõ ðåøåíèÿõ [11℄. Ïóñòü (n × n)-ìàòðèöà Aíåîñîáåííà è b � èíòåðâàëüíûé n-âåêòîð. Òîãäà äëÿ êàæäîãî σ ∈ E óðàâíåíèå

midA · x− Tσ · radA · |x| = bσ (9)èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå xσ, ïðèíàäëåæàùåå Ξ(A, b), è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
conv Ξ(A, b) = conv { xσ | σ ∈ E}, (10)ãäå conv � âûïóêëàÿ îáîëî÷êà.Çàìåòèì, ÷òî âñëåäñòâèå (8) ìàòðèöà Aστ è âåêòîð bσ îáðàçîâàíû íàáîðàìè êîí-öîâ ýëåìåíòîâ A è b ñîîòâåòñòâåííî, ïîýòîìó ñèñòåìà (9) ÿâëÿåòñÿ êðàéíåé òî÷å÷íîéñèñòåìîé äëÿ èñõîäíîé èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû Ax = b. Äëÿ íåîñîáåííîé ìàòðèöû Aýêñòðåìàëüíûå ðåøåíèÿ ìîãóò äîñòèãàòüñÿ ëèøü íà ìíîæåñòâå 4n ìàòðèö Aστ è àññî-öèèðîâàííûõ ñ íèìè âåêòîðîâ bσ, ò. å.

min{ xν | x ∈ Ξ(A, b)} = min
σ,τ∈E

(

(Aστ )−1bσ
)

ν
, (11)

max{ xν | x ∈ Ξ(A, b)} = max
σ,τ∈E

(

(Aστ )−1bσ
)

ν
(12)äëÿ êàæäîãî ν = 1, 2, . . . , n.Îïèñàííûé â ðàçäåëå 1 ìåòîä äðîáëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ìîæíî ìîäè�èöèðîâàòü (ñì. [4℄),åñëè èñïîëüçîâàòü ðåçóëüòàòû È. �îíà, óòî÷íèâøèå ìíîæåñòâî âåðøèí ìàòðèöû A



Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ðåàëèçàöèé ìîäè�èêàöèè �îíà... 73è âåêòîðà b, íà êîòîðûõ äîñòèãàþòñÿ îïòèìàëüíûå âíåøíèå îöåíêè ìíîæåñòâà ðåøå-íèé ÈÑËÀÓ.Èç (11) è (12) ñëåäóåò, ÷òî â ïðîöåññå äðîáëåíèÿ èñõîäíîé ÈÑËÀÓ íåîáõîäèìî îòñëå-æèâàòü êîíöû çàäåéñòâîâàííûõ èíòåðâàëüíûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû ñèñòåìû è âåêòîðàïðàâûõ ÷àñòåé. Äëÿ ýòîãî ñ êàæäîé èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìîé Qx = r ìû ñâÿ-çûâàåì1) âñïîìîãàòåëüíóþ öåëî÷èñëåííóþ (n × n)-ìàòðèöó W = {wij}, ýëåìåíòû êîòîðîéðàâíû ±1 èëè 0, òàêóþ, ÷òî
wij =











−1, åñëè qij = aij,

0, åñëè qij = aij,

1, åñëè qij = aij,

(13)2) âñïîìîãàòåëüíûå öåëî÷èñëåííûå n-âåêòîðû s = {si} è t = {tj} ñ êîìïîíåíòàìè
±1 èëè 0 òàêèå, ÷òî

wij = sitj (14)äëÿ âñåõ i, j = 1, 2, . . . , n è
si =











−1, åñëè ri = bi,

0, åñëè ri = bi,

1, åñëè ri = bi.

(15)Ìàòðèöó W è âåêòîðû s, t áóäåì íàçûâàòü êîíòðîëüíûìè. Çíà÷åíèÿ tj îïðåäåëÿþò-ñÿ ÷åðåç ìàòðèöó W è âåêòîð s ïîñðåäñòâîì ñîîòíîøåíèÿ (14). Êîíòðîëüíûå âåêòîðû
s è t ÿâëÿþòñÿ �ïðèáëèæåíèÿìè� ê âåêòîðàì σ è τ , âõîäÿùèì â ðàâåíñòâà (11) è (12),à êîíòðîëüíàÿ ìàòðèöà W = s t⊤ ÿâëÿåòñÿ �ïðèáëèæåíèåì� ê ìàòðèöå (

σ τ⊤
). Â íà-÷àëå ðàáîòû àëãîðèòìà ýëåìåíòû W , s è t èíèöèàëèçèðóåì íóëÿìè, äàëåå â ïðîöåññåäðîáëåíèÿ èñõîäíîé ÈÑËÀÓ îíè ïåðåâû÷èñëÿþòñÿ.Âîçíèêàþùèå â ïðîöåññå äðîáëåíèÿ ñèñòåìû-ïîòîìêè îðãàíèçóåì â ñïèñîê L, ñîñòî-ÿùèé èç çàïèñåé âèäà

(Q, r,Υ(Q, r),W, s, t,Y ,x), (16)ãäå Q � èíòåðâàëüíàÿ (n × n)-ìàòðèöà, Q ⊆ A; r � èíòåðâàëüíûé n-âåêòîð, r ⊆ b;
Υ(Q, r) � íèæíèé êîíåö ν-é êîìïîíåíòû âíåøíåé èíòåðâàëüíîé îöåíêè ìíîæåñòâàðåøåíèé Ξ(Q, r); W, s, t � êîíòðîëüíûå ìàòðèöà è âåêòîðû; Y � îáðàòíàÿ èíòåðâàëü-íàÿ ìàòðèöà òàêàÿ, ÷òî Y ⊇ {Q−1 | Q ∈ Q}; x � èíòåðâàëüíûé n-âåêòîð òàêîé, ÷òî
x ⊇ Ξ(Q, r).Îáðàçóþùèå ñïèñîê L çàïèñè óïîðÿäî÷èì ïî âîçðàñòàíèþ çíà÷åíèé îöåíêè Υ(Q, r).Ïåðâóþ çàïèñü ñïèñêà, à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùóþ ÈÑËÀÓ Qx = r è íàèìåíüøóþâ ñïèñêå îöåíêó Υ(Q, r) áóäåì íàçûâàòü âåäóùèìè íà äàííîì øàãå.Íà êàæäîì øàãå àëãîðèòìà ñ ó÷åòîì çíà÷åíèé êîíòðîëüíûõ ìàòðèöû W è âåêòîðà sâûïîëíÿåòñÿ ïðîöåäóðà äðîáëåíèÿ èíòåðâàëüíîãî ýëåìåíòà h âåäóùåé ÈÑËÀÓQx = r.Åñëè h åñòü qkl èç ìàòðèöû Q (rk èç âåêòîðà ïðàâîé ÷àñòè r), òî â ñëó÷àå wkl = 0(sk = 0) ïîðîæäàþòñÿ äâå ñèñòåìû-ïîòîìêà Q′x = r′ è Q′′x = r′′. Åñëè wkl = ±1(sk = ±1), òî îñòàâëÿåì â ðàáî÷åì ñïèñêå òîëüêî îäíîãî ïîòîìêà (êàêîãî èìåííî,çàâèñèò îò çíàêà ýëåìåíòà wkl èëè sk).



74 Ä.Þ. Ëþäâèí, Ñ.Ï. ØàðûéÇàìåòèì, ÷òî â ïðîöåäóðå äðîáëåíèÿ îòáðàñûâàþòñÿ ëèøü òå ñèñòåìû, êîòîðûå ëèáîíå ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó òî÷å÷íûõ ñèñòåì {Aστx = bσ | σ, τ ∈ E}, ëèáî íå ñîäåðæàòòàêèå ñèñòåìû. Ïîýòîìó îòáðàñûâàíèå ñèñòåì-ïîòîìêîâ íå íàðóøàåò ñâîéñòâî âåäóùèõîöåíîê Υ(Q, r) ïðèáëèæàòü èñêîìûé min{ xν | x ∈ Ξ(A, b)} ñíèçó (ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òîîöåíêà Υ(Q, r) ìîíîòîííà ïî âêëþ÷åíèþ îòíîñèòåëüíî ìàòðèöû ñèñòåìû è âåêòîðàïðàâûõ ÷àñòåé).Ïîñëå äðîáëåíèÿ âåäóùåé ÈÑËÀÓ íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü êîíòðîëüíûå ìàòðèöû èâåêòîðû äëÿ ñèñòåì-ïîòîìêîâ. Ïóñòü â ðåçóëüòàòå äðîáëåíèÿ ïîðîæäàþòñÿ äâå ñèñòå-ìû-ïîòîìêà: Q′x = r′ è Q′′x = r′′. Îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâóþùèå èì íîâûå êîíòðîëüíûåìàòðèöû ÷åðåç W ′ è W ′′, à ïàðû íîâûõ êîíòðîëüíûõ âåêòîðîâ � ÷åðåç s′, t′ è s′′, t′′.Íîâûå êîíòðîëüíûå ìàòðèöû è âåêòîðû âû÷èñëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:1) ïðèñâàèâàåì W ′′ ← W ′ ←W , s′′ ← s′ ← s, t′′ ← t′ ← t;2) a � åñëè ðàññå÷åííûì ýëåìåíòîì áûë qkl èç ìàòðèöû Q, òî ïðèñâàèâàåì w′
kl ← 1è w′′

kl ← −1; á � åñëè ðàññå÷åííûì ýëåìåíòîì áûë rk èç âåêòîðà r, òî ïðèñâàèâàåì
s′k ← −1 è s′′k ← 1;3) åñëè õîòÿ áû îäèí èç îáúåêòîâ ñåìåéñòâà (W ′, s′, t′) èçìåíèëñÿ, ïåðåâû÷èñëÿåìîñòàëüíûå äâà, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (14); ýòó ïðîöåäóðó ïîâòîðÿåì, ïîêà èçìåíåíèÿíå ïðåêðàòÿòñÿ; àíàëîãè÷íî ïîñòóïàåì ñ (W ′′, s′′, t′′).Åñëè âåäóùàÿ ñèñòåìà ïîðîæäàåò îäíîãî ïîòîìêàQ′x = r′, òî êîíòðîëüíûå ìàòðèöàè âåêòîðû îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè, ïîýòîìó ïðèñâàèâàåì W ′ ←W , s′ ← s, t′ ← t.Îòìåòèì îäíî çàìå÷àòåëüíîå ñâîéñòâî êîíòðîëüíîé ìàòðèöû W , âûòåêàþùåå èçñîîòíîøåíèÿ (14). Â êàæäîé åå (2× 2)-ïîäìàòðèöå ëþáîé ýëåìåíò ðàâåí ïðîèçâåäåíèþîñòàëüíûõ òðåõ ýëåìåíòîâ

wi1j1wi1j2wi2j2 = wi2j1, (17)
wi1j2wi2j1wi2j2 = wi1j1, (18)
wi1j1wi2j1wi2j2 = wi1j2. (19)Äàííûå ðàâåíñòâà ìîãóò áûòü ïîëåçíûìè äëÿ óòî÷íåíèÿ êîíòðîëüíîé ìàòðèöû W .Íàïðèìåð, ïóñòü ìû íàìåðåâàåìñÿ ðàññå÷ü âåäóùóþ èíòåðâàëüíóþ ñèñòåìó Qx = r ïîýëåìåíòó qkl, â òî âðåìÿ êàê ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíò wkl ìàòðèöû W ðàâåí íóëþ. Ïðèýòîì ñîãëàñíî îáû÷íîìó ïðàâèëó äðîáëåíèÿ íåîáõîäèìî ïîðîäèòü äâå ñèñòåìû-ïîòîìêà.Íî ëîãè÷íî ñäåëàòü ïîïûòêó äîîïðåäåëèòü wkl, ïîèñêàâ â W (2× 2)-ïîäìàòðèöû, èìå-þùèå íåíóëåâûìè âñå ýëåìåíòû çà èñêëþ÷åíèåì wkl. Åñëè òàêàÿ ïîäìàòðèöà íàéäåòñÿ,òî ïðèñâàèâàåì ýëåìåíòó wkl çíà÷åíèå ïðîèçâåäåíèÿ îñòàëüíûõ òðåõ ýëåìåíòîâ.Çàìåòèì, ÷òî çàïèñü (Q, r,Υ(Q, r),W, s, t,Y ,x), óäîâëåòâîðÿþùàÿ íà íåêîòîðîì øà-ãå óñëîâèþ

Υ(Q, r) > ω,ïðè äàëüíåéøåì âûïîëíåíèè àëãîðèòìà óæå íèêîãäà íå ñòàíåò âåäóùåé, ïîýòîìó ëèáîâîîáùå íå âíîñèòñÿ â ñïèñîê, ëèáî óäàëÿåòñÿ ïðè ÷èñòêå ñïèñêà, êîòîðàÿ ïðîâîäèòñÿïîñëå èçìåíåíèÿ (óìåíüøåíèÿ) ïàðàìåòðà ω.Íà êàæäîì øàãå àëãîðèòìà ïðîâåðÿåì ìîíîòîííóþ çàâèñèìîñòü ðåøåíèÿ ñèñòåìûîò åå êîý��èöèåíòîâ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðîöåäóðîé, îïèñàííîé â [4 � 6℄. Íà îñíîâå ñîîò-íîøåíèé (13), (15) èçìåíÿåì ñ 0 íà ±1 çíà÷åíèÿ ýëåìåíòîâ êîíòðîëüíûõ ìàòðèöû Wè âåêòîðà s, ñîîòâåòñòâóþùèå òåì ýëåìåíòàì â Q è r, íà êîòîðûõ áûëà âûÿâëåíà ìî-íîòîííîñòü.
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∣

∣

∣

∣

∂xν(Q, r)

∂qij

∣

∣

∣

∣

· wid qij ,

∣

∣

∣

∣

∂xν(Q, r)

∂ri

∣

∣

∣

∣

· wid ri, i, j ∈ {1, 2, . . . , n}, (20)ò. å. ìàêñèìóì ïðîèçâåäåíèÿ ìîäóëÿ èíòåðâàëüíîé îöåíêè ïðîèçâîäíîé ðåøåíèÿ íà øè-ðèíó ñîîòâåòñòâóþùåãî èíòåðâàëà.Äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì îïòèìàëüíîñòè âû÷èñëåííîé îöåíêè Υ(Q, r), ò. å. åå ñîâïà-äåíèÿ ñ min{ xν | x ∈ Ξ(A, b)}, ÿâëÿåòñÿ âûïîëíåíèå �óñëîâèÿ òî÷íîñòè�: Υ(Q, r) =
(Q−1r)ν äëÿ âñåõ Q ∈ R

n×n è r ∈ R
n.Íàêîíåö, îïèøåì ìåõàíèçì êîíòðîëÿ òî÷íîñòè âåäóùèõ îöåíîê, ïîðîæäàåìûõ àë-ãîðèòìîì. Íàðÿäó ñ îöåíêîé Υ(Q, r) äëÿ èíòåðâàëüíûõ ñèñòåì Qx = r âû÷èñëÿþòñÿòàêæå è âåëè÷èíû Υ(midQ,mid r). Î÷åâèäíî, ÷òî

Υ(midQ,mid r) ≥ Υ(Q, r),è çíà÷åíèÿ Υ(midQ,mid r) ïðèáëèæàþò min{ xν | x ∈ Ξ(A, b)} ñâåðõó: åñëè äëÿ êàæ-äîãî øàãà àëãîðèòìà îïðåäåëÿòü
ω = minΥ(midQ,mid r) (21)ïî âñåì èíòåðâàëüíûì ëèíåéíûì ñèñòåìàì Qx = r, êîãäà-ëèáî ïîáûâàâøèì â ñïèñêå

L äî ýòîãî øàãà, òî
min{ xν | x ∈ Ξ(A, b)} ≤ ω.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè Qx = r � âåäóùàÿ ÈÑËÀÓ, òî

Υ(Q, r) ≤ min{ xν | x ∈ Ξ(A, b)},è ïîòîìó îäíèì èç êðèòåðèåâ îñòàíîâêè àëãîðèòìà ìîæåò áûòü äîñòèæåíèå òðåáóåìîéìàëîñòè âåëè÷èíû (ω −Υ(Q, r)).Èòîãîâàÿ ñõåìà àëãîðèòìà ìåòîäà äðîáëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ñ ìîäè�èêàöèåé �îíà ïðè-âåäåíà íèæå (ñì. ñ. 76).3. �åàëèçàöèÿ àëãîðèòìîâ è ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòûÏðåäñòàâëåííûé â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå àëãîðèòì áûë ðåàëèçîâàí â ïðîãðàììíîé ñè-ñòåìå Matlab, äîïîëíåííîé ïàêåòîì èíòåðâàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ INTLAB 5.5. Ïîìèìîîñíîâíîé ñõåìû àëãîðèòìà âíåøíåãî îöåíèâàíèÿ ìíîæåñòâà ðåøåíèé ÈÑËÀÓ ìåòî-äîì äðîáëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ñ ìîäè�èêàöèåé �îíà áûëè ðåàëèçîâàíû åãî ìîäè�èêàöèè,ðàçëè÷àþùèåñÿ áàçîâûì àëãîðèòìîì Enl, à òàêæå ñïîñîáîì îðãàíèçàöèè è îáðàáîòêèñïèñêà. Áàçîâûé àëãîðèòì Enl ðåàëèçîâàí íà îñíîâå� ìåòîäà Êðàâ÷èêà [12℄,� ìîäè�èöèðîâàííîãî ìåòîäà Êðàâ÷èêà ñ èñïîëüçîâàíèåì �ýïñèëîí-ðàçäóòèÿ�[13, 14℄,� èíòåðâàëüíîãî ìåòîäà �àóññà [4, 15℄,� èíòåðâàëüíîãî ìåòîäà �àóññà�Çåéäåëÿ [4℄,� ïðîöåäóðû Õàíñåíà�Áëèêà��îíà (èçëîæåíà â [11, 16℄).
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∂qij
è

∂xν(Q, r)

∂ri
ïî ýëåìåíòàì qij è ri ñ íåíóëåâîé øèðèíîé;ñæèìàåì â Q è r ýëåìåíòû, íà êîòîðûõ âûÿâëåíà ìîíîòîííàÿçàâèñèìîñòü xν îò qij è ri ;ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû â êîíòðîëüíûõ ìàòðèöå W è âåêòîðå sèçìåíÿåì ñ 0 íà ±1 íà îñíîâå (13), (15);èùåì â âåäóùåé ÈÑËÀÓ Qx = r èíòåðâàëüíûé ýëåìåíò h,êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò íàèáîëüøåå èç ïðîèçâåäåíèé (20);ïûòàåìñÿ óòî÷íèòü ìàòðèöó W íà îñíîâå ðàâåíñòâ (17)�(19);ïîðîæäàåì îäíó èëè äâå ÈÑËÀÓ-ïîòîìêà Q′x = r′ è Q′′x = r′′;åñëè ïîðîæäåíû äâå ñèñòåìû-ïîòîìêà, ïåðåâû÷èñëÿåì ìàòðèöû

W ′, W ′′ è âåêòîðû s′, s′′, t′, t′′ ñîãëàñíî (14),èíà÷å ïðèñâàèâàåì W ′ ←W , s′ ← s, t′ ← t;âû÷èñëÿåì âåêòîð x′ ← Enl (Q′, r′) è, âîçìîæíî, x′′ ← Enl (Q′′, r′′);ïðèñâàèâàåì îöåíêó v′ ← Υ(Q′, r′) è, âîçìîæíî, v′′ ← Υ(Q′′, r′′);âû÷èñëÿåì îöåíêó îáðàòíîé èíòåðâàëüíîé ìàòðèöû Y ′ ⊇ (Q′)−1è, âîçìîæíî, Y ′′ ⊇ (Q′′)−1;âû÷èñëÿåì îöåíêó Υ(midQ′,mid r′) è, âîçìîæíî, Υ(midQ′′,mid r′′)è ïðèñâàèâàåì µ← min{Υ(midQ′,mid r′),Υ(midQ′′,mid r′′)};óäàëÿåì èç ñïèñêà L áûâøóþ âåäóùóþ çàïèñü (Q, r, v,W, s, t,Y ,x);åñëè v′ ≤ ω, òî ïîìåùàåì çàïèñü (Q′, r′, v′,W ′, s′, t′,Y ′,x′) â ñïèñîê Lâ ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ çíà÷åíèé ïåðåìåííîé v â òðåòüåì ïîëå;åñëè âåäóùàÿ ÈÑËÀÓ ïîðîäèëà äâå ñèñòåìû-ïîòîìêà è v′′ ≤ ω,òî ïîìåùàåì çàïèñü (Q′′, r′′, v′′,W ′′, s′′, t′′,Y ′′,x′′) â ñïèñîê Lâ ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ çíà÷åíèé ïåðåìåííîé v â òðåòüåì ïîëå;åñëè ω > µ, òî ïîëàãàåì ω ← µ è ÷èñòèì ñïèñîê L: óäàëÿåì èç íåãîâñå òàêèå çàïèñè (Q, r, v,W, s, t,Y ,x), ÷òî v > ω;END DO
Â êà÷åñòâå àëãîðèòìà Enl áûëà èñïîëüçîâàíà òàêæå ïðîöåäóðà verifylss èç ïàêåòàINTLAB [17℄. Ïðîöåäóðà x = verifylss(A, b) ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ âíåøíåãî îöåíèâàíèÿìíîæåñòâà ðåøåíèé èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû Ax = b è ñîñòîèò èç äâóõ ýòàïîâ, ïåðâûé èçêîòîðûõ ðåàëèçóåò àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà îïåðàòîðå Êðàâ÷èêà, âòîðîé � ïðîöåäóðóÕàíñåíà�Áëèêà��îíà. Åñëè íà ïåðâîì ýòàïå èíòåðâàëüíàÿ îöåíêà x ðåøåíèÿ ÈÑËÀÓâ òå÷åíèå ñåìè èòåðàöèé íå íàõîäèòñÿ, òî âûïîëíÿåòñÿ âòîðîé ýòàï, ò. å. ðåøåíèå áóäåòïîëó÷åíî ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû Õàíñåíà�Áëèêà��îíà.



Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ðåàëèçàöèé ìîäè�èêàöèè �îíà... 77Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî âî âñåõ áàçîâûõ àëãîðèòìàõ ïðèìåíÿëîñü ïðåäîáóñëàâëèâà-íèå ÈÑËÀÓ îáðàòíîé ñðåäíåé ìàòðèöåé. Ñîîòâåòñòâóþùèå áàçîâûå àëãîðèòìû èñïîëü-çîâàëèñü òàêæå äëÿ âíåøíåãî îöåíèâàíèÿ �îáðàòíîé èíòåðâàëüíîé ìàòðèöû�, êîòîðàÿïðèìåíÿåòñÿ â òåñòå íà ìîíîòîííîñòü è ïðè âûáîðå ðàññåêàåìîãî èíòåðâàëüíîãî ýëå-ìåíòà.�åàëèçîâàíû ñëåäóþùèå ñïîñîáû îðãàíèçàöèè è îáðàáîòêè ñïèñêà:� ñïèñîê L óïîðÿäî÷åí ïî âîçðàñòàíèþ îöåíêè Υ(Q, r) òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïåð-âàÿ åãî çàïèñü ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî è âåäóùåé. ×èñòêà áåñïåðñïåêòèâíûõ çàïèñåéïðîèçâîäèòñÿ òîëüêî ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà ω;� ñïèñîê L îðãàíèçîâàí â âèäå êó÷è [18℄. Âåäóùàÿ çàïèñü, äëÿ êîòîðîé îöåíêà
Υ(Q, r) ìèíèìàëüíà, îïðåäåëÿåòñÿ ïðè ïðîñìîòðå âñåãî ñïèñêà. ×èñòêà áåñïåðñïåêòèâ-íûõ çàïèñåé îñóùåñòâëÿåòñÿ òîëüêî ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà ω;� â ñïèñêå L âûäåëÿåòñÿ óïîðÿäî÷åííûé ïîäñïèñîê Lγ = {(Q, r,Υ(Q, r),W, s, t,
Y ,x) | Υ(Q, r) < γ} çàïèñåé, êîòîðûå áóäåì íàçûâàòü àêòèâíûìè. Çäåñü γ � íåêîòî-ðàÿ �ïîðîãîâàÿ êîíñòàíòà� òàêàÿ, ÷òî Υ(Q, r) < γ < ω. Äîïîëíåíèå L\Lγ îðãàíèçîâàíîâ âèäå êó÷è. Åñëè â ïðîöåññå ðàáîòû àëãîðèòìà ïîäìíîæåñòâî Lγ ñòàíåò ïóñòûì, òî ïî-ðîãîâàÿ êîíñòàíòà γ ïåðåâû÷èñëÿåòñÿ. Íàïðèìåð, ìîæíî âçÿòü γ =

1

1 + λ
(λ·ω+Υ(Q, r)),ãäå 0 < λ < 1, è èç L ñíîâà âûäåëèòü óïîðÿäî÷åííûé ïîäñïèñîê Lγ. Ïðîèçâîäèòñÿ ÷èñò-êà íå âñåãî ñïèñêà, à òîëüêî ïîäñïèñêà àêòèâíûõ çàïèñåé. Äàííûé ñïîñîá îáðàáîòêèñïèñêà ïðåäëîæåí Ï.Ñ. Ïàíêîâûì [19℄;� â ñïèñêå L âûäåëÿåòñÿ óïîðÿäî÷åííûé ïîäñïèñîê Ll àêòèâíûõ çàïèñåé, èìåþùèéíåêîòîðóþ �èêñèðîâàííóþ ìàêñèìàëüíóþ äëèíó l; äîïîëíåíèå L̄ = L\Ll îðãàíèçîâàíîâ âèäå êó÷è. Âåäóùåé çàïèñüþ ñ÷èòàåòñÿ ïåðâàÿ çàïèñü Ll.Åñëè íà íåêîòîðîì øàãå àëãîðèòìà äëèíà Ll ñòàíåò ðàâíîé l, ò. å. ïîäñïèñîê àêòèâ-íûõ çàïèñåé ïîëíîñòüþ çàïîëíèòñÿ, òî íîâàÿ çàïèñü â çàâèñèìîñòè îò ñîäåðæàùåéñÿ âíåé îöåíêè Υ(Q, r) ìîæåò áûòü âíåñåíà ëèáî â Ll, ëèáî â ïîäñïèñîê L̄, îðãàíèçîâàí-íûé â âèäå êó÷è. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Υmax ìàêñèìàëüíóþ îöåíêó Υ(Q, r), ñîäåðæàùó-þñÿ â çàïèñÿõ ïîäñïèñêà Ll. Â ñëó÷àå, êîãäà äëèíà Ll ðàâíà l, íîâàÿ çàïèñü ñ îöåí-êîé Υ(Q, r) < Υmax âíîñèòñÿ â ïîäñïèñîê àêòèâíûõ çàïèñåé. Ïðè ýòîì ïðîèñõîäèòåãî ïåðåïîëíåíèå è ëèøíÿÿ çàïèñü ïîìåùàåòñÿ â êó÷ó L̄. Çàïèñè-ïîòîìêè ñ îöåíêàìè

Υ(Q, r) ≥ Υmax ïðè ïîëíîñòüþ çàïîëíåííîì ïîäñïèñêå Ll âíîñÿòñÿ â L̄.Åñëè ïîäñïèñîê Ll àêòèâíûõ çàïèñåé ñòàíîâèòñÿ ïóñòûì, òî èç L̄ îòáèðàþòñÿ íåáîëåå l çàïèñåé ñ íàèìåíüøèìè îöåíêàìè Υ(Q, r) è ïîìåùàþòñÿ óïîðÿäî÷åííî â Ll.×èñòêà ïîäñïèñêà L̄ ïðîèçâîäèòñÿ ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà ω, ÷èñòêà ïîäñïèñêà Llâûïîëíÿåòñÿ òîëüêî ïðè L̄ = ∅.Ïðåäñòàâëåííûå àëãîðèòìû áûëè àïðîáèðîâàíû íà ñëåäóþùèõ òåñòîâûõ èíòåðâàëü-íûõ ëèíåéíûõ ñèñòåìàõ óðàâíåíèé.Ïðèìåð 1. Èíòåðâàëüíàÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà Íîéìàéåðà [20℄ èìååò âèä










θ [0, 2] · · · [0, 2]

[0, 2] θ · · · [0, 2]... ... . . . ...
[0, 2] [0, 2] . . . θ











x =











[−1, 1]
[−1, 1]...
[−1, 1]











, (22)ãäå θ � íåîòðèöàòåëüíûé âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð. Îòìåòèì, ÷òî ìàòðèöà ñèñòåìû ÷åò-íîãî ïîðÿäêà n íåîñîáåííà ïðè θ > n, íå÷åòíîãî ïîðÿäêà n � ïðè θ >
√
n2 − 1. Ïðè



78 Ä.Þ. Ëþäâèí, Ñ.Ï. Øàðûéïðèáëèæåíèè θ ê ãðàíèöàì íåîñîáåííîñòè ðàçìåðû îáúåäèíåííîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèéÈÑËÀÓ (22) íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàþò. Âàðüèðóÿ θ, ìîæíî ïîëó÷èòü íàáîð òåñòîâ äëÿïðîâåðêè ðàññìîòðåííûõ àëãîðèòìîâ îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ �âíåøíåé çàäà÷è� ÈÑËÀÓ.Ïðèìåð 2. Èíòåðâàëüíàÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé, âïåðâûå ðàññìîòðåííàÿÑ.Ï. Øàðûì â [4℄, èìååò âèä










[n− 1, N ] [α− 1, 1− β] · · · [α− 1, 1− β]

[α− 1, 1− β] [n− 1, N ] · · · [α− 1, 1− β]... ... . . . ...
[α− 1, 1− β] [α− 1, 1− β] . . . [n− 1, N ]











x =











[1− n, n− 1]

[1− n, n− 1]...
[1− n, n− 1]











, (23)ãäå n � ðàçìåðíîñòü ñèñòåìû (n ≥ 2), 0 < α ≤ β ≤ 1, N � âåùåñòâåííîå ÷èñëî,íå ìåíüøåå n − 1. Âàðüèðóÿ çíà÷åíèÿ α, β, n è N , ïîëó÷èì øèðîêèé íàáîð ÈÑËÀÓäëÿ òåñòèðîâàíèÿ ðàçðàáîòàííûõ àëãîðèòìîâ. Êîãäà β óìåíüøàåòñÿ, ïðèáëèæàÿñü êíóëþ, ìàòðèöà ñèñòåìû (23) ñòàíîâèòñÿ âñå áîëåå áëèçêîé ê îñîáåííîé, à ìíîæåñòâîðåøåíèé íåîãðàíè÷åííî óâåëè÷èâàåòñÿ â ðàçìåðàõ. Èçìåíÿÿ îòíîøåíèå α ê β, ìîæíîìîäè�èöèðîâàòü �îðìó ìíîæåñòâà ðåøåíèé.Ìîæíî ïîêàçàòü [4℄, ÷òî îïòèìàëüíûìè ïîêîìïîíåíòíûìè îöåíêàìè ìíîæåñòâà Ξ̃ðåøåíèé ñèñòåìû (23) ÿâëÿþòñÿ
min{ xi | x ∈ Ξ̃ } = −1/α,

max{ xi | x ∈ Ξ̃ } = 1/α, i = 1, 2, . . . , n,ïðè÷åì ýòè îöåíêè íå çàâèñÿò îò êîíêðåòíîãî çíà÷åíèÿ N .Ïðèìåð 3. Èíòåðâàëüíàÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà Òî�òà [21℄ èìååò âèä
Ax = b, (24)ãäå ìàòðèöà ñèñòåìû

A =















[1− r, 1 + r] 0 · · · 0 [1− r, 1 + r]
0 [1− r, 1 + r] · · · 0 [2− r, 2 + r]... ... . . . ... ...
0 0 · · · [1− r, 1 + r] [n− 1− r, n− 1 + r]

[1− r, 1 + r] [2− r, 2 + r] · · · [n− 1− r, n− 1 + r] [n− r, n+ r]













è âåêòîð ïðàâîé ÷àñòè
b =











[1−R, 1 +R]
[1−R, 1 +R]...
[1−R, 1 +R]











.Çäåñü r, R � ïîëîæèòåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Ìàòðèöà äàííîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿèíòåðâàëèçàöèåé èçâåñòíîé òåñòîâîé ìàòðèöû âû÷èñëèòåëüíîé ëèíåéíîé àëãåáðû èçñïðàâî÷íèêà [22℄.



Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ðåàëèçàöèé ìîäè�èêàöèè �îíà... 794. Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ðåçóëüòàòîâ4.1. Âëèÿíèå áàçîâîãî àëãîðèòìàÌû ïðîâåëè ðÿä òåñòîâûõ ðàñ÷åòîâ ñ èíòåðâàëüíîé ñèñòåìîé Íîéìàéåðà (ñì. ïðèìåð 1),ìåíÿÿ ðàçìåðíîñòü ñèñòåìû n, çíà÷åíèå åå ïàðàìåòðà θ è áàçîâûé àëãîðèòì Enl âíåø-íåé îöåíêè ìíîæåñòâà ðåøåíèé èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû. Â òàáë. 1 ïðåäñòàâëåíû ðå-çóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ � âðåìÿ íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîé íèæíåé îöåíêèïåðâîé êîìïîíåíòû ìíîæåñòâà ðåøåíèé ÈÑËÀÓ (ñì. ïðèìåð 1). Áàçîâûå àëãîðèòìûîáîçíà÷åíû ñëåäóþøèì îáðàçîì: K � ìåòîä Êðàâ÷èêà, MK � ìîäè�èöèðîâàííûé ìåòîäÊðàâ÷èêà, G � èíòåðâàëüíûé ìåòîä �àóññà, GS � èíòåðâàëüíûé ìåòîä �àóññà�Çåéäåëÿ,HBR � ïðîöåäóðà Õàíñåíà�Áëèêà��îíà, V � ïðîöåäóðà verifylss èç ïàêåòà INTLAB.Ïðîàíàëèçèðîâàâ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû, ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû.Ìåòîä Êðàâ÷èêà, ÿâëÿÿñü èòåðàöèîííûì, â êà÷åñòâå áàçîâîãî àëãîðèòìà îêàçàëñÿíàèìåíåå ý��åêòèâíûì. Íåñêîëüêî áûñòðåå ðàáîòàåò ïðîãðàììà, åñëè áàçîâûé àëãî-ðèòì îñíîâàí íà ìîäè�èêàöèè ìåòîäà Êðàâ÷èêà è íà èíòåðâàëüíûõ ìåòîäàõ �àóññàÒ à á ë è ö à 1. Ñðàâíåíèå áàçîâûõ àëãîðèòìîâ (ñì. ïðèìåð 1)Ïàðàìåòð θ Âðåìÿ ðàáîòû ïðîãðàììû íà îñíîâå áàçîâûõ àëãîðèòìîâ, ìàòðèöû ñèñòåìû K MK G GS HBR V
n = 510 3.314 2.847 2.814 2.818 1.046 2.00914 0.386 0.326 0.700 0.714 0.284 0.33818 0.269 0.259 0.569 0.614 0.221 0.27022 0.210 0.229 0.500 0.571 0.195 0.23826 0.212 0.199 0.499 0.539 0.189 0.20730 0.214 0.197 0.499 0.547 0.188 0.204
n = 816 390.255 103.098 303.903 289.908 65.099 89.63220 26.002 7.016 17.196 17.372 5.432 6.14424 3.811 2.604 6.305 6.544 2.004 1.88128 1.977 1.744 4.730 4.817 1.500 1.40832 1.384 1.357 3.479 3.578 1.104 1.03836 1.088 1.301 2.736 2.791 0.838 0.78940 0.894 0.962 2.265 2.283 0.688 0.64944 0.844 0.813 2.107 2.091 0.641 0.60448 0.743 0.763 1.948 1.971 0.589 0.557
n = 1022 3282.707 610.170 1142.017 1028.602 166.874 520.37126 100.611 30.148 84.395 82.148 25.425 26.21130 20.640 12.953 34.359 34.145 10.293 9.470434 11.968 6.359 18.369 18.371 5.392 4.956238 6.561 4.994 14.252 14.230 4.185 3.85242 5.435 3.719 11.098 11.075 3.256 3.00346 3.865 3.182 8.694 8.661 2.555 2.42350 2.836 2.595 8.459 8.408 2.474 2.29054 2.681 2.516 7.017 6.969 2.058 1.89858 2.286 2.311 5.813 5.750 1.704 1.573



80 Ä.Þ. Ëþäâèí, Ñ.Ï. Øàðûéè �àóññà�Çåéäåëÿ. Ïðèìåíåíèå ýòèõ àëãîðèòìîâ êàê áàçîâûõ, ñêîðåå âñåãî, íåæåëà-òåëüíî.Íàèëó÷øóþ ñêîðîñòü ðàáîòû ïîêàçàëà ïðîãðàììà, èñïîëüçóþùàÿ ïðîöåäóðó Õàíñå-íà�Áëèêà��îíà. Ý��åêòèâíîñòü ïðèìåíåíèÿ â êà÷åñòâå áàçîâîãî àëãîðèòìà ïðîöå-äóðû verifylss èç ïàêåòà INTLAB îêàçàëàñü íåñêîëüêî õóæå çà ñ÷åò òîãî, ÷òî íà ïåð-âîì ýòàïå åå ðàáîòû, îñíîâàííîì íà ìåòîäå Êðàâ÷èêà, ðåøåíèå íå äîñòèãàåòñÿ, ïîñëå÷åãî èñïîëüçóåòñÿ ïðîöåäóðà Õàíñåíà�Áëèêà��îíà.Òàêèì îáðàçîì, ïðè âûáîðå áàçîâîãî àëãîðèòìà ñëåäóåò ïðåäïî÷åñòü ïðîöåäóðó Õàí-ñåíà�Áëèêà��îíà.Ïðè àíàëèçå ïðèìåðà 1, èçìåíÿÿ çíà÷åíèå ïàðàìåòðà θ, áûëî èññëåäîâàíî âëèÿíèåñâîéñòâ èíòåðâàëüíîé ìàòðèöû ñèñòåìû � åå áëèçîñòü ê ãðàíèöàì íåîñîáåííîñòè �íà ðàáîòó ïðîãðàììû. Â òàáë. 1 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ñèíòåðâàëüíîé ñèñòåìîé Íîéìàéåðà ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà θ (ïðèâåäåíûòå èç íèõ, ïðè êîòîðûõ âðåìÿ ðàáîòû ïðîãðàììû íå ñëèøêîì âåëèêî).Äëÿ õàðàêòåðèñòèêè ñâîéñòâ èíòåðâàëüíîé ìàòðèöû ñèñòåìû èñïîëüçîâàíû âåëè-÷èíû:1) ρ = ρ (| (midA)−1| · radA) � ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ ìàòðèöû |(midA)−1| · radA;2) ∆σ = σmin(midA) − σmax(radA) � ðàçíîñòü ìåæäó íàèìåíüøèì ñèíãóëÿðíûì÷èñëîì ìàòðèöû midA è íàèáîëüøèì ñèíãóëÿðíûì ÷èñëîì ìàòðèöû radA.Íàïîìíèì, ÷òî ñèíãóëÿðíûìè ÷èñëàìè ìàòðèöû A ∈ R
n×n íàçûâàþòñÿ íåîòðèöà-òåëüíûå êâàäðàòíûå êîðíè èç ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû AA⊤.Âûáîð óêàçàííûõ âûøå âåëè÷èí ìîòèâèðóåòñÿ ñëåäóþùèìè ïðèçíàêàìè íåîñîáåí-íîñòè èíòåðâàëüíûõ ìàòðèö.Ïðèçíàê �èñà�Áåêà. Ïóñòü èíòåðâàëüíàÿ (n × n)-ìàòðèöà A òàêîâà, ÷òî

midA íåîñîáåííàÿ è ρ (|(midA)−1| · radA) < 1. Òîãäà A íåîñîáåííàÿ.Òåîðåìà. Ïóñòü èíòåðâàëüíàÿ (n×n)-ìàòðèöà A òàêîâà, ÷òî midA íåîñîáåííàÿè max
1≤j≤n

(radA · |(midA)−1|)jj ≥ 1. Òîãäà A îñîáåííàÿ.Ïðèçíàê �óìïà. Ïóñòü äëÿ èíòåðâàëüíîé (n×n)-ìàòðèöû A èìååò ìåñòî íåðà-âåíñòâî σmax(radA) < σmin(midA). Òîãäà A íåîñîáåííàÿ.Ïðèçíàê �îíà��åêñà. Åñëè äëÿ èíòåðâàëüíîé (n×n)-ìàòðèöû A èìååò ìåñòî
σmin(radA) ≥ σmax(midA), òî îíà îñîáåííàÿ.Â òàáë. 2 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ õàðàêòåðèñòèê ρ è ∆σ ìàòðèöûÍîéìàéåðà ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ åå äèàãîíàëüíîãî ïàðàìåòðà θ è ðàçìåðíîñòè n.Îòìåòèì, ÷òî ïðè áëèçêèõ ê íóëþ çíà÷åíèÿõ ρ è äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ∆σ âðåìÿðàáîòû ïðîãðàììû ìàëî. Îäíàêî îíî ýêñïîíåíöèàëüíî âîçðàñòàåò ïðè ïðèáëèæåíèèìàòðèöû ñèñòåìû ê ãðàíèöàì íåîñîáåííîñòè, ò. å. ïðè ρ→ 1, ∆σ → 0.Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíà çàâèñèìîñòü âðåìåíè ðàáîòû ïðîãðàììû îò õàðàêòåðèñòèê ρè ∆σ èíòåðâàëüíîé ìàòðèöû A ðàçìåðíîñòè n = 5 äëÿ ðàçëè÷íûõ áàçîâûõ àëãîðèòìîâ.Â òàáë. 3 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ñ èíòåðâàëüíîé ñè-ñòåìîé Øàðîãî (ïðèìåð 2) ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ ðàçìåðíîñòè n ìàòðèöû ñèñòåìû,åå ïàðàìåòðîâ α, β, N è áàçîâûõ ìåòîäîâ âíåøíåé îöåíêè ìíîæåñòâà ðåøåíèé èíòåð-âàëüíîé ñèñòåìû. Çäåñü æå ïðèâåäåíû õàðàêòåðèñòèêè ρ è ∆σ èíòåðâàëüíîé ìàòðèöûñèñòåìû è âðåìÿ íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîé íèæíåé îöåíêè ïåðâîé êîìïîíåíòû ìíîæå-ñòâà ðåøåíèé ÈÑËÀÓ íà îñíîâå ðàçíûõ áàçîâûõ àëãîðèòìîâ. Íà ðèñ. 2 èçîáðàæåíûäèàãðàììû ý��åêòèâíîñòè ðàáîòû ìîäè�èêàöèé ïðîãðàììû ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõïàðàìåòðîâ è ðàçìåðíîñòè èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû Øàðîãî.
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(

|(midA)−1| · radA
)

σmin(midA)− σmax(radA)

n = 510 0.5397 514 0.3590 918 0.2674 1322 0.2125 1726 0.1760 2130 0.1501 25
n = 816 0.5884 820 0.4503 1224 0.3633 1628 0.3037 2032 0.2605 2436 0.2279 2840 0.2024 3244 0.1819 3648 0.1652 40
n = 1024 0.5392 1428 0.4423 1832 0.3740 2236 0.3235 2640 0.2846 3044 0.2539 3448 0.2291 3852 0.2086 4256 0.1914 4660 0.1767 50à á

�èñ. 1. Çàâèñèìîñòü âðåìåíè ðàáîòû ïðîãðàììû t îò õàðàêòåðèñòèê ρ (à) è ∆σ (á) ìàòðèöûÍîéìàéåðà



82 Ä.Þ. Ëþäâèí, Ñ.Ï. ØàðûéÀíàëèçèðóÿ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû, ìîæíî ñäåëàòü âûâîäû, àíàëîãè÷íûå èçëîæåí-íûì âûøå. Íàèìåíåå ý��åêòèâíîé îêàçàëàñü ïðîãðàììà, èñïîëüçóþùàÿ â êà÷åñòâå áà-çîâîãî ìåòîä Êðàâ÷èêà è åãî ìîäè�èêàöèþ (ýòè äàííûå â òàáë. 3 íå ïðèâîäÿòñÿ). Íàè-ëó÷øóþ ñêîðîñòü ðàáîòû èìååì â ñëó÷àå, êîãäà áàçîâûì ìåòîäîì ÿâëÿåòñÿ ïðîöåäóðàÕàíñåíà�Áëèêà��îíà. Ñêîðîñòü ðàáîòû ïðîãðàììû íà îñíîâå ïðîöåäóðû verifylssèç ïàêåòà INTLAB çíà÷èòåëüíî ïàäàåò ïðè âîçðàñòàíèè ðàçìåðíîñòè èíòåðâàëüíîé ñè-Ò à á ë è ö à 3. Ñðàâíåíèå áàçîâûõ àëãîðèòìîâ (ïðèìåð 2)Ïàðàìåòð N Õàðàêòåðèñòèêà Âðåìÿ ðàáîòû ïðîãðàììûèíòåðâàëüíîé ìàòðèöû ñèñòåìû íà îñíîâå áàçîâûõ àëãîðèòìîâ, ñìàòðèöû ñèñòåìû ρ ∆σ G GS HBR V
α = 0.4, β = 0.6, n = 1015 0.6757 3.6 11.225 9.054 2.356 3.57820 0.7353 3.6 10.823 9.322 2.341 3.85325 0.7764 3.6 10.811 9.211 2.322 3.855
α = 0.4, β = 0.6, n = 2025 0.6219 7.6 105.509 93.826 21.935 39.84630 0.6637 7.6 105.558 97.270 21.959 25.75535 0.6972 7.6 105.554 95.336 21.880 77.288
α = 0.4, β = 0.6, n = 3035 0.6014 11.6 386.129 407.671 91.435 456.99240 0.6329 11.6 386.522 426.977 91.432 358.43745 0.6598 11.6 385.823 430.413 92.363 676.331
α = 0.6, β = 0.8, n = 1015 0.5150 5.4 3.659 3.582 1.081 2.31320 0.6029 5.4 7.915 6.450 1.622 1.87625 0.6646 5.4 7.904 6.377 1.626 1.919
α = 0.6, β = 0.8, n = 2025 0.4328 11.4 23.631 21.467 5.309 17.54430 0.4956 11.4 23.892 21.540 5.310 47.36435 0.5458 11.4 27.784 24.573 6.299 97.143
α = 0.6, β = 0.8, n = 3035 0.4021 17.4 74.710 68.064 16.188 216.36840 0.4494 17.4 74.648 67.998 16.192 441.92645 0.4897 17.4 74.671 67.643 16.188 1616.238
α = 0.3, β = 0.7, n = 1015 0.7353 2.7 13.542 12.483 3.373 5.41020 0.7874 2.7 13.435 12.864 3.259 4.17025 0.8224 2.7 13.457 12.525 3.360 4.186
α = 0.3, β = 0.7, n = 2025 0.6868 5.7 157.602 151.104 34.394 34.01630 0.7246 5.7 159.019 144.843 34.416 34.06535 0.7543 5.7 161.887 141.492 34.346 37.167
α = 0.3, β = 0.7, n = 3035 0.6679 8.7 712.694 656.571 149.929 145.10640 0.6969 8.7 704.724 670.453 150.615 146.73245 0.7212 8.7 712.297 647.965 151.154 147.519
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�èñ. 2. Ý��åêòèâíîñòü àëãîðèòìà ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ è ðàçìåðíîñòè èíòåð-âàëüíîé ñèñòåìû Øàðîãîñòåìû çà ñ÷åò óâåëè÷åíèÿ âðåìåíè âûïîëíåíèÿ èòåðàöèé ìåòîäà Êðàâ÷èêà íà ïåðâîìýòàïå. Ìîäè�èêàöèè íà îñíîâå áàçîâûõ ìåòîäîâ �àóññà è �àóññà�Çåéäåëÿ ïîêàçûâàþòäîñòàòî÷íî áëèçêèå ïî ý��åêòèâíîñòè ðåçóëüòàòû.Èç òàáë. 3 òàêæå âèäíî, ÷òî ïðè �èêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ n, α è β óâåëè÷åíèåïàðàìåòðà N íå ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ õàðàêòåðèñòèêè ∆σ èíòåðâàëüíîé ìàòðèöûñèñòåìû (ïðè ýòîì ρ âàðüèðóåò â íåáîëüøèõ ïðåäåëàõ). Ïîýòîìó ñêîðîñòü ðàáîòû ïðî-ãðàììû, îñíîâàííîé íà áàçîâûõ ìåòîäàõ �àóññà, �àóññà�Çåéäåëÿ è ïðîöåäóðå Õàíñå-íà�Áëèêà��îíà, ìåíÿåòñÿ íåçíà÷èòåëüíî. Îäíàêî ìîäè�èêàöèÿ ïðîãðàììû, èñïîëü-çóþùàÿ ïðîöåäóðó verifylss, îêàçûâàåòñÿ âåñüìà ÷óâñòâèòåëüíîé ê èçìåíåíèþ N (ñì.ðèñ. 2). Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî èíòåðâàëüíàÿ îöåíêà ðåøåíèÿ, êàê ïðàâèëî, âû÷èñ-ëÿåòñÿ íà ïåðâîì ýòàïå ðàáîòû ïðîöåäóðû, ò. å. ñ ïîìîùüþ ìîäè�èöèðîâàííîãî ìåòîäàÊðàâ÷èêà, à òî÷íîñòü ïîëó÷åííîé îöåíêè ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ N .Äàëåå áûëà ïðîâåäåíà àïðîáàöèÿ ðàçðàáîòàííûõ àëãîðèòìîâ è èõ ìîäè�èêàöèé íàòåñòîâîé èíòåðâàëüíîé ñèñòåìå, îïèñàííîé â ïðèìåðå 3 (òàáë. 4). Ñðàâíèâàÿ ðåçóëüòàòûðàáîòû àëãîðèòìîâ, îñíîâàííûõ íà ðàçíûõ áàçîâûõ ìåòîäàõ, ìîæíî ñäåëàòü âûâîäû,àíàëîãè÷íûå ïîëó÷åííûì ðàíåå.Òàêèì îáðàçîì, íà ðÿäå òåñòîâûõ ïðèìåðîâ àïðîáèðîâàíû øåñòü áàçîâûõ ìåòîäîâäëÿ èñïîëüçîâàíèÿ èõ â ðàçðàáîòàííîì àëãîðèòìå äðîáëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ñ ìîäè�èêà-



84 Ä.Þ. Ëþäâèí, Ñ.Ï. ØàðûéÒ à á ë è ö à 4. Ñðàâíåíèå áàçîâûõ àëãîðèòìîâ (ïðèìåð 3)Ïàðàìåòðû Õàðàêòåðèñòèêà Âðåìÿ ðàáîòû ïðîãðàììûìàòðèöû ñèñòåìû ìàòðèöû ñèñòåìû íà îñíîâå áàçîâûõ àëãîðèòìîâ, ñ
r = R ρ G GS HBR V

n = 50.1 0.2281 0.480 0.311 0.221 0.3780.2 0.4562 0.422 0.375 0.116 0.1990.3 0.6844 1.161 1.151 0.307 0.688
n = 100.1 0.2028 0.813 0.810 0.200 0.2160.2 0.4056 2.185 1.921 0.475 0.4350.3 0.6083 4.083 5.345 0.820 1.399
n = 150.1 0.1998 1.771 1.769 0.419 0.4100.2 0.3997 5.861 5.101 1.154 0.8380.3 0.5995 13.834 16.335 2.594 4.690
n = 200.1 0.1991 3.107 3.094 0.696 0.6780.2 0.3983 9.126 7.789 1.571 1.7280.3 0.5974 41.162 43.119 7.576 11.403
n = 250.1 0.199 4.863 4.805 1.062 1.5920.2 0.3979 14.129 12.084 1.694 2.0160.3 0.5969 90.467 104.553 16.273 27.129
n = 300.1 0.1989 10.969 10.546 1.557 2.2380.2 0.3979 22.807 19.828 3.450 4.1100.3 0.5968 216.787 231.572 39.057 60.433öèåé �îíà. Ñðåäè íèõ íàèáîëåå ý��åêòèâíîé îêàçàëàñü ïðîöåäóðà Õàíñåíà�Áëèêà��îíà. Âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîé âíåøíåé îöåíêè ìíîæåñòâàðåøåíèé ÈÑËÀÓ çàâèñèò êàê îò åå ðàçìåðíîñòè, òàê è îò áëèçîñòè ê ãðàíèöàì íåîñî-áåííîñòè.4.2. Ý��åêòèâíîñòü ïðîöåäóðû ðàáîòû ñî ñïèñêîìÂ ðàçäåëå 3 áûëè îïèñàíû ñëåäóþùèå ÷åòûðå ñïîñîáà îðãàíèçàöèè è îáðàáîòêè ñïèñêàçàïèñåé, â êîòîðûõ õðàíèòñÿ èí�îðìàöèÿ î ñèñòåìàõ-ïîòîìêàõ, ïîëó÷åííûõ â ðåçóëü-òàòå äðîáëåíèÿ ïàðàìåòðîâ:1) ñïèñîê L îðãàíèçîâàí â âèäå êó÷è;2) çàïèñè ñïèñêà L óïîðÿäî÷åíû ïî âîçðàñòàíèþ îöåíêè Υ(Q, r);3) â ñïèñêå L âûäåëÿåòñÿ óïîðÿäî÷åííûé ïîäñïèñîê Ll àêòèâíûõ çàïèñåé, èìåþùèéíåêîòîðóþ �èêñèðîâàííóþ ìàêñèìàëüíóþ äëèíó, à îñòàëüíûå çàïèñè îðãàíèçîâàíû ââèäå êó÷è;4) ñïîñîá, ïðåäëîæåííûé Ïàíêîâûì.Ñîîòâåòñòâóþùèå ìîäè�èêàöèè àëãîðèòìà îïòèìàëüíîãî âíåøíåãî îöåíèâàíèÿ ìíî-æåñòâà ðåøåíèé ÈÑËÀÓ, ðåàëèçóþùèå äàííûå ñïîñîáû ðàáîòû ñî ñïèñêîì, àïðîáèðî-



Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ðåàëèçàöèé ìîäè�èêàöèè �îíà... 85Ò à á ë è ö à 5. Ý��åêòèâíîñòü àëãîðèòìîâ îðãàíèçàöèè è îáðàáîòêè ñïèñêàÏàðàìåòðû è ðàçìåðíîñòü Âðåìÿ ðàáîòû ïðîãðàììû, èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû ñïîñîá 1 ñïîñîá 2 ñïîñîá 3 ñïîñîá 4Èíòåðâàëüíàÿ ñèñòåìà Íîéìàéåðà
n = 6 θ = 12 4.347 3.013 2.082 2.943

θ = 16 1.000 0.677 0.667 0.670
θ = 20 0.596 0.404 0.399 0.400

n = 8 θ = 16 119.767 73.602 65.039 72.844
θ = 20 10.241 5.452 5.432 5.427
θ = 24 3.859 2.036 2.004 2.031

n = 10 θ = 20 5815.058 2323.042 1407.043 2235.154
θ = 22 336.505 185.925 166.874 184.065
θ = 24 67.605 41.349 40.886 41.154

n = 12 θ = 28 853.403 461.624 420.766 460.146
θ = 30 301.189 178.815 175.215 176.626
θ = 35 84.595 48.643 48.003 48.689Èíòåðâàëüíàÿ ñèñòåìà Øàðîãî

n = 6 N = 20, n = 10 5.739 3.428 3.259 3.275
N = 30, n = 20 67.014 35.038 34.416 35.523
N = 40, n = 30 297.970 151.301 150.615 151.303Èíòåðâàëüíàÿ ñèñòåìà Òî�òà

n = 8 n = 10 1.340 0.856 0.820 0.857
n = 20 13.358 7.772 7.576 7.784
n = 30 71.625 39.921 39.057 39.930âàíû íà òåñòîâûõ ñèñòåìàõ (ñì. ïðèìåðû 1�3). �åçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâïðåäñòàâëåíû â òàáë. 5. Â êà÷åñòâå áàçîâîãî àëãîðèòìà èñïîëüçîâàëàñü ïðîöåäóðà Õàí-ñåíà�Áëèêà��îíà.Íàèìåíåå ý��åêòèâíûì îêàçàëñÿ ñïîñîá îðãàíèçàöèè ñïèñêà â âèäå êó÷è (ñïîñîá 1).Î÷åâèäíî, íà êàæäîì øàãå àëãîðèòìà äîñòàòî÷íî ìíîãî âðåìåíè òðåáóåòñÿ íà ïðî-ñìîòð âñåãî ñïèñêà ñ öåëüþ ïîèñêà âåäóùåé çàïèñè. Ñêîðîñòü îáðàáîòêè ñïèñêà çíà-÷èòåëüíî ïîâûøàåòñÿ, åñëè ñïèñîê óïîðÿäî÷èâàåòñÿ ïî âîçðàñòàíèþ îöåíêè Υ(Q, r)(ñïîñîá 2). Îäíàêî ïðîöåññ ñîðòèðîâêè ñïèñêà, äîáàâëåíèÿ è óäàëåíèÿ çàïèñåé èç íåãîòðåáóåò îïðåäåëåííûõ âðåìåííûõ çàòðàò. Ïîýòîìó èìååò ñìûñë ïîääåðæèâàòü óïîðÿ-äî÷åííîñòü, à òàêæå ïðîèçâîäèòü ÷èñòêó íå âñåãî ñïèñêà L, à íåêîòîðîé åãî ÷àñòè �ïîäñïèñêà àêòèâíûõ çàïèñåé � ñïîñîáû 3 è 4. Åñëè ïîñëåäíèå ñðàâíèâàòü ïî âðåìåí-íûì çàòðàòàì, òî ñëåäóåò îòäàòü ïðåäïî÷òåíèå ñïîñîáó 3, ïðè êîòîðîì �èêñèðóåòñÿìàêñèìàëüíàÿ äëèíà ïîäñïèñêà àêòèâíûõ çàïèñåé. Â ñïîñîáå 4, ïðåäëîæåííîì Ïàíêî-âûì, äëèíà ïîäñïèñêà àêòèâíûõ çàïèñåé îïðåäåëÿåòñÿ ïîðîãîâîé êîíñòàíòîé γ è íàíåêîòîðûõ øàãàõ àëãîðèòìà ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íî áîëüøîé, ÷òî ïðèâîäèò ê ñíèæå-íèþ åãî áûñòðîäåéñòâèÿ, îñîáåííî â ñëó÷àå, êîãäà ìàòðèöà ñèñòåìû áëèçêà ê ãðàíèöàìíåîñîáåííîñòè.Ïðè îðãàíèçàöèè ñïèñêà ïî ñïîñîáó 4 íà êàæäîì øàãå àëãîðèòìà âåäóùàÿ çàïèñüñîäåðæèò íàèìåíüøóþ îöåíêó Υ(Q, r). Äàííîå ñâîéñòâî ìîæåò íàðóøàòüñÿ ïðè îðãà-íèçàöèè ñïèñêà ïî ñïîñîáó 3, ÷òî ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ êîëè÷åñòâà èòåðàöèé, íåîá-õîäèìûõ äëÿ ïîëó÷åíèÿ îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ ÈÑËÀÓ.
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�èñ. 3. Ý��åêòèâíîñòü àëãîðèòìîâ îðãàíèçàöèè è îáðàáîòêè ñïèñêàÏî ðåçóëüòàòàì òåñòîâûõ ýêñïåðèìåíòîâ ñ ñèñòåìîé Íîéìàéåðà ïðè ðàçíûõ ðàçìåð-íîñòÿõ (n = 6 è n = 12) è çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà θ ïîñòðîåíû äèàãðàììû (ðèñ. 3).Íàïîìíèì, ÷òî ïðè âîçðàñòàíèè θ óâåëè÷èâàåòñÿ õàðàêòåðèñòèêà ìàòðèöû ñèñòåìû ρè óìåíüøàåòñÿ õàðàêòåðèñòèêà ∆σ (ñì. òàáë. 2), ò. å. ìàòðèöà ÈÑËÀÓ ïðèáëèæàåòñÿê ãðàíèöàì íåîñîáåííîñòè. Ïðè ýòîì, êàê âèäíî èç ðèñ. 3, ðàçíèöà â áûñòðîäåéñòâèèðàçëè÷íûõ ñïîñîáîâ îáðàáîòêè ñïèñêà ñòàíîâèòñÿ áîëåå çàìåòíîé.4.3. Ñðàâíåíèå ïðîöåäóð îïòèìàëüíîãî âíåøíåãî îöåíèâàíèÿìíîæåñòâà ðåøåíèé ÈÑËÀÓÏðèâåäåì ðåçóëüòàòû ñðàâíèòåëüíîãî àíàëèçà ðàáîòû äâóõ àëãîðèòìîâ îïòèìàëüíîãîâíåøíåãî îöåíèâàíèÿ ìíîæåñòâà ðåøåíèé èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé
Ax = b:� ïðîöåäóðû verintervalhull èç ïàêåòà VERSOFT [23℄, îñíîâàííîé íà ìåòîäå �îíà(ñì. ðàçäåë 2) è íàïèñàííîé èì ñàìèì;� ïðîöåäóðû linppsr, ðåàëèçóþùåé ìåòîä äðîáëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ñ ìîäè�èêàöèåé�îíà, ãäå â êà÷åñòâå áàçîâîãî ìåòîäà èñïîëüçóåòñÿ ïðîöåäóðà Õàíñåíà�Áëèêà��îíà,à ñïèñîê çàïèñåé îðãàíèçîâàí è îáðàáàòûâàåòñÿ ïî ñïîñîáó 3 (ñì. ðàçäåë 4.2).Â òàáë. 6 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû òåñòîâûõ ðàñ÷åòîâ ñ èíòåðâàëüíûìè ñèñòåìà-ìè (ñì. ïðèìåðû 1�3) ïðè ðàçëè÷íûõ ðàçìåðíîñòÿõ è çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ìàòðèöûÈÑËÀÓ. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ îïòèìàëüíûõ âíåøíèõ îöåíîê ìíî-æåñòâà ðåøåíèé èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé. Âðåìÿ ðàáîòû ðàññìîò-ðåííûõ àëãîðèòìîâ ýêñïîíåíöèàëüíî âîçðàñòàåò ñ óâåëè÷åíèåì ðàçìåðíîñòè n ñèñòå-ìû. Èç òàáëèöû âèäíî, ÷òî ñêîðîñòü ðàáîòû ïðîöåäóðû verintervalhull íå çàâèñèòîò ñâîéñòâ èíòåðâàëüíîé ìàòðèöû A ðåøàåìîé ñèñòåìû è îñòàåòñÿ íåèçìåííîé ïðèðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ åå ïàðàìåòðîâ. Áûñòðîäåéñòâèå àëãîðèòìà linppsr ñíèæàåòñÿ,åñëè ìàòðèöà A áëèçêà ê ãðàíèöàì íåîñîáåííîñòè. Îäíàêî ïðè áîëüøèõ ðàçìåðíîñòÿõ
n ïðîöåäóðà linppsr íàìíîãî ý��åêòèâíåå, ÷åì verintervalhull.Êàê áûëî ïîêàçàíî â ðàçäåëå 2, èñêîìûå îöåíêè min{ xν | x ∈ Ξ(A, b)} è max{ xν |
x ∈ Ξ(A, b)}, ν = 1, 2, . . . , n, äîñòèãàþòñÿ íà ìíîæåñòâå íå áîëåå ÷åì 2n ýêñòðåìàëüíûõðåøåíèé, ò. å. âåðõíÿÿ îöåíêà ñëîæíîñòè ìåòîäà �îíà ðàâíà 2n. Cëîæíîñòü ìåòîäîâäðîáëåíèÿ ïàðàìåòðîâ áåç ìîäè�èêàöèè �îíà â õóäøåì ñëó÷àå ïðîïîðöèîíàëüíà 2n

2.



Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ðåàëèçàöèé ìîäè�èêàöèè �îíà... 87Ò à á ë è ö à 6. Ý��åêòèâíîñòü àëãîðèòìîâ verintervalhull è linppsrÏàðàìåòðû è ðàçìåðíîñòü Âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà, èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû linppsr verintervalhullÈíòåðâàëüíàÿ ñèñòåìà Íîéìàéåðà
n = 5 θ = 10 8.012 3.017

θ = 20 1.642 3.019
θ = 30 1.641 3.025

n = 10 θ = 25 617.238 144.113
θ = 30 197.024 144.226
θ = 45 51.422 144.815
θ = 60 31.065 145.012

n = 12 θ = 30 2943.612 1084.556
θ = 50 246.804 1084.476
θ = 70 99.308 1085.555
θ = 90 57.049 1084.001Èíòåðâàëüíàÿ ñèñòåìà Øàðîãî

α = 0.4, β = 0.6 n = 10, N = 15 42.528 144.717
n = 20, N = 25 882.344 Áîëåå 8 ÷
n = 30, N = 35 5483.106 Áîëåå 8 ÷

α = 0.6, β = 0.8 n = 10, N = 15 17.477 142.084
n = 20, N = 25 209.250 Áîëåå 8 ÷
n = 30, N = 35 969.280 Áîëåå 8 ÷Èíòåðâàëüíàÿ ñèñòåìà Òî�òà

r = 0.2 n = 10 5.750 9.115
n = 20 56.524 1321.249
n = 30 161.393 Áîëåå 8 ÷Îäíàêî ìåíåå òðóäîåìêèì àëãîðèòì äðîáëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ñòàíîâèòñÿ çà ñ÷åò òîãî,÷òî íà êàæäîì åãî øàãå ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåòñÿ èí�îðìàöèÿ, ïîëó÷åííàÿ â õîäåâûïîëíåíèÿ ïðåäûäóùèõ øàãîâ, ò. å. àëãîðèòì â äàííîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ àäàïòèâíûì.Âàæíàÿ îñîáåííîñòü ìåòîäà äðîáëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ñîñòîèò òàêæå â òîì, ÷òî îíïîðîæäàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðèáëèæåííûõ îöåíîê äëÿ min{ xν | x ∈ Ξ(A, b)} è

max{ xν | x ∈ Ξ(A, b)}, ν = 1, 2, . . . , n, ñíèçó è ñâåðõó ñîîòâåòñòâåííî. Ïîýòîìó â ñëó-÷àå òðóäíîðåøàåìîé çàäà÷è, êîãäà ðàçìåðíîñòü ñèñòåìû äîñòàòî÷íî âåëèêà èëè ìàò-ðèöà ñèñòåìû áëèçêà ê ãðàíèöàì íåîñîáåííîñòè, ïðîöåññ ðàáîòû àëãîðèòìà linppsrìîæåò áûòü ïðåðâàí äî ñâîåãî ïîëíîãî çàâåðøåíèÿ, ïðè÷åì ïîëó÷åííûå îöåíêè áóäó÷èíå îïòèìàëüíûìè ìîãóò ñëóæèòü áîëåå èëè ìåíåå òî÷íûìè ïðèáëèæåíèÿìè èñêîìûõ
min{ xν | x ∈ Ξ(A, b)} è max{ xν | x ∈ Ξ(A, b)}, ν = 1, 2, . . . , n.Òàêèì îáðàçîì, ñðåäè ðàññìîòðåííûõ ðåàëèçàöèé ìåòîäîâ äðîáëåíèÿ ïàðàìåòðîâñ ìîäè�èêàöèåé �îíà, ðàçëè÷àþùèõñÿ áàçîâûì àëãîðèòìîì (ìåòîä Êðàâ÷èêà, ìîäè�è-öèðîâàííûé ìåòîä Êðàâ÷èêà ñ èñïîëüçîâàíèåì �ýïñèëîí-ðàçäóòèÿ�, èíòåðâàëüíûé ìå-òîä �àóññà, èíòåðâàëüíûé ìåòîä �àóññà�Çåéäåëÿ, ïðîöåäóðà Õàíñåíà�Áëèêà��îíà),íàèáîëåå ïðåäïî÷òèòåëåí ïî âðåìåíè ðàáîòû àëãîðèòì, èñïîëüçóþùèé ïðîöåäóðó Õàí-ñåíà�Áëèêà��îíà ñ ïðåäîáóñëàâëèâàíèåì îáðàòíîé ñðåäíåé ìàòðèöåé. Äëÿ äîñòèæå-íèÿ íàèáîëüøåé ý��åêòèâíîñòè àëãîðèòìà èìååò ñìûñë ïðè ðàáîòå ñî ñïèñêîì ñèñòåì-ïîòîìêîâ, ïîëó÷åííûõ â ðåçóëüòàòå äðîáëåíèÿ ïàðàìåòðîâ, âûäåëÿòü ïîäñïèñîê àê-



88 Ä.Þ. Ëþäâèí, Ñ.Ï. Øàðûéòèâíûõ çàïèñåé, â êîòîðîì ïîääåðæèâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííîñòü ïî çíà÷åíèÿì îöåíêè èïðîèçâîäèòñÿ ÷èñòêà îò �áåñïåðñïåêòèâíûõ� ïîòîìêîâ.Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ àïðîáàöèè àëãîðèòìà linppsr, ðåàëèçóþùåãî ìåòîä äðîáëåíèÿïàðàìåòðîâ ñ ìîäè�èêàöèåé �îíà, ïîêàçàë, ÷òî âðåìÿ ðàáîòû ïðîãðàììû ñóùåñòâåí-íî çàâèñèò îò ñâîéñòâ èíòåðâàëüíîé ìàòðèöû ñèñòåìû, â ÷àñòíîñòè, îò áëèçîñòè ýòîéìàòðèöû ê ãðàíèöå ìíîæåñòâà íåîñîáåííûõ (íåâûðîæäåííûõ) ìàòðèö. Åñëè ìàòðèöàñèñòåìû �ïî÷òè îñîáåííàÿ�, à òàêæå åñëè ðàçìåðíîñòü ñèñòåìû âåëèêà, áûñòðîäåéñòâèåàëãîðèòìà ñíèæàåòñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ çà ïðàêòè÷åñêè ïðèåìëå-ìîå âðåìÿ ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñâîéñòâîì ïîñëåäîâàòåëüíîé ãàðàíòèè ìåòîäîâ äðîá-ëåíèÿ ïàðàìåòðîâ è ïðåðâàòü ðàáîòó ïðîãðàììû äëÿ âû÷èñëåíèÿ íåêîòîðîãî ïðèáëè-æåíèÿ èñêîìîé âíåøíåé îöåíêè. Ýòî ñâîéñòâî àëãîðèòìà linppsr âûãîäíî îòëè÷àåò åãîîò äðóãèõ ïîäõîäîâ ê îïòèìàëüíîìó âíåøíåìó îöåíèâàíèþ ìíîæåñòâ ðåøåíèé èíòåð-âàëüíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì, íàïðèìåð, ðàññìîòðåííîé âûøå ïðîöåäóðû verintervalhull,ðåàëèçóþùåé ìåòîä �îíà.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Kreinovih V., Lakeyev A.V., Rohn J., Kahl P. Computational Complexity andFeasibility of Data Proessing and Interval Computations. Dordreht: Kluwer, 1997.[2℄ Kreinovih V., Lakeyev A.V., Noskov S.I. Optimal solution of interval linear systems isintratable (NP-hard) // Interval Comput. 1993. No. 1. P. 6�14.[3℄ Rohn J., Kreinovih V. Computing exat omponentwise bounds on solutions of linearsystems with interval data is NP-hard // SIAM J. on Matrix Analysis and Appl. 1995. Vol. 16.P. 415�420.[4℄ Øàðûé Ñ.Ï. Êîíå÷íîìåðíûé èíòåðâàëüíûé àíàëèç. Ýëåêòðîííàÿ êíèãàhttp://www-sbras.ns.ru/interval/Library/InteBooks/ SharyBook.pdf[5℄ Øàðûé Ñ.Ï.Îïòèìàëüíîå âíåøíåå îöåíèâàíèå ìíîæåñòâ ðåøåíèé èíòåðâàëüíûõ ñèñòåìóðàâíåíèé. ×àñòü 1 // Âû÷èñë. òåõíîëîãèè. 2002. Ò. 7, � 6. Ñ. 90�113.Øàðûé Ñ.Ï. Îïòèìàëüíîå âíåøíåå îöåíèâàíèå ìíîæåñòâ ðåøåíèé èíòåðâàëüíûõ ñèñòåìóðàâíåíèé. ×àñòü 2 // Òàì æå. 2003. Ò. 8, � 6. Ñ. 84�109.[6℄ Shary S.P. A new lass of algorithms for optimal solution of interval linear systems // IntervalComput. 1992. No. 2(4). P. 18�29.[7℄ Rohn J. Systems of linear interval equations // Linear Algebra and its Appl. 1989. Vol. 126.P. 39�78.[8℄ Beek H. �Uber die Struktur und Absh�atzungen der L�osungsmenge von linearen Glei-hungssystemen mit Intervallkoe�zienten // Computing. 1972. Vol. 10. P. 231�244.[9℄ Nikel K. Die �Ubershatzung des Wertebereihes einer Funktion in der Intervallrehnung mitAnwendungen auf lineare Gleihungssysteme // Ibid. 1977. Vol. 18. P. 15�36.[10℄ Oettli W.On the solution set of linear system with inaurate oe�ients // SIAM J. Numer.Anal. 1965. Vol. 2. P. 115�118.[11℄ Çàäà÷è ëèíåéíîé îïòèìèçàöèè ñ íåòî÷íûìè äàííûìè / Ì. Ôèäëåð, É. Íåäîìà, ß. �àìèê,È. �îí, Ê. Öèììåðìàíí. Ì. � Èæåâñê: �ÕÄ, 2008.[12℄ Krawzyk K.R., Neumaier A. An improved interval Newton operator // J. of Math.Analisis and Appl. 1986. Vol. 118. P. 194�201.
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