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Ïðîèçâîäíûå ãàçîäèíàìè÷åñêèõ �óíêöèéçà ïîâåðõíîñòüþ ñèëüíîãî ðàçðûâà∗Å.Ñ. ÏðîõîðîâÈíñòèòóò ãèäðîäèíàìèêè èì. Ì.À. Ëàâðåíòüåâà ÑÎ �ÀÍ, Íîâîñèáèðñê, �îññèÿe-mail: prokh�hydro.ns.ruÏðè åñòåñòâåííîì ïðåäïîëîæåíèè ê �îðìå çàïèñè êàëîðè÷åñêîãî óðàâíåíèÿñîñòîÿíèÿ (âíóòðåííåé ýíåðãèè) ñðåäû äëÿ îäíîìåðíûõ è êâàçèîäíîìåðíûõ âè-äîâ äâèæåíèÿ ïîëó÷åíû ñîîòíîøåíèÿ, óñòàíàâëèâàþùèå îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèåìåæäó ïåðâûìè ÷àñòíûìè ïðîñòðàíñòâåííûìè ïðîèçâîäíûìè (ãðàäèåíòàìè) äàâ-ëåíèÿ, ïëîòíîñòè, ìàññîâîé ñêîðîñòè ãàçà çà óäàðíûì èëè äåòîíàöèîííûì �ðîí-òîì (ïîâåðõíîñòüþ ñèëüíîãî ðàçðûâà) è ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè ñêîðîñòè (óñêîðå-íèåì) ñàìîãî �ðîíòà. Ïðåäïîëîæåíèå îñíîâàíî íà òîì, ÷òî ñ ó÷åòîì òåðìè÷åñêîãîóðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ïîëíóþ âíóòðåííþþ ýíåðãèþ, âêëþ÷àþùóþ â ñåáÿ êðîìå òåð-ìîäèíàìè÷åñêîé ÷àñòè è ïîòåíöèàëüíóþ õèìè÷åñêóþ ýíåðãèþ, ìîæíî ïðåäñòàâèòüâ âèäå �óíêöèè äàâëåíèÿ è ïëîòíîñòè. Ýòî èìååò ìåñòî êàê äëÿ èíåðòíûõ ñðåä,òàê è äëÿ ïðîäóêòîâ ðåàêöèè â ñîñòîÿíèè õèìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ. Ïîëó÷åííûåñîîòíîøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ áîëåå óíèâåðñàëüíûìè ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàíåå èçâåñòíûìèïîäîáíûìè �îðìóëàìè, ÷òî ïîçâîëÿåò ðàñøèðèòü îáëàñòü èõ ïðèìåíåíèé â ïðè-ëîæåíèÿõ.Êëþ÷åâûå ñëîâà: óäàðíàÿ âîëíà, äåòîíàöèÿ, ñèëüíûé ðàçðûâ, ãðàäèåíòû ãàçî-äèíàìè÷åñêèõ �óíêöèé, óñêîðåíèå �ðîíòà.Â ãàçîâîé äèíàìèêå ïîä ñèëüíûì ðàçðûâîì ïîíèìàþò äâóìåðíóþ ïîâåðõíîñòü â ïðî-ñòðàíñòâå, íà êîòîðîé �óíêöèè ïëîòíîñòè ρ, ìàññîâîé ñêîðîñòè u, äàâëåíèÿ p è äðóãèõïàðàìåòðîâ ñïëîøíîé ñðåäû èìåþò ðàçðûâû ïåðâîãî ðîäà. Âåëè÷èíû ðàçðûâîâ äàííûõ�óíêöèé íå ìîãóò áûòü ïðîèçâîëüíûìè, à óäîâëåòâîðÿþò íåêîòîðûì ñîîòíîøåíèÿì �óðàâíåíèÿì ñèëüíîãî ðàçðûâà [1℄. Òàê, äëÿ ñèëüíîãî ðàçðûâà òèïà �óäàðíàÿ âîëíà� ýòèóðàâíåíèÿ âûðàæàþò çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ìàññû, èìïóëüñà è ýíåðãèè íà óäàðíîì �ðîíòå(ïîâåðõíîñòè ðàçðûâà) è ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â ñëåäóþùåì âèäå:

ρ∗(D − u∗) = ρ0(D − u0),

p∗ + ρ∗(D − u∗)
2 = p0 + ρ0(D − u0)

2,

U∗ + p∗/ρ∗ + (D − u∗)
2/2 = U0 + p0/ρ0 + (D − u0)

2/2. (1)Çäåñü D � ñêîðîñòü �ðîíòà, U � óäåëüíàÿ (íà åäèíèöó ìàññû) âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿñðåäû; èíäåêñàìè 0 è ∗ îáîçíà÷åíû çíà÷åíèÿ ãàçîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí ïåðåä �ðîíòîì(â èñõîäíîì ñîñòîÿíèè) è íåïîñðåäñòâåííî çà �ðîíòîì âîëíû ñîîòâåòñòâåííî. Îòìåòèì,÷òî ñ ó÷åòîì òåïëîâîãî ý��åêòà çà ñ÷åò õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé ýòè çàêîíû ñîõðàíåíèÿïðèìåíèìû è äëÿ äåòîíàöèîííîãî �ðîíòà (ñèëüíîãî ðàçðûâà ñ òåïëîâûäåëåíèåì) [2, 3℄.
∗�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ãðàíò � 11-01-00634a) è Ôîíäà Ïðåçèäåíòà�Ô ïî ãîñóäàðñòâåííîé ïîääåðæêå âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë (ÍØ-5770.2010.1).100



Ïðîèçâîäíûå ãàçîäèíàìè÷åñêèõ �óíêöèé çà ïîâåðõíîñòüþ ñèëüíîãî ðàçðûâà 101Åñëè äâèæåíèå ñðåäû çà �ðîíòîì îïèñûâàåòñÿ ãëàäêèì îäíîìåðíûì ðåøåíèåì, àïàðàìåòðû ïåðåä �ðîíòîì ïîñòîÿííû, òî ìîæíî óñòàíîâèòü îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèåìåæäó ÷àñòíîé ïðîñòðàíñòâåííîé ïðîèçâîäíîé (×ÏÏ) �óíêöèè ëþáîãî ãàçîäèíàìè÷å-ñêîãî ïàðàìåòðà (∂y/∂r)∗, ãäå y = {ρ, u, p}, è ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè ñêîðîñòè (óñêî-ðåíèåì) �ðîíòà dD/dt. Äëÿ îäíîìåðíîãî àäèàáàòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ ñîâåðøåííîãî ãàçàòàêèå ×ÏÏ çà �ðîíòîì óäàðíîé âîëíû ïðèâåäåíû â [4℄, ãäå îíè èñïîëüçîâàíû äëÿ ïî-ñòðîåíèÿ òåîðèè çàòóõàíèÿ óäàðíûõ âîëí. Óìåñòíî òàêæå îòìåòèòü áëèçêóþ ïî òåìàòè-êå ðàáîòó [5℄. Â ïîñëåäíåé ïîëó÷åíû ×ÏÏ ãàçîäèíàìè÷åñêèõ �óíêöèé çà èñêðèâëåííîéñòàöèîíàðíîé óäàðíîé âîëíîé, íà êîòîðóþ íàáåãàåò ðàâíîìåðíûé ñâåðõçâóêîâîé ïîòîê.Îäíàêî â ýòîé ðàáîòå âëèÿíèå óñêîðåíèÿ �ðîíòà íà ×ÏÏ íå ó÷èòûâàëîñü.Îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè �îðìóë äëÿ ×ÏÏ, ïðåäñòàâëåííûõ â [4℄, â çíà÷èòåëüíîé ìåðåîãðàíè÷åíà óñëîâèÿìè ìîäåëè ñîâåðøåííîãî ãàçà [6℄, â ðàìêàõ êîòîðîé ïîëàãàåòñÿ, ÷òîãàç ÿâëÿåòñÿ èäåàëüíûì, õèìè÷åñêè èíåðòíûì è èìååò ïîñòîÿííûé ïîêàçàòåëü àäèà-áàòû γ = (∂ ln p/∂ ln ρ)S = onst, ãäå S � ýíòðîïèÿ âåùåñòâà. Íàïðèìåð, ïîëó÷åííûåðàíåå �îðìóëû íå ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ òàêèõ âàæíûõ â ïðàêòè÷åñêîì îòíî-øåíèè ñëó÷àåâ êàê äâèæåíèÿ ãàçà çà ñèëüíûìè óäàðíûìè âîëíàìè, êîãäà âîçìîæíû1) íàðóøåíèå óñëîâèé åãî èäåàëüíîñòè, 2) âîçáóæäåíèå äîïîëíèòåëüíûõ ñòåïåíåé ñâî-áîäû è äèññîöèàöèÿ ìîëåêóë è 3) ðàâíîâåñíûå òå÷åíèÿ ðåàãèðóþùèõ ãàçîâ çà �ðîíòîìäåòîíàöèè, ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ â õèìè÷åñêè àêòèâíîé ñðåäå.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå óäàëîñü ñíÿòü ýòè îãðàíè÷åíèÿ ïóòåì èñïîëüçîâàíèÿ åñòåñòâåí-íîãî ïðåäïîëîæåíèÿ ê �îðìå çàïèñè âíóòðåííåé ýíåðãèè U , îñíîâàííîãî íà òîì, ÷òî ñó÷åòîì òåðìè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ (íàïðèìåð, óðàâíåíèé Êëàïåéðîíà�Ìåíäå-ëååâà èëè Âàí-äåð-Âààëüñà) ïîëíóþ âíóòðåííþþ ýíåðãèþ U = Uth +Uch, âêëþ÷àþùóþâ ñåáÿ êðîìå òåðìîäèíàìè÷åñêîé ÷àñòè Uth è ïîòåíöèàëüíóþ õèìè÷åñêóþ ýíåðãèþ Uch,ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå �óíêöèè äàâëåíèÿ è ïëîòíîñòè U(p, ρ). Ýòî èìååò ìåñòî êàêäëÿ èíåðòíûõ ñðåä, òàê è äëÿ ïðîäóêòîâ ðåàêöèè â ñîñòîÿíèè õèìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ(ñì, íàïðèìåð, [7℄). Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ñîâåðøåííîãî ãàçà èìååì U = 1/(γ−1)·p/ρ+onst.Ïðè òàêîé �îðìå çàïèñè âíóòðåííåé ýíåðãèè ñ ó÷åòîì ïåðâîãî íà÷àëà òåðìîäèíàìèêèðàâíîâåñíàÿ ñêîðîñòü çâóêà c â ñðåäå îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì
c2 = (∂p/∂ρ)S = (p/ρ2 − Uρ)/Up, Up = (∂U/∂p)ρ, Uρ = (∂U/∂ρ)p. (2)Ïðè âûâîäå èñêîìûõ ñîîòíîøåíèé äëÿ ×ÏÏ áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå äî-ïîëíèòåëüíûå ïðåäïîëîæåíèÿ. Ïóñòü â îäíîìåðíîì ïðèáëèæåíèè óäàðíàÿ èëè äåòîíà-öèîííàÿ âîëíà ñ ìãíîâåííîé õèìè÷åñêîé ðåàêöèåé çà �ðîíòîì äâèæåòñÿ â ñïëîøíîé(â îáùåì ñëó÷àå õèìè÷åñêè àêòèâíîé) ñðåäå ñ çàäàííûìè ãàçîäèíàìè÷åñêèìè ïàðàìåò-ðàìè. Óñëîâèå î ìãíîâåííîñòè õèìè÷åñêîé ðåàêöèè îçíà÷àåò, ÷òî çà �ðîíòîì ðåàëèçó-åòñÿ ðàâíîâåñíîå òå÷åíèå ïðîäóêòîâ ðåàêöèè. Ïîëàãàåì, ÷òî U(p, ρ) èçâåñòíàÿ, â îáùåìâèäå íåÿâíàÿ �óíêöèÿ. Îòìåòèì, ÷òî ïðè äåòîíàöèè â ñèëó íåîáðàòèìîñòè õèìè÷åñêîéðåàêöèè U0 6= U(p0, ρ0).Äè��åðåíöèðóÿ (1) ïî D, ñ ó÷åòîì (2) ïîëó÷èì ñèñòåìó àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèéîòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíûõ dy∗/dD, ãäå y∗ = {ρ∗, u∗, p∗}. �åøàÿ ýòó ñèñòåìó, íàõîäèì:
dρ∗
dD

=
ρ∗ − ρ0
D − u0

·
ρ∗
ρ0

A,
du∗

dD
=

u∗ − u0

D − u0

(A+ 1),
dp∗
dD

=
p∗ − p0
D − u0

(A + 2),

A =
2 + (1/ρ∗ − 1/ρ0)/(Up)∗

(1/M∗)2 − 1
, (3)



102 Å.Ñ. Ïðîõîðîâãäå M∗ = (D− u∗)/c∗ � ÷èñëî Ìàõà îòíîñèòåëüíîãî ïîòîêà çà �ðîíòîì âîëíû. Ñîîòíî-øåíèÿ (3) ìîæíî çàïèñàòü è â áîëåå êîìïàêòíîé �îðìå
d ln(ρ∗ − ρ0)

d lnM0

=
ρ∗
ρ0

A,
d ln(u∗ − u0)

d lnM0

= A+ 1,
d ln(p∗ − p0)

d lnM0

= A+ 2,ãäå M0 = (D − u0)/c0 � ÷èñëî Ìàõà îòíîñèòåëüíîãî ïîòîêà ïåðåä �ðîíòîì.Â ðàáîòàõ [1, 3℄ ïîêàçàíî, ÷òî åñëè ñïëîøíàÿ ñðåäà îáëàäàåò �íîðìàëüíûìè� [8℄òåðìîäèíàìè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè, òî äëÿ óäàðíûõ è äåòîíàöèîííûõ âîëí âûïîëíÿþòñÿåñòåñòâåííûå íåðàâåíñòâà
p∗ > p0, ρ∗ > ρ0, u∗ > u0, M0 > 1, M∗ < 1. (4)Îòìåòèì òàêæå, ÷òî áåçðàçìåðíàÿ âåëè÷èíà A â �îðìóëàõ (3) âñåãäà ïîëîæèòåëüíà(A > 0), ïîñêîëüêó òîëüêî â ýòîì ñëó÷àå ïëîòíîñòü ρ∗ áóäåò âîçðàñòàòü ñ óâåëè÷åíèåìñêîðîñòè �ðîíòà (dρ∗/dD > 0). Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ñîâåðøåííîãî ãàçà A = 2/(M2

0 − 1).Äàëåå ïðè âûâîäå ñîîòíîøåíèé äëÿ ×ÏÏ âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì, îïèñàííûì â [4℄.Òàê, äëÿ îäíîìåðíûõ äâèæåíèé ëþáîé ãàçîäèíàìè÷åñêèé ïàðàìåòð ñðåäû çàâèñèò òîëü-êî îò îäíîé ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòû r (r ≥ 0) è âðåìåíè t, ò. å. èìååì y(r, t).Åñëè îïðåäåëÿòü òåêóùóþ êîîðäèíàòó �ðîíòà âîëíû r∗ â âèäå ìîíîòîííî âîçðàñòàþ-ùåé �óíêöèè îò âðåìåíè (âîëíà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ îò öåíòðà) r∗(t), òî äëÿ ïàðàìåòðîâ�ðîíòà y∗ = {ρ∗, u∗, p∗} ïîëó÷èì çàâèñèìîñòè y∗ = y(r∗(t), t) = y∗(t). Ïðè ýòîì ïîëíûåïðîèçâîäíûå ïàðàìåòðîâ ïî âðåìåíè ñâÿçàíû ñ ïåðâûìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè àíà-ëîãè÷íûõ ïàðàìåòðîâ çà �ðîíòîì ïî t (∂y/∂t)∗ è êîîðäèíàòå r (∂y/∂r)∗ ñëåäóþùèìîáðàçîì:
dy∗

dt
=

dy∗

dD
·
dD

dt
=

(

∂y

∂t

)

∗

+D

(

∂y

∂r

)

∗

. (5)Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî ñêîðîñòü �ðîíòà D = dr∗/dt.Îäíîìåðíûå óðàâíåíèÿ íåñòàöèîíàðíîé ãàçîâîé äèíàìèêè äëÿ àäèàáàòè÷åñêèõ ïëîñ-êèõ äâèæåíèé (N = 0), à òàêæå äâèæåíèé ñ îñåâîé (N = 1) è öåíòðàëüíîé (N = 2)ñèììåòðèåé ìîãóò áûòü ïðèâåäåíû ê âèäó [9℄
∂ρ

∂t
+ u

∂ρ

∂r
+ ρ

∂u

∂r
= −m,

∂u

∂t
+ u

∂u

∂r
+

1

ρ

∂p

∂r
= −i,

∂p

∂t
+ u

∂p

∂r
− c2

(

∂ρ

∂t
+ u

∂ρ

∂r

)

= −e, (6)ãäå m = ρuN/r, i = 0, e = 0. Ïîñêîëüêó ïðèâåäåííûå óðàâíåíèÿ ñïðàâåäëèâû è äëÿ òå-÷åíèÿ ãàçà, ïðèìûêàþùåãî ê �ðîíòó âîëíû, òî, èñêëþ÷àÿ â (6) ñ ïîìîùüþ (5) ÷àñòíûåïðîèçâîäíûå (∂y/∂t)∗, ïîëó÷èì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî (∂y/∂r)∗.�åøàÿ ýòó ñèñòåìó ñ ó÷åòîì (3), íàéäåì èñêîìûå ×ÏÏ �óíêöèé ãàçîäèíàìè÷åñêèõ ïà-ðàìåòðîâ çà �ðîíòîì âîëíû (ïîâåðõíîñòüþ ñèëüíîãî ðàçðûâà):
(

∂ρ

∂r

)

∗

=
1

M2
∗
− 1

{

[3(A+ 1)−A/M2

∗
]
ρ∗ − ρ0

c2
∗

·
dD

dt
+

M∗m∗

c∗
+

ρ∗i∗
c2
∗

+
e∗

M∗c3∗

}

,

(

∂u

∂r

)

∗

=
1

M2
∗
− 1

{

ρ0
ρ∗

(2A+ 3)
u∗ − u0

c2
∗

·
dD

dt
+

m∗

ρ∗
+

M∗i∗
c∗

+
e∗
ρ∗c2∗

}

,
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(

∂p

∂r

)

∗

=
1

M2
∗
− 1

{

ρ0
ρ∗

[A+ 2 + (A+ 1)/M2

∗
]
p∗ − p0

c2
∗

·
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+M∗c∗m∗ + ρ∗i∗ +

M∗e∗
c∗

}

, (7)ãäå m∗ = ρ∗u∗N/r∗, i∗ = 0, e∗ = 0. Ïî-âèäèìîìó, (7) ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå êîìïàêòíîé�îðìîé çàïèñè äëÿ (∂y/∂r)∗. Ïðè ïîïûòêå ïðåîáðàçîâàòü ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé (1)äàííûå óðàâíåíèÿ ñòàíîâÿòñÿ áîëåå ãðîìîçäêèìè è òåðÿþò íàãëÿäíîñòü. Êîñâåííûìïîäòâåðæäåíèåì ïðàâèëüíîñòè âûâîäà ýòèõ ñîîòíîøåíèé ìîæåò ñëóæèòü ñëåäóþùåå:ïðè ïîäñòàíîâêå â (7) èçâåñòíûõ �îðìóë, ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèÿì (1) â ñîâåðøåí-íîì ãàçå [1℄
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∗
=

2 + (γ − 1)M2
0

2γM2
0 − (γ − 1)

, c2
∗
= γ

p∗
ρ∗

, c20 = γ
p0
ρ0
, (8)ðàññìàòðèâàåìûå ñîîòíîøåíèÿ ñâîäÿòñÿ ê óðàâíåíèÿì, ïîëó÷åííûì ðàííåå â [4℄ äëÿñëó÷àÿ, êîãäà ãàç ïåðåä �ðîíòîì óäàðíîé âîëíû íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ (u0 = 0).Íàèáîëåå ïðîñòî ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ×ÏÏ âûãëÿäÿò ïðè èçîòåðìè÷åñêèõ äâèæåíèÿõãàçà (p/ρ = onst). Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî â �îðìóëàõ (8) ïîëîæèòü γ = 1. Òîãäà èç (3)íàõîäèì

dρ∗/dD = 2ρ0M0/c0, dp∗/dD = 2ρ0c0M0, du∗/dD = 1 + 1/M2

0 (9)è ñîîòâåòñòâåííî èç (7) ñ ó÷åòîì dD/dt = c0dM0/dt ïîëó÷èì
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·
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N

r∗
. (10)Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî â (10) ïðîèçâîäíûå (∂y/∂r)∗ ÿâíî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç M0è ïðè N = 0 ýòè �îðìóëû åùå áîëåå óïðîùàþòñÿ.Âûðàæåíèÿ (7) ìîãóò áûòü îáîáùåíû è íà äðóãèå âèäû äâèæåíèÿ ñðåäû. Òàê, âñëó÷àå êâàçèîäíîìåðíûõ òå÷åíèé ãàçà â òðóáå ñ ïåðåìåííîé ïëîùàäüþ ïîïåðå÷íîãîñå÷åíèÿ σ = σ(r) äîñòàòî÷íî çàìåíèòü â âûðàæåíèè äëÿ m ñèñòåìû (6), à çíà÷èò èâ ðåøåíèè (7) îòíîøåíèå N/r íà ïðîèçâîäíóþ d(ln σ)/dr. Çàìåòèì, ÷òî â êàíàëüíîìïðèáëèæåíèè íåòðóäíî ó÷åñòü òàêæå ïîòåðè íà òðåíèå è òåïëîîòâîä â ñòåíêè òðóáû [10℄.Â ýòîì ñëó÷àå ïðàâûå ÷àñòè i è e óðàâíåíèé ñèñòåìû (6) óæå íå ðàâíû íóëþ, à ÿâëÿþòñÿíåêîòîðûìè �óíêöèÿìè, çàâèñÿùèìè îò ïàðàìåòðîâ ïîòîêà ρ, u, p è ãèäðàâëè÷åñêîãîäèàìåòðà êàíàëà, êîòîðûé äëÿ òðóáû êðóãëîãî ñå÷åíèÿ ñîâïàäàåò ñ îáû÷íûì. Îäíàêîòàêèå èçìåíåíèÿ íå âëèÿþò íà õàðàêòåðíóþ ñòðóêòóðó ñîîòíîøåíèé (7).Êàê ïîêàçûâàåò àíàëèç, âî âñåõ ðàññìîòðåííûõ ñëó÷àÿõ ýòè ñîîòíîøåíèÿ ïðåäñòàâ-ëÿþò ñîáîé �îðìóëû òèïà (∂y/∂r)∗ = g∗ · dD/dt + h∗, êîòîðûå óñòàíàâëèâàþò ëèíåé-íóþ ñâÿçü ìåæäó ïåðâûìè ×ÏÏ ïàðàìåòðîâ çà �ðîíòîì âîëíû (∂y/∂r)∗ è óñêîðåíèåìñàìîãî �ðîíòà dD/dt . Â îáùåì âèäå êîý��èöèåíòû ïðîïîðöèîíàëüíîñòè g∗ ëåãêîïîëó÷èòü èç (7). Îíè îáëàäàþò óíèâåðñàëüíîñòüþ è íå çàâèñÿò îò âíåøíèõ óñëîâèéäâèæåíèÿ ñðåäû (ò. å. âèäà âûðàæåíèé äëÿ m, i, e). Ïðè çàäàííûõ íà÷àëüíûõ ïàðàìåò-ðàõ ρ0, u0, p0, U0 êîíêðåòíûå çíà÷åíèÿ êîý��èöèåíòîâ îïðåäåëÿþòñÿ �óíêöèîíàëüíîéçàâèñèìîñòüþ äëÿ âíóòðåííåé ýíåðãèè U(p, ρ) è ñêîðîñòüþ �ðîíòà D. Äëÿ áîëüøèíñòâà



104 Å.Ñ. Ïðîõîðîâïðàêòè÷åñêè âàæíûõ ñëó÷àåâ, êîãäà ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà (4), ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òîêîý��èöèåíòû ïðîïîðöèîíàëüíîñòè, ñòîÿùèå ïåðåä ïðîèçâîäíîé dD/dt, îòðèöàòåëüíû.Òîãäà èç (7), â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî äëÿ àäèàáàòè÷åñêèõ ïëîñêèõ, öèëèíäðè÷åñêè èñ�åðè÷åñêè ñèììåòðè÷íûõ âèäîâ äâèæåíèÿ ïðè óñêîðåíèè �ðîíòà âîëíû (dD/dt > 0)ïëîòíîñòü, äàâëåíèå è ìàññîâàÿ ñêîðîñòü ãàçà óìåíüøàþòñÿ ïðè ïðèáëèæåíèè ê �ðîí-òó, ò. å. (∂y/∂r)∗ < 0.Ñîîòíîøåíèÿ (7) ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðè ïîñòðîåíèè ÷èñëåííûõ è àíàëèòè÷åñêèõïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé ãàçîäèíàìè÷åñêèõ çàäà÷. Îíè ìîãóò íàéòè ïðèìåíåíèå â èí-æåíåðíûõ ðàñ÷åòàõ äëÿ îöåíêè çíà÷åíèé ïðîèçâîäíûõ (∂y/∂r)∗ ïî èçìåíåíèþ ñêîðîñòè�ðîíòà âîëíû, �èêñèðóåìîìó â ýêñïåðèìåíòå. Äëÿ ïîäòâåðæäåíèÿ ýòîãî âîñïîëüçóåì-ñÿ ðåøåíèåì êâàçèîäíîìåðíîé çàäà÷è î çàòóõàíèè ïåðåñæàòîé äåòîíàöèîííîé âîëíû(ÄÂ), ñ�îðìèðîâàííîé ïðè ïåðåõîäå ãàçîâîé äåòîíàöèè èç øèðîêîé òðóáû â óçêóþ÷åðåç êîíè÷åñêè ñóæàþùèéñÿ ïàòðóáîê [11℄, è ïðîâåäåì ñëåäóþùèé âû÷èñëèòåëüíûéýêñïåðèìåíò.Â ðàáîòå [11℄ äëÿ ðàñ÷åòîâ â êà÷åñòâå õèìè÷åñêè ðåàãèðóþùåãî ãàçà èñïîëüçîâàíàñòåõèîìåòðè÷åñêàÿ ñìåñü àöåòèëåíà ñ êèñëîðîäîì, äëÿ êîòîðîé âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ
U(p, ρ) îïðåäåëåíà â ñîîòâåòñòâèè ñ [7℄. Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíû õàðàêòåðíûå ïðî�èëèïëîòíîñòè (a) è ìàññîâîé ñêîðîñòè (á ) çà �ðîíòîì ÄÂ, ãäå çíà÷åíèÿ ãàçîäèíàìè÷åñêèõâåëè÷èí îòíåñåíû ê ñîîòâåòñòâóþùèì ïàðàìåòðàì ρCJ è uCJ , êîòîðûå ðåàëèçóþòñÿïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ ×åïìåíà�Æóãå (M∗ = 1) [3℄ íà �ðîíòå óñòàíîâèâøåãîñÿ èñàìîïîääåðæèâàþùåãîñÿ ðåæèìà äåòîíàöèè. Êîîðäèíàòû L0 è L1 âûäåëÿþò îáëàñòüêîíè÷åñêîãî ñóæåíèÿ òðóáû. Âðåìÿ t îòñ÷èòûâàåòñÿ îò ìîìåíòà èíèöèèðîâàíèÿ ÄÂ óçàêðûòîãî êîíöà øèðîêîé òðóáû (r = 0). �ðà�èêè íà äàííîì ðèñóíêå ïîçâîëÿþò òàêæåïðîñëåäèòü çà ïîëîæåíèåì äåòîíàöèîííîãî �ðîíòà (âåðòèêàëüíûå ëèíèè) â ðàçëè÷íûåìîìåíòû âðåìåíè.Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííàÿ äèàãðàììà r∗(t), îïèñûâàþùàÿ ïîëî-æåíèå �ðîíòà ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè ÄÂ â óçêîé òðóáå (r∗ > L1), èçîáðàæåíà íà ðèñ. 2.à á

�èñ. 1. Ïðî�èëè ïëîòíîñòè (a) è ìàññîâîé ñêîðîñòè (á ) çà �ðîíòîì çàòóõàþùåé ïåðåñæàòîéÄÂ â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè t: ñïëîøíûå ëèíèè � ðàñ÷åòû [11℄, øòðèõîâûå � âîññòà-íîâëåííîå ðåøåíèå çà �ðîíòîì ïî çàâèñèìîñòè r∗(t)



Ïðîèçâîäíûå ãàçîäèíàìè÷åñêèõ �óíêöèé çà ïîâåðõíîñòüþ ñèëüíîãî ðàçðûâà 105Ýòà äèàãðàììà ìîæåò ñëóæèòü àíàëîãîì ïîëó÷àåìûõ â ýêñïåðèìåíòå �îòîðàçâåðòîêñàìîñâå÷åíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [12℄) �ðîíòà ÄÂ ÷åðåç ùåëü, ïàðàëëåëüíóþ îñè òðóáû.Ïîýòîìó, åñëè íà ðèñ. 2 ïðîâåñòè îöè�ðîâêó òî÷åê êðèâîé r∗(t) è èñïîëüçîâàòü ìåòîäû÷èñëåííîãî äè��åðåíöèðîâàíèÿ òàáëè÷íûõ �óíêöèé [13℄, êàê ïðè îáðàáîòêå ýêñïåðè-ìåíòàëüíûõ äàííûõ, òî ìîæíî äëÿ êîíêðåòíîãî ìîìåíòà âðåìåíè ñ äîñòàòî÷íî âûñîêîéòî÷íîñòüþ (ïîãðåøíîñòü îêîëî 1 %) ðàññ÷èòàòü ñêîðîñòü �ðîíòà D = dr∗/dt è åãî óñêî-ðåíèå dD/dt = d2r∗/dt
2.Äàëåå, èñïîëüçóÿ D, îïðåäåëèì çíà÷åíèÿ ãàçîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ íà �ðîíòå

y∗ = {ρ∗, u∗, p∗} è ñ ïîìîùüþ (7) íàéäåì ñîîòâåòñòâóþùèå ×ÏÏ (∂y/∂r)∗. Ýòî äà-åò âîçìîæíîñòü ðåøèòü îáðàòíóþ çàäà÷ó � âîññòàíîâèòü ðåøåíèå çà �ðîíòîì ÄÂ:
y = y∗ + (r − r∗)× (∂y/∂r)∗ (øòðèõîâûå ëèíèè íà ðèñ. 1). Âèäíî, ÷òî ãðàäèåíòû ãàçî-äèíàìè÷åñêèõ �óíêöèé âáëèçè �ðîíòà äëÿ èñõîäíîãî [11℄ è âîññòàíîâëåííîãî ðåøåíèéïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò. Òàêèì îáðàçîì, ïðåäñòàâëåííûé âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíòìîæåò ñëóæèòü îñíîâàíèåì äëÿ ïðèìåíåíèÿ ñîîòíîøåíèé (7) ïðè îáðàáîòêå ðåàëüíûõýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ.Â çàêëþ÷åíèå ðàññìîòðèì åùå îäèí ïðèìåð, äåìîíñòðèðóþùèé âîçìîæíîñòü èñ-ïîëüçîâàíèÿ ïîëó÷åííûõ ñîîòíîøåíèé äëÿ ×ÏÏ ïðè èññëåäîâàíèè àïïðîêñèìàöèè ÷èñ-ëåííûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì âáëèçè ãðàíèöû, ñîîòâåòñòâóþùåé ñèëüíîìó ðàçðûâó.Ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ïðèõîäèòñÿ èìåòüäåëî íå ñ �óíêöèÿìè, à ñ èõ ñåòî÷íûìè àíàëîãàìè. Ïîýòîìó ïðåæäå âñåãî, èñïîëüçóÿñîîòíîøåíèÿ äëÿ ïðîèçâîäíûõ dy∗/dD è (∂y/∂r)∗, ïîñòðîèì ïðèáëèæåííîå àíàëèòè-÷åñêîå ðåøåíèå â ñåòî÷íîé îáëàñòè, èìåþùåé, íàïðèìåð, ïîäâèæíóþ ïðàâóþ ãðàíèöóòèïà �óäàðíîé âîëíû�.Ñåòî÷íûé øàáëîí, îáëàäàþùèé äîñòàòî÷íîé óíèâåðñàëüíîñòüþ äëÿ ðåàëèçàöèè ðàç-ëè÷íûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì, ïîêàçàí íà ðèñ. 3. Êîîðäèíàòû òî÷åê (óçëîâ) ïîäâèæíîé ñåòêè�íèæíåãî� âðåìåííîãî ñëîÿ t0 îáîçíà÷èì ÷åðåç rn−j/2 (j = 0, 1, 2, ...), à êîîðäèíàòû óç-ëîâ �âåðõíåãî� âðåìåííîãî ñëîÿ t = t0 + τ (τ � øàã ïî âðåìåíè) � ÷åðåç rn−j/2. Äëÿâû÷èñëåíèÿ êîîðäèíàò òî÷åê r̃n−j/2 ïðîìåæóòî÷íîãî ñëîÿ t = t0+τ/2 ïðèìåíÿåòñÿ åñòå-ñòâåííàÿ �îðìóëà r̃n−j/2 = (rn−j/2 + rn−j/2)/2. Äëÿ óäîáñòâà ïîñëåäóþùåãî èçëîæåíèÿïîëàãàåì øàã ïî êîîðäèíàòå ïîñòîÿííûì, ò. å. rn−j/2− rn = rn−j/2− rn = −jh/2. Ïîíÿò-íî, ÷òî â ñëó÷àå êàæäîé êîíêðåòíîé ñõåìû áóäóò çàäåéñòâîâàíû ëèøü íåêîòîðûå óçëûäëÿ ïåðåõîäà ñî ñëîÿ t0 íà ñëîé t = t0 + τ .

�èñ. 2. Çàâèñèìîñòü êîîðäèíàòû �ðîíòàÄÂ îò âðåìåíè �èñ. 3. Ñåòî÷íûé øàáëîí ðàçíîñòíîé ñõåìû



106 Å.Ñ. ÏðîõîðîâÏóñòü ïðàâàÿ ãðàíèöà � ïëîñêàÿ (N = 0 ) óäàðíàÿ âîëíà, ðàñïðîñòðàíÿþùàÿñÿïî íåïîäâèæíîìó (u0 = 0) èçîòåðìè÷åñêîìó ãàçó, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿþòñÿ óðàâíå-íèÿ (9) è (10). Çàäàeì ïðè t0 ïðîèçâîëüíî ïîëîæåíèå �ðîíòà âîëíû r∗, åãî ñêîðîñòü
D = c0M0 (à ñëåäîâàòåëüíî, è �ðîíòîâûå ïàðàìåòðû y

∗
) è óñêîðåíèå dD/dt = c0dM0/dt.Ïîëàãàåì, ÷òî íà �íèæíåì� ñëîå êîîðäèíàòà ãðàíè÷íîãî óçëà rn = r∗. Òîãäà, èñïîëüçóÿñîîòíîøåíèÿ äëÿ ïðîèçâîäíûõ (9) è (10), ìîæíî ïîñòðîèòü ñåòî÷íîå ðåøåíèå äëÿ ãàçî-äèíàìè÷åñêèõ �óíêöèé âáëèçè ãðàíèöû íà �íèæíåì� yn−j/2 è �âåðõíåì� yn−j/2 ñëîÿõ ñòî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî τ è h:yn−j/2 = y
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)(
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)

∗

+O(τ 2 + h2), (11)ãäå △r = r∗ +Dτ + (dD/dt)τ 2/2 − rn + O(τ 3) � ïîãðåøíîñòü â ðàñ÷åòå ïî ðàçíîñòíîéñõåìå êîîðäèíàòû �ðîíòà íà �âåðõíåì� ñëîå.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ òå÷åíèÿ ãàçà èñïîëüçóåòñÿ ñõåìà �îäó-íîâà [14℄. Ïðèâåäåì äëÿ ýòîé ñõåìû ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ (êîòîðûå àïïðîêñèìèðóþòäè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (6), çàïèñàííûå â äèâåðãåíòíîé �îðìå) ñ ó÷å-òîì äâèæåíèÿ óçëîâ ñåòêè (ñì. ðèñ. 3) äëÿ ïåðåõîäà ñ �íèæíåãî� ñëîÿ íà �âåðõíèé�:
1

τ
(ρ̂k−j/2 − ρk−j/2) +

1

h
{[ρ̃k(ũk − D̃n)]− [ρ̃k−1(ũk−1 − D̃n)]} = 0, k = n, n− 1, n− 2, ...,

1

τ
(ρ̂k−j/2 ûk−j/2 − ρk−j/2 uk−j/2) +

1

h
{[p̃k + ρ̃kũk(ũk − D̃n)]−

−[p̃k−1 + ρ̃k−1ũk−1(ũk−1 − D̃n)]} = 0, (12)ãäå D̃n = (rn − rn)/τ � ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ãðàíè÷íîãî óçëà. Äëÿ âûáðàííîé ñõåìûðåøåíèÿ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ŷk−1/2 (ò. å. âåëè÷èíû ρ̂k−1/2, ûk−1/2 è p̂k−1/2 = c20ρ̂
k−1/2)îïðåäåëåíû òîëüêî â óçëàõ ñ ïîëóöåëûì íîìåðîì, à �óíêöèè ỹk íà ïðîìåæóòî÷íîìñëîå � â óçëàõ ñ öåëûì íîìåðîì. Çíà÷åíèÿ ỹk âû÷èñëÿþòñÿ ÷åðåç èçâåñòíûå âåëè÷èíûyk−1/2 è yk+1/2 ñ �íèæíåãî� ñëîÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷è î ðàñïàäå ðàçðûâà.Îãðàíè÷èâàÿñü òî÷íîñòüþ ïîðÿäêà O(h) ïðè ðåøåíèè çàäà÷ î ðàñïàäå ðàçðûâà, ìîæ-íî îöåíèòü ïîãðåøíîñòü ðåøåíèÿ ŷk−1/2 ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé (12) çà îäèí øàã ïîñðàâíåíèþ ñ àíàëèòè÷åñêèì ðåøåíèåì (11) íà �âåðõíåì� ñëîå. Òàê, äëÿ áëèæàéøåãî(k = n) ê ãðàíèöå óçëà ïîëó÷èì

ρ̂n−1/2 − ρn−1/2 = −ρ0(M0 − 1)
dM0

dt
·
τ

2
+O(τ 2 + h2),

ûn−1/2 − un−1/2 = −c0
M0 − 1

M2
0

·
dM0

dt
·
τ

2
+O(τ 2 + h2),ò. å. ïîãðåøíîñòü çà îäèí øàã èìååò ïîðÿäîê O(τ). Â òî æå âðåìÿ àíàëîãè÷íàÿ ïîãðåø-íîñòü äëÿ âíóòðåííèõ (k = n−1, n−2, ...) óçëîâ ñîñòàâëÿåò âåëè÷èíó O(τ 2+h2). Òàêèìîáðàçîì, âáëèçè ïîäâèæíîé ãðàíèöû òèïà �óäàðíîé âîëíû� íàáëþäàåòñÿ ñíèæåíèå ïî-ðÿäêà àïïðîêñèìàöèè äëÿ ðàññìîòðåííîé ðàçíîñòíîé ñõåìû.
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(

∂2y

∂t2

)

∗

=
d2y∗

dD2

(

dD

dt

)2

+
dy∗

dD
·
d2D

dt2
−

dD

dt

(

∂y

∂r

)

∗

− 2D

(

∂2y

∂r∂t

)

∗

−D2

(

∂2y

∂r2

)

∗

,

(

∂2y∗

∂r∂t

)

∗

=
d

dt

(

∂y

∂r

)

∗

−D

(

∂2y

∂r2

)

∗

, (13)ãäå d2y∗/dD
2 âû÷èñëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ (3). Äàëåå, äè��åðåíöèðóÿ (6) ïî âðåìåíè (∂/∂t)è ó÷èòûâàÿ (13), ïîëó÷èì ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíîâòîðûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïî êîîðäèíàòå. �åøàÿ äàííóþ ñèñòåìó, íàõîäèì âòîðûå×ÏÏ (∂2y/∂r2)∗, êîòîðûå â îòëè÷èå îò ïåðâûõ (∂y/∂r)∗ äîïîëíèòåëüíî çàâèñÿò åùå è îòâòîðîé ïðîèçâîäíîé ñêîðîñòè �ðîíòà ïî âðåìåíè d2D/dt2 . Â îáùåì âèäå ýòî ðåøåíèåâûãëÿäèò äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêèì, ïîýòîìó çäåñü ïðèâåäåì åãî òîëüêî äëÿ ÷àñòíîãîñëó÷àÿ, êîãäà ïëîñêàÿ (N = 0) óäàðíàÿ âîëíà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ â èçîòåðìè÷åñêîì ãàçåè ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ (9) è (10):

(

∂2ρ

∂r2

)

∗

=
1

c20

(

∂2p

∂r2

)

∗

=
4ρ0M

3
0(M

2
0 + 1)

c20(M
2
0 − 1)2

·
d2M0

dt2
+

ρ0M
2
0(M

6
0 − 10M4

0 − 27M0 − 12)

c20(M
2
0 − 1)3

·

(

dM0

dt

)2

,

(

∂2u

∂r2

)

∗

=
(M2

0 + 1)2 + 4M2
0

c0(M2
0 − 1)2

·
d2M0

dt2
−

3M0(M
4
0 + 10M0 + 5)

c0(M2
0 − 1)3

·

(

dM0

dt

)2

.Îòìåòèì, ÷òî ñ ïîìîùüþ äàííûõ ñîîòíîøåíèé ìîæíî ñòðîèòü ïðèáëèæåííîå àíàëèòè-÷åñêîå ðåøåíèå â ñåòî÷íîé îáëàñòè (ïî àíàëîãèè ñ ïðåäûäóùèì ïðèìåðîì) ñ òî÷íîñòüþäî ÷ëåíîâ òðåòüåãî ïîðÿäêà ìàëîñòè O(τ 3 + h3) è ïðîâîäèòü òåñòèðîâàíèå ðàçíîñòíûõñõåì, èìåþùèõ âòîðîé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè.Òàêèì îáðàçîì, â ðàáîòå ïîëó÷åíû áîëåå óíèâåðñàëüíûå ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàíåå èç-âåñòíûìè ÷àñòíûå ïðîñòðàíñòâåííûå ïðîèçâîäíûå ãàçîäèíàìè÷åñêèõ �óíêöèé çà ïî-âåðõíîñòüþ ñèëüíîãî ðàçðûâà (çà �ðîíòîì óäàðíûõ è äåòîíàöèîííûõ âîëí), ÷òî ïîç-âîëÿåò ðàñøèðèòü îáëàñòü èõ ïðèìåíåíèé.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Ëàíäàó Ë.Ä., Ëè�øèö Å.Ì. Òåîðåòè÷åñêàÿ �èçèêà: �èäðîäèíàìèêà. Ì.: Íàóêà, 1986.[2℄ Çåëüäîâè÷ ß.Á. Òåîðèÿ ãîðåíèÿ è äåòîíàöèè ãàçîâ. Ìîñêâà, Ëåíèíãðàä: Èçä-âî ÀÍÑÑÑ�, 1944.[3℄ Ìèòðî�àíîâ Â.Â. Äåòîíàöèÿ ãîìîãåííûõ è ãåòåðîãåííûõ ñèñòåì. Íîâîñèáèðñê: Èçä-âîÈ�èË ÑÎ �ÀÍ, 2003.[4℄ Ñåäîâ Ë.È. Ìåòîäû ïîäîáèÿ è ðàçìåðíîñòè â ìåõàíèêå. Ì.: Íàóêà, 1963.[5℄ �óñàíîâ Â.Â. Ïðîèçâîäíûå ãàçîäèíàìè÷åñêèõ �óíêöèé çà èñêðèâëåííîé óäàðíîé âîë-íîé. Ì., 1973. (Ïðåïð. ÀÍ ÑÑÑ�. Èí-ò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè. � 18).[6℄ �óìåð Þ.Á., �ûâêèí Ì.Ø. Òåðìîäèíàìèêà, ñòàòèñòè÷åñêàÿ �èçèêà è êèíåòèêà. Ì.:Íàóêà, 1977.
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