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Ìåòîä ñëó÷àéíûõ ïîêðûòèéäëÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ∗À.Þ. �îðíîâ, Ò.Ñ. ÇàðîäíþêÈíñòèòóò äèíàìèêè ñèñòåì è òåîðèè óïðàâëåíèÿ ÑÎ �ÀÍ, Èðêóòñê, �îññèÿe-mail: gornov�i.ru, tz�i.ru�àññìàòðèâàåòñÿ àëãîðèòì ïîèñêà ãëîáàëüíîãî ýêñòðåìóìà â çàäà÷å îïòèìàëü-íîãî óïðàâëåíèÿ, îñíîâàííûé íà èäåå ïîêðûòèÿ ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè ðàçíîâå-ëèêèìè øàðàìè. Ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì âêëþ÷àåò ìåòîä ãåíåðàöèè ñëó÷àéíûõäîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé è âñòðîåííûå ìåõàíèçìû îöåíêè êîíñòàíòû Ëèïøèöà öå-ëåâîãî �óíêöèîíàëà. Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ.Êëþ÷åâûå ñëîâà: çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, ãëîáàëüíûé ýêñòðåìóì, ìå-òîä ïîêðûòèé, ëèïøèöåâà ãëîáàëüíàÿ îïòèìèçàöèÿ.ÂâåäåíèåÏîèñê ãëîáàëüíîãî ýêñòðåìóìà �óíêöèîíàëîâ, îïðåäåëåííûõ íà òðàåêòîðèÿõ äèíàìè-÷åñêèõ ñèñòåì, îñòàåòñÿ íà ñåãîäíÿ îäíîé èç ñëîæíåéøèõ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷. Â òåî-ðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ïîêà íå íàéäåíî ïîäõîäîâ, ãàðàíòèðóþùèõ ïîëó÷åíèåãëîáàëüíî îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ äëÿ íåëèíåéíûõ ñèñòåì, íà îñíîâå êîòîðûõ âîçìîæíîïîñòðîåíèå ý��åêòèâíî ðàáîòàþùèõ àëãîðèòìîâ. Ïðèìåíåíèå ïðÿìûõ ìåòîäîâ ðåäóê-öèè ê êîíå÷íîìåðíûì çàäà÷àì ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ àïïðîêñèìàòèâíûõ çàäà÷ ìàòå-ìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, âêëþ÷àþùèõ ñîòíè è òûñÿ÷è ïåðåìåííûõ. Äàæå ïî-èñê ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà äëÿ çàäà÷ òàêèõ ðàçìåðíîñòåé â ðÿäå ñëó÷àåâ ïðåäñòàâëÿåòñåðüåçíóþ ïðîáëåìó, èññëåäîâàíèå æå íà ãëîáàëüíûé ýêñòðåìóì ìîæåò îêàçàòüñÿ ìàëî-ðåàëüíûì è íà ïðàêòèêå ïîòðåáîâàòü àñòðîíîìè÷åñêèõ çàòðàò ïðîöåññîðíîãî âðåìåíèñ èñïîëüçîâàíèåì ñàìûõ ñîâðåìåííûõ ñóïåðêîìïüþòåðîâ. Ïî êëàññè�èêàöèè, ïðåäëî-æåííîé íåäàâíî Þ.�. Åâòóøåíêî, çàäà÷è ïîèñêà ãëîáàëüíîãî ýêñòðåìóìà ìíîãîýêñòðå-ìàëüíîé �óíêöèè ðàçìåðíîñòüþ 200�300 ïåðåìåííûõ äîëæíû ñ÷èòàòüñÿ ñâåðõòðóäíû-ìè [1℄.Â òåîðèè ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè ìåòîäû ïðèíÿòî óñëîâíî ðàçäåëÿòü íà �ìàòåìà-òè÷åñêèå, ðàöèîíàëüíûå�, îñíîâàííûå íà êîíêðåòíîé ìîäåëè öåëåâîé �óíêöèè, è �ýâðè-ñòè÷åñêèå� � âñå îñòàëüíûå (ñì., íàïðèìåð, [2, ñ. 18℄). Çàìåòèì, ÷òî îòíîøåíèå ìíîãèõñïåöèàëèñòîâ ê ýâðèñòè÷åñêèì ìåòîäàì â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ ñóùåñòâåííî èçìå-íèëîñü: �íåêîãäà ïðåçðåííûå, à íûíå âåñüìà ðåñïåêòàáåëüíûå� (�heuristi methods: onesorned, now highly respetable�) [3, ñ. 21; 4℄. �Îêîí÷àòåëüíûì ñóäüåé� â äàííîé ìíîãîëåò-íåé äèñêóññèè, î÷åâèäíî, áóäåò âûñòóïàòü ïðàêòèêà ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ ïðè ðåøåíèèñëîæíûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷.

∗�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ãðàíòû � 09-07-00267 è 10-01-00595) è Ìåæ-äèñöèïëèíàðíîãî èíòåãðàöèîííîãî ïðîåêòà ÑÎ �ÀÍ � 4.32



Ìåòîä ñëó÷àéíûõ ïîêðûòèé äëÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ 33Îäíèìè èç íàèáîëåå íàäåæíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ äëÿ êîíå÷íîìåðíûõ çàäà÷ñ÷èòàþòñÿ ìåòîäû ïîêðûòèé, â îñíîâå êîíñòðóêöèè êîòîðûõ ëåæèò ãèïîòåçà îá îãðà-íè÷åííîñòè ñêîðîñòè ðîñòà îïòèìèçèðóåìîé �óíêöèè (ñì., íàïðèìåð, [1, 2, 5�7℄). ×àùåâñåãî ýòà ãèïîòåçà �îðìàëèçóåòñÿ â âèäå îöåíîê êîíñòàíò Ëèïøèöà �óíêöèè èëè ååïðîèçâîäíûõ. Ïîñòðîåííûå ñ ïðèìåíåíèåì òàêîãî ïîäõîäà àëãîðèòìû õîòÿ è òðåáóþòçíà÷èòåëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò, ñïðàâåäëèâî îòíîñÿòñÿ ê íàèáîëåå íàäåæíûì,ãàðàíòèðóþùèì ïîëó÷åíèå îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé.Â ïðèâåäåííîé âûøå òåðìèíîëîãèè âñå èçâåñòíûå ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè àëãîðèòìûïîèñêà ãëîáàëüíîãî ýêñòðåìóìà â íåëèíåéíûõ çàäà÷àõ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ: ìåòî-äû ãåíåòè÷åñêîãî ïîèñêà (ñì., íàïðèìåð, [8, 9℄), ìåòîäû ñëó÷àéíîãî ìóëüòèñòàðòà [10℄,ìåòîäû îâûïóêëåíèé [11℄, ìåòîäû ñòîõàñòè÷åñêèõ àïïðîêñèìàöèé ìíîæåñòâà äîñòèæè-ìîñòè [12℄, ìåòîäû �êðèâîëèíåéíîãî ïîèñêà� [13℄ è äð., ñëåäóåò ñ÷èòàòü ýâðèñòè÷åñêèìè.Ïî íàøåìó óáåæäåíèþ, ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè íå ïîëó÷åíî òåîðåòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ,ñïîñîáíûõ ñòàòü èäåîëîãè÷åñêèì áàçèñîì äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãàðàíòèðîâàííûõ àëãîðèò-ìîâ ïîèñêà îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Òåì íå ìåíåå ïðîáëåìà äîñòèæåíèÿ ãàðàíòèé,à òî÷íåå, ïîâûøåíèÿ íàäåæíîñòè âû÷èñëåíèé (óìåíüøåíèÿ �ñòåïåíè ýâðèñòè÷íîñòè�)îñòàåòñÿ àêòóàëüíîé.Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ýâðèñòè÷åñêèé ìåòîä ïîèñêà ãëîáàëüíîãî ýêñòðåìóìà âçàäà÷å îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, îñíîâàííûé íà èäåå ïîêðûòèÿ ìíîæåñòâà äîñòèæè-ìîñòè n-ìåðíûìè øàðàìè, âêëþ÷àþùèé âñòðîåííûå ìåõàíèçìû îöåíêè êîíñòàíòû Ëèï-øèöà öåëåâîãî �óíêöèîíàëà.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÓïðàâëÿåìûé ïðîöåññ îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâ-íåíèé ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè
ẋ = f(x(t), u(t), t), x(t0) = x0, (1)ãäå t � âðåìÿ èç èíòåðâàëà [t0, t1], x(t) = (x1(t), x2(t), . . . , xn(t)) � âåêòîð �àçîâûõ êîîð-äèíàò, u(t) = (u1(t), u2(t), . . . , ur(t)) � âåêòîð óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé. Âåêòîð-�óíê-öèÿ f(x(t), u(t), t) ïðåäïîëàãàåòñÿ íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìîé ïî âñåì àðãóìåíòàì,êðîìå t. Äîïóñòèìûìè áóäåì íàçûâàòü êóñî÷íî-íåïðåðûâíûå óïðàâëÿþùèå �óíêöèè

u(t) äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé âðåìåíè t, ïðèíàäëåæàùèå ìíîæåñòâó U , ãäå
U = {u(t) ∈ R : ul ≤ u(t) ≤ ug}, (2)

ul, ug ∈ R
r � âåêòîðû íèæíåãî è âåðõíåãî îãðàíè÷åíèé íà óïðàâëåíèå. Çàäà÷à îïòè-ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â ñòàíäàðòíîé ïîñòàíîâêå ñîñòîèò â ïîèñêå äîïóñòèìîãî óïðàâ-ëåíèÿ u∗(t), äîñòàâëÿþùåãî ìèíèìóì òåðìèíàëüíîìó �óíêöèîíàëó

I(u) = ϕ(x(t1)). (3)Òåðìèíàëüíàÿ �óíêöèÿ ϕ(x) ïðåäïîëàãàåòñÿ ëèïøèöåâîé.2. Îñíîâíîé àëãîðèòìÏîñòðîåíèå ìåòîäà ïîêðûòèé â ïîëíîì ñîîòâåòñòâèè ñ òðàäèöèåé ñâîäèòñÿ ê ãåíåðàöèèïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðîáíûõ òî÷åê è ñîîòâåòñòâóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìíîæåñòâ,



34 À.Þ. �îðíîâ, Ò.Ñ. Çàðîäíþêîáúåäèíåíèå êîòîðûõ äîëæíî ïîêðûòü ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè. Îäíàêî â îòëè÷èå îòçàäà÷è áåçóñëîâíîé îïòèìèçàöèè ãåíåðèðóåìûå êâàçèñëó÷àéíûå ïðîáíûå òî÷êè ñòðî-ÿòñÿ â ïðîñòðàíñòâå óïðàâëåíèé, à ïîêðûâàþùèå ìíîæåñòâà � â òåðìèíàëüíîì �àçî-âîì ïðîñòðàíñòâå. Îñíîâíîé çàäà÷åé àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ ïîëíîå ïîêðûòèå ìíîæåñòâàäîñòèæèìîñòè ñèñòåìû. Â êà÷åñòâå ýëåìåíòàðíûõ ïîêðûâàþùèõ ìíîæåñòâ âûáðàíûøàðû B(R, u) â n-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, ãäå R � ðàäèóñ øàðà, u � óïðàâ-ëåíèå, äëÿ êîòîðîãî êîíåö ñîîòâåòñòâóþùåé òðàåêòîðèè ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì øàðà. Íàèòåðàöèÿõ ñ íàáîðîì èí�îðìàöèè î çàäà÷å óòî÷íÿåòñÿ è îöåíêà êîíñòàíòû Ëèïøè-öà. Äëÿ ïîâûøåíèÿ íàäåæíîñòè ïîêðûòèÿ ââîäèòñÿ, êàê è â êëàññè÷åñêèõ ðàáîòàõ(ñì., íàïðèìåð, [14℄), �ñòðàõîâî÷íûé êîý��èöèåíò� Ks, êðàòíî óâåëè÷èâàþùèé çíà÷å-íèå îöåíêè êîíñòàíòû Ëèïøèöà. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåêîðäîâ ïðè ýòîì ïîëó÷àåòñÿìîíîòîííî óáûâàþùåé. Îäíàêî ñóììàðíûé îáúåì ïîêðûòèÿ ìîæåò íà èòåðàöèÿõ êàêóâåëè÷èâàòüñÿ � ïðè ïîÿâëåíèè íîâûõ ïîêðûâàþùèõ øàðîâ, òàê è óìåíüøàòüñÿ � ïðèóâåëè÷åíèè îöåíêè êîíñòàíòû Ëèïøèöà. �àáîòà àëãîðèòìà ðàçáèâàåòñÿ íà èòåðàöèè,íà êàæäîé èç êîòîðûõ ãåíåðèðóåòñÿ çàäàííîå êîëè÷åñòâî ïðîáíûõ òî÷åê. Íà èòåðàöèèïîäñ÷èòûâàåòñÿ ÷èñëî ïðîáíûõ òî÷åê, ïîïàâøèõ â óæå ïîñòðîåííûå øàðû ïîêðûòèÿ, àòàêæå ÷èñëî íîâûõ ïðîá, â øàðàõ êîòîðûõ ìîãóò íàõîäèòüñÿ òî÷êè, ìåíüøèå òåêóùåãîðåêîðäà. Ýòè õàðàêòåðèñòèêè ìîãóò ñëóæèòü ýâðèñòè÷åñêèìè êðèòåðèÿìè îêîí÷àíèÿïðîöåññà ïîèñêà. Òðàäèöèîííî çàäàåòñÿ �òî÷íîñòü ïî �óíêöèîíàëó� εϕ. Òàêèì îáðàçîì,ãåíåðèðóåìîå àëãîðèòìîì ïîêðûòèå ñîñòîèò èç ðàçíîâåëèêèõ øàðîâ, ðàçìåð êàæäîãîèç êîòîðûõ çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ �óíêöèîíàëà â ïðîáíîé òî÷êå, òåêóùåé îöåíêè êîí-ñòàíòû Ëèïøèöà è âåëè÷èíû εϕ: ðàäèóñ øàðà Rj = (Ij − IREC + εϕ)/(Ks ·L), j = 1,MX ,ãäå IREC � òåêóùåå ðåêîðäíîå çíà÷åíèå, MX � ÷èñëî øàðîâ â ïîêðûòèè.Àëãîðèòì 1.0. Çàäàþòñÿ àëãîðèòìè÷åñêèå ïàðàìåòðû:
M � ÷èñëî ïðîáíûõ òî÷åê íà èòåðàöèè,
Mmax � ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ïðîá,
L0 � íà÷àëüíîå çíà÷åíèå îöåíêè êîíñòàíòû Ëèïøèöà,
εϕ � �òî÷íîñòü ïî öåëåâîìó �óíêöèîíàëó�,
Ks � �ñòðàõîâî÷íûé êîý��èöèåíò�.1. Çàäàåòñÿ ðåêîðäíîå çíà÷åíèå IREC = ∞, ïîëàãàåòñÿ îöåíêà êîíñòàíòû Ëèïøèöà

L = L0, çàäàåòñÿ ïóñòîå íà÷àëüíîå ïîêðûòèå X0, MX = 0, ïîëàãàåòñÿ k = 1.2. Íà k-é èòåðàöèè ãåíåðèðóåòñÿ M ïðîáíûõ òî÷åê {u1, . . . , uM}.3. Äëÿ âñåõ uj èíòåãðèðóåòñÿ ïðÿìàÿ ñèñòåìà äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, çàïî-ìèíàþòñÿ xj(t1), j = 1,M.4. Äëÿ âñåõ xj(t1) âû÷èñëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ öåëåâîãî �óíêöèîíàëà Ij , j = 1,M .5. Óëó÷øàåòñÿ ðåêîðäíîå çíà÷åíèå, åñëè ∃ j : Ij < IREC , IREC = Ij , j = 1,M .6. Âû÷èñëÿåòñÿ My � ÷èñëî ïðîá íà èòåðàöèè, íå ïîïàâøèõ íè â îäèí èç óæå èìå-þùèõñÿ â ïîêðûòèè øàðîâ.7. Âû÷èñëÿåòñÿ Mq � ÷èñëî ïðîá, â øàðå êîòîðûõ âîçìîæíî óëó÷øåíèå ðåêîðäíîãîçíà÷åíèÿ: Ij < IREC + εϕ, j = 1,M .8. Äëÿ âñåõ xj(t1) âû÷èñëÿþòñÿ ëîêàëüíûå îöåíêè êîíñòàíòû Ëèïøèöà â ñðàâíåíèèñ ïðîáàìè, óæå èìåþùèìèñÿ â ïîêðûòèè Lj = Ks · |Ij − I i| / ‖xj(t1)− xi(t1)‖, ãäå j =
1,M, i = 1,MX , âûáèðàåòñÿ íàèáîëüøàÿ îöåíêà.9. Óòî÷íÿåòñÿ îöåíêà êîíñòàíòû Ëèïøèöà, åñëè ∃ j : Lj > L, L = Lj , j = 1,M .10. Ïîëàãàåòñÿ Xk+1 = Xk ∪ {B(Rj, u1), . . . , B(Rj, uM)}, MX = MX +M .Èòåðàöèÿ çàêîí÷åíà.



Ìåòîä ñëó÷àéíûõ ïîêðûòèé äëÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ 35×èñëî èòåðàöèé àëãîðèòìà 1 çàâèñèò îò çàäàííîãî çíà÷åíèÿ àëãîðèòìè÷åñêîãî ïà-ðàìåòðà Mmax.3. Àëãîðèòì ãåíåðàöèè ïðîáíûõ óïðàâëåíèéÄëÿ ïîëó÷åíèÿ êâàçèñëó÷àéíûõ äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé, ïîçâîëÿþùèõ ñòðîèòü âíóò-ðåííþþ àïïðîêñèìàöèþ ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè, â ðàáîòå [10℄ áûëè ïðåäëîæåíû àë-ãîðèòìû ãåíåðàöèè ðåëåéíûõ, êóñî÷íî-ëèíåéíûõ, òàáëè÷íûõ è ñïëàéí-�óíêöèé. Ñ ó÷å-òîì ïîëó÷åííîãî ðàíåå âû÷èñëèòåëüíîãî îïûòà ïðåäñòàâëåí íîâûé àëãîðèòì ãåíåðàöèè�óíêöèé ðåëåéíîãî òèïà, ïîçâîëÿþùèé ñëó÷àéíûì îáðàçîì ïîëó÷àòü ðàçëè÷íîå ÷èñëîòî÷åê ïåðåêëþ÷åíèÿ. Ïðè ýòîì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ÷èñëà òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèÿóïðàâëåíèé, ïîñëåäîâàòåëüíî ãåíåðèðóåìûõ íà èòåðàöèÿõ àëãîðèòìà, ðàâíî àïðèîðèçàäàííîìó àëãîðèòìè÷åñêîìó ïàðàìåòðó.Çàäàäèì ñåòêó äèñêðåòèçàöèè ïî âðåìåíè èçN óçëîâ T ={t0=τ0< τ1< . . . < τN = t1}.Îáîçíà÷èì ÷åðåç S î÷åðåäíîå êâàçèñëó÷àéíîå ÷èñëî, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîå â èí-òåðâàëå [0, 1], ãåíåðèðóåìîå ñòàíäàðòíûì àëãîðèòìîì URAND [15℄.Àëãîðèòì 2.0. Çàäàåòñÿ àëãîðèòìè÷åñêèé ïàðàìåòð Kp � ðåêîìåíäóåìîå ÷èñëî ïåðåêëþ÷åíèéóïðàâëåíèÿ.1. Âû÷èñëÿåòñÿ çíà÷åíèå �óðîâíÿ âåðîÿòíîñòè ïåðåêëþ÷åíèÿ� Pp = Kp/(N − 1).2. Äëÿ i-êîìïîíåíòû âåêòîðà óïðàâëåíèé, i = 1, r, âûïîëíÿåòñÿ:åñëè S < 1/2, ïîëàãàåòñÿ ui(t0) = (ul)i, èíà÷å ui(t0) = (ug)i.3. Äëÿ j-ãî óçëà ñåòêè T , j = 1, N , âûïîëíÿåòñÿ:åñëè S < Pp, ïîëàãàåòñÿ ui(τj) = ul(τj−1) (íà èíòåðâàëå [τj−1, τj ] íåò ïåðåêëþ÷å-íèÿ), èíà÷ååñëè ui(τj−1) = (ul)i, òî ïîëàãàåòñÿ ui(τj) = (ug)i,åñëè ui(τj−1) = (ug)i, òî ïîëàãàåòñÿ ui(τj) = (ul)i (íà èíòåðâàëå [τj−1, τj] åñòü ïå-ðåêëþ÷åíèå).Àëãîðèòì çàêîí÷åí.4. Êðèòåðèè îñòàíîâêè àëãîðèòìàÊðèòåðèé îñòàíîâêè àëãîðèòìà ìîæåò îïèðàòüñÿ íà ïîëó÷åííûå íà î÷åðåäíûõ èòåðàöè-ÿõ çíà÷åíèÿ My. ßñíî, ÷òî ÷åì ðåæå íîâûå ïðîáíûå òî÷êè ïîïàäàþò â åùå íåïîêðûòóþ÷àñòü ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè, òåì ìåíüøå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ãëîáàëüíûé ýêñòðå-ìóì åùå íå íàéäåí. Äîïîëíèòåëüíûì êðèòåðèåì îöåíêè êà÷åñòâà ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿìîæåò áûòü ÷èñëî ïðîá íà èòåðàöèè, íåäàëåêî îò êîòîðûõ âîçìîæíî â ïðèíöèïå óëó÷-øåíèå ðåêîðäíîãî çíà÷åíèÿ Mq. Ïðè íóëåâûõ çíà÷åíèÿõ äàííûõ âåëè÷èí â òå÷åíèåçàäàííîãî ÷èñëà ïîñëåäíèõ èòåðàöèé ìîæíî ïðèíèìàòü ðåøåíèå îá îêîí÷àíèè ðàáîòûàëãîðèòìà.5. �åæèìû ðàáîòû àëãîðèòìà. Àëãîðèòìè÷åñêèå ïàðàìåòðûÝ��åêòèâíîñòü ðàáîòû àëãîðèòìà âåñüìà ñóùåñòâåííûì îáðàçîì çàâèñèò îò ïàðàìåòðà
Kp. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðèåìëåìîé àïïðîêñèìàöèè ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè è, ñëåäîâà-òåëüíî, óñïåøíîé ðàáîòû àëãîðèòìà ÷èñëî ðåêîìåíäóåìûõ òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèÿ Kp íå



36 À.Þ. �îðíîâ, Ò.Ñ. ÇàðîäíþêÒ à á ë è ö à 1. �åçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ (ñì. íèæå òåñòîâóþ çàäà÷ó 1),îòðàæàþùèå ðàáîòó ìåòîäà â ðàçëè÷íûõ ðåæèìàõÀëãîðèòìè÷åñêèé Îáû÷íûé �åæèì îãðàíè÷åííîé �åæèì áåç îöåíêè �åæèì áåçïàðàìåòð ðåæèì îöåíêè êîíñòàíòû êîíñòàíòû ïîêðûòèÿËèïøèöà Ëèïøèöà×èñëî òî÷åê ñòîõà-ñòè÷åñêîé àïïðîêñè-ìàöèè çà îäèí øàãìåòîäà 500 500 500 500Ìàêñèìàëüíîå ÷èñëîïðîá 10000 10000 10000 10000×èñëî ïðîá ñ îöåí-êîé êîíñòàíòû Ëèï-øèöà 10000 2000 0 0�åêîðäíîå çíà÷åíèå�óíêöèîíàëà −42.46458 −42.46458 −42.46458 −42.46458Îöåíêà êîíñòàíòûËèïøèöà 14.093 14.093 � �Ïðîöåññîðíîå âðåìÿðåøåíèÿ çàäà÷è (ñ) 120 96 95 93äîëæíî áûòü íè ñëèøêîì ìàëûì, íè ñëèøêîì áîëüøèì. Ïðè ìàëîì ÷èñëå Kp àëãî-ðèòì íå ñìîæåò ïîñòðîèòü äîñòàòî÷íî ïðåäñòàâèòåëüíûé íàáîð ïðîáíûõ óïðàâëåíèé,ïðè áîëüøîì Kp ïðîáíûå òî÷êè íà ìíîæåñòâå äîñòèæèìîñòè ìîãóò ñãóùàòüñÿ â îäíîéëîêàëüíîé îáëàñòè. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ àïïðîêñèìàöèÿ ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè áóäåòíå äîñòàòî÷íî õîðîøåé. Íà îñíîâå âû÷èñëèòåëüíîãî îïûòà ïî óìîë÷àíèþ ðåêîìåíäó-åòñÿ Kp = 5. Äëÿ ïîâûøåíèÿ íàäåæíîñòè ðàáîòû àëãîðèòìà èìååò ñìûñë ïðîèçâåñòèðàñ÷åòû ñ ðàçëè÷íûìè Kp ∈ [2, 10].Âûøå îïèñàí ïîëíûé ðåæèì ðàáîòû àëãîðèòìà. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ öåëåñîîáðàçíîèìåòü âîçìîæíîñòü ýêîíîìèè âðåìåíè âû÷èñëåíèé, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ïðè äðóãèõ ðåæè-ìàõ ðàáîòû àëãîðèòìà. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ðåàëèçîâàíû ñëåäóþùèå âàðèàíòû òåõíî-ëîãèè.�åæèì îãðàíè÷åííîé îöåíêè êîíñòàíòû Ëèïøèöà. Â äàííîì ðåæèìå âû÷èñëåíèÿîöåíîê êîíñòàíòû Ëèïøèöà ïðîâîäÿòñÿ òîëüêî íà óêàçàííîì ÷èñëå íà÷àëüíûõ èòåðà-öèé (M0 � àëãîðèòìè÷åñêèé ïàðàìåòð). Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ çà ýòî âðåìÿ àëãîðèòìóñïåâàåò ïîëó÷èòü õîðîøóþ îöåíêó, êîòîðàÿ â äàëüíåéøåì íå óëó÷øàåòñÿ, à âðåìÿâû÷èñëåíèé ñóùåñòâåííî óâåëè÷èâàåòñÿ ñ ðîñòîì ðàçìåðà áàçèñà ïðîáíûõ òî÷åê.�åæèì áåç îöåíêè êîíñòàíòû Ëèïøèöà. Ïðèìåíåíèå ýòîãî ðåæèìà ðàçóìíî â ñëó-÷àå, êîãäà îöåíêà êîíñòàíòû óæå àïðèîðè èçâåñòíà, íàïðèìåð, ïðè ëèíåéíîì òåðìè-íàëüíîì �óíêöèîíàëå.�åæèì áåç ïîêðûòèÿ. Â äàííîì ðåæèìå èìååò ìåñòî ïîëíàÿ ýêîíîìèÿ âðåìåíèíà ïðîìåæóòî÷íûõ âû÷èñëåíèÿõ, íî ðàññìàòðèâàåìûé ìåòîä ïðåâðàùàåòñÿ â îáû÷íûéìåòîä ñåòîê [12℄.�åçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ, ïðîâåäåííûõ â ðàçëè÷íûõ ðåæèìàõ ðà-áîòû àëãîðèòìà, îòðàæåíû â òàáë. 1. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷åíî îäèíàêîâîå çíà÷åíèåöåëåâîãî �óíêöèîíàëà.



Ìåòîä ñëó÷àéíûõ ïîêðûòèé äëÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ 376. Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû�àñ÷åòû ïðîâîäèëèñü íà çàäà÷àõ èç òåñòîâîé êîëëåêöèè [16℄ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïåð-ñîíàëüíîãî êîìïüþòåðà ñ õàðàêòåðèñòèêàìè: Intel Core 2 Quad CPU Q8200 � 2.33GHz. Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ìíîãîýêñòðåìàëüíûõ ïðèìåðîâ ñ íåâûïóêëûìè ìíîæåñòâàìèäîñòèæèìîñòè. Âûáèðàëèñü ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ àëãîðèòìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ: ÷èñëîïðîáíûõ òî÷åê íà èòåðàöèè M = 500, ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ïðîá Mmax = 10000, íà÷àëü-íîå çíà÷åíèå îöåíêè êîíñòàíòû Ëèïøèöà L0 = 0, �òî÷íîñòü ïî öåëåâîìó �óíêöèîíàëó�
εϕ = 0.1, �ñòðàõîâî÷íûé êîý��èöèåíò� Ks = 2.6.1. Òåñòîâàÿ çàäà÷à 1 [17℄�àññìîòðèì ìíîãîýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, â êîòîðîé äèíàìè-÷åñêèé ïðîöåññ îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé ẋ1 = esinx2 , ẋ2 = u − cosx1. Òðàåê-òîðèÿ â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè çà�èêñèðîâàíà x1(0) = x2(0) = 1, íà èíòåðâàëå
t ∈ [0, 5] íåîáõîäèìî íàéòè ïðîãðàììíîå óïðàâëåíèå u(t), óäîâëåòâîðÿþùåå îãðàíè÷å-íèÿì |u(t)| ≤ 1 è äîñòàâëÿþùåå ìèíèìóì �óíêöèîíàëó I(u) = x1(t1) ·x2(t1) → min. �ëî-áàëüíûé ìèíèìóì (−42.46458) äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå (x1(t1), x2(t1)) = (9.26586,−4.58345),ëîêàëüíûé (−13.98914) � â òî÷êå (x1(t1), x2(t1)) = (12.52900,−1.11654). Ìíîæåñòâî äî-ñòèæèìîñòè, îïòèìàëüíûå òðàåêòîðèè è óïðàâëåíèå â ðàññìîòðåííîé çàäà÷å îïòèìàëü-íîãî óïðàâëåíèÿ (ÇÎÓ) ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 1.Çíà÷åíèå êîíñòàíòû Ëèïøèöà L, ïîëó÷åííîå íà 20-é èòåðàöèè ìåòîäà ïîêðûòèé,ðàâíî 14.093. Ïðè ýòîì ÷èñëî ïðîá íà äàííîé èòåðàöèè, íå ïîïàâøèõ íè â îäèí èç óæåèìåþùèõñÿ â ïîêðûòèè øàðîâ, � My è ÷èñëî ïðîá, â øàðå êîòîðûõ âîçìîæíî óëó÷øå-íèå ðåêîðäíîãî çíà÷åíèÿ, � Mq, ðàâíû íóëþ (òàáë. 2). Ïðîöåññ ïîêðûòèÿ ìíîæåñòâàäîñòèæèìîñòè îòðàæåí íà ðèñ. 2.6.2. Òåñòîâàÿ çàäà÷à 2 [18℄Â ñëåäóþùåé òåñòîâîé ÇÎÓ äèíàìè÷åñêèé ïðîöåññ îïðåäåëåí íà èíòåðâàëå T = [t0, t1] =
[0, 2] è îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé íåëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ẋ1 = x2,a á

�èñ. 1. Ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè è òî÷êè, â êîòîðûõ äîñòèãàþòñÿ ýêñòðåìóìû (òåìíûé �ãëîáàëüíûé, ñâåòëûé � ëîêàëüíûé) (à), îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå è ñîîòâåòñòâóþùèå åìó òðà-åêòîðèè â çàäà÷å 1 (á)



38 À.Þ. �îðíîâ, Ò.Ñ. ÇàðîäíþêÒ à á ë è ö à 2. �åçóëüòàò ðàáîòû ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè ìåòîäà ïîêðûòèé (20 èòåðàöèé)äëÿ ðåøåíèÿ òåñòîâîé çàäà÷è 1Íîìåð �åêîðäíîå Îöåíêà ×èñëî ïðîáíûõ Íîìåð My Mq t, èòåðàöèè çíà÷åíèå êîíñòàíòû òî÷åê íà ëó÷øåé�óíêöèîíàëà Ëèïøèöà èòåðàöèè ïðîáû1 −42.33596 13.677 500 279 29 11 0.12 −42.33596 14.093 1000 279 0 0 0.23 −42.33596 14.093 1500 279 5 0 0.44 −42.33596 14.093 2000 279 3 0 0.65 −42.33596 14.093 2500 279 1 0 0.86 −42.33596 14.093 3000 279 1 0 1.07 −42.33596 14.093 3500 279 0 0 1.28 −42.41551 14.093 4000 3755 1 1 1.59 −42.41551 14.093 4500 3755 1 0 1.810 −42.41551 14.093 5000 3755 1 0 2.111 −42.41551 14.093 5500 3755 1 0 2.512 −42.41551 14.093 6000 3755 0 0 2.913 −42.41551 14.093 6500 3755 0 0 3.314 −42.41551 14.093 7000 3755 1 0 3.715 −42.41551 14.093 7500 3755 2 0 4.116 −42.41551 14.093 8000 3755 1 0 4.617 −42.41551 14.093 8500 3755 1 1 5.118 −42.46458 14.093 9000 8869 1 1 5.619 −42.46458 14.093 9500 8869 2 1 6.120 −42.46458 14.093 10000 8869 0 0 6.7a á â

�èñ. 2. Ïîêðûòèå ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè â çàäà÷å 1: a � 100, á � 500, â � 1000 øàðîâ
ẋ2 = −2x1 − 3x2 − 2/π · arctan(5x2) · e−x2 + u − sin(15x1). Òåðìèíàëüíûé êðèòåðèéêà÷åñòâà â ýòîé çàäà÷å âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì: I(u) = 2x2

1(t1) − 1.05x4
1(t1) +

x6
1(t1)/6 − x1(t1)x2(t1) + x2

2(t1) + 1 → min. Ïîèñê òðàåêòîðèè, áåðóùåé íà÷àëî â òî÷êå
(x1(t0), x2(t0)) = (−1,−1) è ìèíèìèçèðóþùåé ïðèâåäåííûé �óíêöèîíàë, îñóùåñòâëÿ-åòñÿ ïî âñåì äîïóñòèìûì óïðàâëåíèÿì u(t) èç ìíîæåñòâà U = [−10, 10]. �ëîáàëüíûéìèíèìóì I∗(u) = 1 äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå (0.000015, 0.000011) ïðè îïòèìàëüíîì óïðàâëå-



Ìåòîä ñëó÷àéíûõ ïîêðûòèé äëÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ 39a á

�èñ. 3. Ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè è òî÷êè, â êîòîðûõ äîñòèãàþòñÿ ýêñòðåìóìû (òåìíûé �ãëîáàëüíûé, ñâåòëûé � ëîêàëüíûé) (a), îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå è ñîîòâåòñòâóþùèå åìó òðà-åêòîðèè â çàäà÷å 2 (á)a á â

�èñ. 4. Ïîêðûòèå ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè â çàäà÷å 2: a � 100, á � 1000, â � 10000 øàðîâíèè ñèñòåìîé, ïðèâåäåííîì íà ðèñ. 3, á. �åçóëüòàò ïîêðûòèÿ ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòèíà ðàçíûõ èòåðàöèÿõ è õîä âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà ðåøåíèÿ òåñòîâîé çàäà÷è 2 ïðåä-ñòàâëåíû íà ðèñ. 4 è â òàáë. 3.6.3. Òåñòîâàÿ çàäà÷à 3Äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìè÷åñêîãî ïðîöåññà â ìîäåëüíîé çàäà÷å 3 èñïîëüçóåòñÿ ñèñòåìà
ẋ1 = x2 − x2

1 + u1, ẋ2 =
√
3− u1 + sin x1, îïðåäåëåííàÿ íà èíòåðâàëå T = [0, 2]. Çàäàíûíà÷àëüíûé �àçîâûé âåêòîð è îãðàíè÷åíèÿ íà óïðàâëåíèå x1(t0) = x2(t0) = 0, |u1| ≤ 1,ïðè êîòîðûõ íåîáõîäèìî ìèíèìèçèðîâàòü ëèíåéíûé �óíêöèîíàë I(u) = x1(t1) → min.Ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè è ýòàïû åãî ïîêðûòèÿ øàðàìè ðàçíîãî äèàìåòðà ïðèâåäå-íû íà ðèñ. 5 è 6. �åçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è, âûïîëíåííûå ñ ïîìîùüþïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè ìåòîäà ïîêðûòèé, ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 4.Âî âñåõ ðàññìîòðåííûõ çàäà÷àõ ïîëó÷åíû óïðàâëåíèÿ, áëèçêèå ê èçâåñòíûì îï-òèìàëüíûì ðåøåíèÿì. Â ïåðâîé çàäà÷å, êàê âèäíî èç òàáë. 2, àëãîðèòìó çà óêàçàí-íîå êîëè÷åñòâî çàäà÷ Êîøè (ïðîá) óäàëîñü ïîñòðîèòü äîñòàòî÷íî õîðîøåå ïîêðûòèå



40 À.Þ. �îðíîâ, Ò.Ñ. ÇàðîäíþêÒ à á ë è ö à 3. �åçóëüòàò ðàáîòû ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè ìåòîäà ïîêðûòèé (20 èòåðàöèé)äëÿ ðåøåíèÿ òåñòîâîé çàäà÷è 2Íîìåð �åêîðäíîå Îöåíêà ×èñëî ïðîáíûõ Íîìåð My Mq t, èòåðàöèè çíà÷åíèå êîíñòàíòû òî÷åê íà ëó÷øåé�óíêöèîíàëà Ëèïøèöà èòåðàöèè ïðîáû1 1.01312 228.010 500 359 475 14 0.12 1.00198 258.990 1000 955 480 5 0.33 1.00198 258.990 1500 955 468 1 0.54 1.00198 258.990 2000 955 461 5 0.75 1.00198 264.530 2500 955 452 6 1.06 1.00198 264.530 3000 955 457 9 1.37 1.00198 264.530 3500 955 453 9 1.78 1.00198 264.530 4000 955 452 4 2.09 1.00198 264.530 4500 955 426 3 2.510 1.00198 264.530 5000 955 443 6 2.911 1.00198 264.530 5500 955 439 3 3.412 1.00198 264.530 6000 955 426 5 4.013 1.00198 264.530 6500 955 421 7 4.514 1.00198 264.530 7000 955 438 6 5.115 1.00198 264.530 7500 955 431 3 5.816 1.00198 264.530 8000 955 438 5 6.517 1.00198 264.530 8500 955 427 7 7.218 1.00198 269.790 9000 955 396 1 8.019 1.00198 269.790 9500 955 412 9 8.720 1.00198 269.790 10000 955 420 3 9.5a á

�èñ. 5. Ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè è òî÷êè, â êîòîðûõ äîñòèãàþòñÿ ýêñòðåìóìû (òåìíûé �ãëîáàëüíûé, ñâåòëûé � ëîêàëüíûé) (a), îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå è ñîîòâåòñòâóþùèå åìó òðà-åêòîðèè â òåñòîâîé çàäà÷å 3 (á)ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè, ïðè ýòîì êîëè÷åñòâî ïðîá, ïîïàäàþùèõ â åùå íåïîêðûòóþ÷àñòü ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè, ê çàâåðøåíèþ âû÷èñëåíèé íå ïðåâûøàåò 0.4%. Ìîæíîóòâåðæäàòü, ÷òî òåñòîâàÿ çàäà÷à 1 ðåøåíà ñ âûñîêîé ñòåïåíüþ íàäåæíîñòè. Âî âòîðîéçàäà÷å (ñì. òàáë. 3) ðàçìåð ïîêðûâàþùèõ øàðîâ íåâåëèê, ïîñêîëüêó îöåíêà êîíñòàíòû



Ìåòîä ñëó÷àéíûõ ïîêðûòèé äëÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ 41a á â

�èñ. 6. Ïîêðûòèå ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè â çàäà÷å 3: a � 100, á � 1000, â � 10000 øàðîâÒ à á ë è ö à 4. �åçóëüòàò ðàáîòû ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè ìåòîäà ïîêðûòèé (20 èòåðàöèé)äëÿ ðåøåíèÿ òåñòîâîé çàäà÷è 3Íîìåð �åêîðäíîå Îöåíêà ×èñëî ïðîáíûõ Íîìåð My Mq t, èòåðàöèè çíà÷åíèå êîíñòàíòû òî÷åê íà ëó÷øåé�óíêöèîíàëà Ëèïøèöà èòåðàöèè ïðîáû1 1.35391 1.000 500 72 9 47 0.12 1.35391 1.000 1000 72 0 22 0.13 1.35391 1.000 1500 72 0 24 0.24 1.35391 1.000 2000 72 0 24 0.45 1.35391 1.000 2500 72 0 33 0.56 1.35391 1.000 3000 72 0 24 0.77 1.35391 1.000 3500 72 0 18 0.98 1.35391 1.000 4000 72 0 22 1.19 1.35391 1.000 4500 72 0 30 1.410 1.35391 1.000 5000 72 0 37 1.611 1.35391 1.000 5500 72 0 18 1.912 1.35391 1.000 6000 72 0 18 2.313 1.35391 1.000 6500 72 0 25 2.614 1.35391 1.000 7000 72 0 22 3.015 1.35391 1.000 7500 72 0 20 3.416 1.35391 1.000 8000 72 0 21 3.817 1.35391 1.000 8500 72 0 27 4.218 1.35391 1.000 9000 72 0 27 4.719 1.35391 1.000 9500 72 0 24 5.220 1.35391 1.000 10000 72 0 16 5.7Ëèïøèöà çíà÷èòåëüíî âûøå. Äëÿ óâåðåííîñòè â ïîëó÷åííîì ðåçóëüòàòå öåëåñîîáðàçíîïðîäîëæèòü ðàñ÷åò ñ á�îëüøèì êîëè÷åñòâîì ïðîá. Òðåòüÿ çàäà÷à ìîæåò ñëóæèòü ïðè-ìåðîì óñïåøíîãî ðåøåíèÿ ïî òèïîâîìó ñöåíàðèþ: îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå ïîëó÷àåòñÿáûñòðî (çà 72 ïðîáû) è â äàëüíåéøåì ðåñóðñû àëãîðèòìà íàïðàâëÿþòñÿ íà äîêàçàòåëü-ñòâî îïòèìàëüíîñòè ðåøåíèÿ.



42 À.Þ. �îðíîâ, Ò.Ñ. ÇàðîäíþêÒàêèì îáðàçîì, ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì ïîçâîëÿåò ïîâûñèòü íàäåæíîñòü ïîèñêàãëîáàëüíîãî ýêñòðåìóìà â çàäà÷å îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ è ïîëó÷èòü ýâðèñòè÷åñêèåîöåíêè âåðîÿòíîñòè äîñòèæåíèÿ îïòèìàëüíîãî ðåçóëüòàòà. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ áîëåå òî÷-íûõ ðåøåíèé öåëåñîîáðàçíî äîïîëíèòü âû÷èñëèòåëüíóþ òåõíîëîãèþ àëãîðèòìîì óòî÷-íåíèÿ ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà. Ïðîñòîòà àëãîðèòìà ïîçâîëÿåò íàäåÿòüñÿ íà íåñëîæíóþðàçðàáîòêó åãî ìîäè�èêàöèé äëÿ ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Åâòóøåíêî Þ.�., Ïîëîâèíêèí Ì.À. Ïàðàëëåëüíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ ãëîáàëü-íîé îïòèìèçàöèè // Òðóäû IV Ìåæäóíàð. êîí�. �Ïàðàëëåëüíûå âû÷èñëåíèÿ è çàäà÷èóïðàâëåíèÿ�. Ì., 2008. Ñ. 18�39.[2℄ Æèãëÿâñêèé À.À., Æèëèíñêàñ À.�. Ìåòîäû ïîèñêà ãëîáàëüíîãî ýêñòðåìóìà. Ì.:Íàóêà, 1991. 248 ñ.[3℄ Zhigljavsky A., Zilinskas A. Stohasti Global Optimization. Springer Siene-BusinessMedia, 2008. 262 p.[4℄ Torn A., Zilinskas A. Global Optimization. Springer, 1989.[5℄ Åâòóøåíêî Þ.�. Ìåòîäû ðåøåíèÿ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ è èõ ïðèìåíåíèå â ñèñòåìàõîïòèìèçàöèè. Ì.: Íàóêà, 1982. 432 ñ.[6℄ Strongin R.G., Sergeyev Ya.D. Global Optimization With Non-Convex Constraints:Sequential and Parallel Algorithms. Dordreht: Kluwer Aad. Publ., 2000. 728 p.[7℄ Ñåðãååâ ß.Ä., Êâàñîâ Ä.Å. Äèàãîíàëüíûå ìåòîäû ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè. Ì.: Ôèç-ìàòëèò, 2008. 351 ñ.[8℄ Floudas C.A., Gounaris C.E. A review of reent advaned in global optimization // J.Global Optimizat. 2009. No. 1. P. 3�38.[9℄ Lopez Cruz I.L. PhD-Thesis: E�ient Evolutionary Algorithms for Optimal Control. 2002.122 ð.[10℄ �îðíîâ À.Þ. Âû÷èñëèòåëüíûå òåõíîëîãèè ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.Íîâîñèáèðñê: Íàóêà, 2009. 279 ñ.[11℄ Òîëñòîíîãîâ À.À. Äè��åðåíöèàëüíûå âêëþ÷åíèÿ â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå. Íîâîñè-áèðñê: Íàóêà, 1986. 295 ñ.[12℄ Gornov A.Yu., Zarodnuk T.S. Optimal ontrol problem: Heuristi algorithm for globalminimum // Pro. of the Seond Intern. Conf. on Optimization and Control. Ulanbaatar,Mongolia, 2007. P. 27�28.[13℄ �îðíîâ À.Þ., Çàðîäíþê Ò.Ñ. Ìåòîä �êðèâîëèíåéíîãî ïîèñêà� ãëîáàëüíîãî ýêñòðåìó-ìà â çàäà÷å îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ // Ñîâðåìåííûå òåõíîëîãèè. Ñèñòåìíûé àíàëèç.Ìîäåëèðîâàíèå. Èð�ÓÏÑ. 2009. � 3. Ñ. 19�26.[14℄ Ñòðîíãèí �.�. ×èñëåííûå ìåòîäû â ìíîãîýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷àõ. Èí�îðìàöèîííî-ñòàòèñòè÷åñêèé ïîäõîä. Ì.: Íàóêà, 1978. 240 ñ.[15℄ Ôîðñàéò Äæ., Ìàëüêîëüì Ì., Ìîóëåð Ê. Ìàøèííûå ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêèõ âû-÷èñëåíèå. Ì.: Ìèð, 1980. 279 ñ.[16℄ Gornov A.Yu., Zarodnyuk T.S., Madzhara T.I. et al. A olletion of test multi-extremal optimal ontrol problems // Springer Book, 2011 (in appear).
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