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На примере схемы предиктор-корректор для линейного уравнения переноса с
переменными коэффициентами, являющегося модельным для тестирования алго-
ритмов расчёта двумерных течений несжимаемой жидкости, обсуждаются общие
проблемы, возникающие при построении адаптивных сеток и конструировании раз-
ностных схем на подвижных сетках.
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Введение

Для расчёта распространения длинных волн в морских акваториях и последующего
наката таких волн на берег широкое распространение получили численные методы, ос-
нованные на аппроксимации уравнений модели мелкой воды. При приближении волны
к берегу криволинейная линия уреза становится подвижной, поэтому решение задачи
приходится искать в области не только сложной формы, но и с подвижной границей.
Вследствие этих обстоятельств, процесс нелинейного взаимодействия длинных волн с
реальной береговой линией считается трудным для численного моделирования.

В последние годы большое распространение получили алгоритмы решения задач
наводнения-осушения на основе метода конечных элементов [1 – 6]. Тем не менее для
таких задач продолжает оставаться актуальной проблема разработки новых и совер-
шенствования существующих конечно-разностных методов, в частности, разностных
схем на адаптивных сетках, так как на их основе тоже можно получать вполне адекват-
ное представление о картине волновых процессов в областях c криволинейной формой
подвижных границ [7 – 13].

Использование подвижных сеток, адаптирующихся к решению, может приводить к
заметному повышению точности расчёта [14, 15]. Однако решать задачу на адаптивной
сетке значительно сложнее, чем на равномерной, поскольку при использовании адап-
тивных сеток приходится кроме основных уравнений задачи дополнительно решать
нелинейные уравнения для определения координат узлов, причём для нестационарных
задач уравнения для сетки необходимо решать на каждом временно́м шаге. При кон-
струировании схем на адаптивных сетках возникают и другие трудности, на которые
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в публикациях, как правило, не обращается внимания. В настоящей работе описыва-
ются практические рецепты преодоления такого рода трудностей. Основное внимание
уделено тем вопросам, которые не были затронуты в предыдущих публикациях или
были недостаточно подробно освещены. Приводится, в частности, конечно-разностная
схема второго порядка аппроксимации на адаптивной сетке, выводится геометрический
закон сохранения в разностной форме, рассматриваются особенности построения сеток,
адаптирующихся к разрывным решениям, обсуждаются реализации краевых условий
на подвижной сетке.

Обсуждаемые проблемы демонстрируются на примере разностных схем для про-
стейшего двумерного линейного уравнения переноса

∂ϕ

∂t
+
∂uϕ

∂x
+
∂vϕ

∂y
= 0, t > 0 (1)

с переменными коэффициентами u = u(x, y) и v = v(x, y). Тем не менее сформули-
рованные рекомендации и выводы имеют общий характер и могут быть полезными,
например, при численном моделировании течений несжимаемой жидкости в рамках
плановой модели мелкой воды. Отметим, что уравнение переноса (1) очень часто ис-
пользуется для тестирования новых конечно-разностных схем (см., например, [14, 16]),
а также для сравнения эффективности различных численных методов.

Настоящую статью можно рассматривать как вторую часть работы [17], посвящён-
ной анализу проблем построения адаптивных сеток для решения одномерных нестаци-
онарных задач и конструированию дивергентных разностных схем, сохраняющих мо-
нотонность численного решения.

1. Постановка задачи

Уравнение (1) является модельным для тестирования алгоритмов расчёта двумерных
течений несжимаемой жидкости, а его коэффициенты u и v представляют собой аналоги
компонент вектора скорости. Поэтому далее будем использовать термины гидродина-
мики, называя заданный вектор u = (u, v) вектором скорости и предполагая, что его
компоненты удовлетворяют уравнению неразрывности модели несжимаемой жидкости

∂u

∂x
+
∂v

∂y
= 0, x = (x, y) ∈ Ω, (2)

где Ω — односвязная область, представляющая собой криволинейный четырёхуголь-
ник с неподвижной границей Γ, состоящей из четырёх частей (левой, нижней, правой,
верхней):

Γ = Γлев ∪ Γн ∪ Γпр ∪ Γв.

Равенство (2) позволяет переписать уравнение (1) в недивергентной форме

∂ϕ

∂t
+ u

∂ϕ

∂x
+ v

∂ϕ

∂y
= 0. (3)

Предполагается, что через участок границы Γлев “жидкость” втекает в область Ω,
через Γпр — вытекает, а участки Γн и Γв являются непроницаемыми стенками. Таким
образом, вектор скорости удовлетворяет соотношениям

u · n
∣∣
x∈Γлев

< 0, u · n
∣∣
x∈Γпр

> 0, u · n
∣∣
x∈Γн∪Γв

= 0, (4)
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где n — единичная внешняя нормаль к границе Γ. Из соотношений (4) следует [18], что
краевое условие для уравнения (1) требуется задавать только на участке втока Γлев:

ϕ(x, t)
∣∣
x∈Γлев

= µлев (x, t) , t ≥ 0. (5)

Кроме (5) предполагается заданным начальное условие

ϕ(x, 0) = ϕ0(x), x ∈ Ω = Ω ∪ Γ. (6)

Отметим, что для выполнения уравнения неразрывности (2) необходимо, чтобы на
границе Γ вектор скорости удовлетворял условию∮

Γ

u · n ds = 0, (7)

где s — длина дуги Γ, отсчитываемая от некоторой точки при обходе границы против
часовой стрелки. С учетом последнего из соотношений (4) равенство (7) принимает
следующий вид:

−
∫

Γлев

u · n ds =

∫
Γпр

u · n ds. (8)

2. Схема предиктор-корректор на равномерной сетке

В работе [17] была исследована схема предиктор-корректор, аппроксимирующая урав-
нение переноса с одной пространственной переменной. Обобщим схему [17] на двумер-
ный случай, причём вначале рассмотрим двумерную схему на прямоугольной равно-
мерной сетке с узлами xj1,j2 и шагами h1, h2. Фрагмент этой сетки показан на рис. 1.
Далее для сокращения записи будут использоваться обозначения, указанные на данном
рисунке, согласно которым узлу xj1,j2 присвоен локальный номер 0, узлу xj1−1,j2 — 1, се-
редина отрезка, соединяющего узлы xj1,j2 и xj1+1,j2 , обозначена буквой E, центр ячейки
xj1+1/2,j2+1/2 — буквой C и т. д.
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Рис. 1. Локальная нумерация узлов и обозначения для центров и середин сторон ячеек пря-
моугольной равномерной сетки
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Уравнение переноса, записанное в двух формах (3) и (1), аппроксимируется на ша-
гах предиктор и корректор соответственно. При этом, как и в одномерном случае [17],
используется сетка с разнесенными узлами: предикторные величины ϕ∗ вычисляются в
центрах ячеек, а корректорные ϕn — в их вершинах xj. Например, для ячейки с центром
C (см. рис. 1) естественным обобщением шага предиктор из [17] будет уравнение

ϕ∗C − ϕnC
τ/2

+
(

(1 + θ1)uϕnx

)
C

+
(

(1 + θ2)vϕny

)
C

= 0, (9)

где

ϕnC =
ϕn0 + ϕn3 + ϕn4 + ϕn7

4
, (10)

ϕnx,C =
ϕn3 + ϕn7 − ϕn0 − ϕn4

2h1

, ϕny,C =
ϕn4 + ϕn7 − ϕn0 − ϕn3

2h2

. (11)

Предполагается, что сеточная функция u (разностный аналог первой компоненты век-
тора скорости) определена в серединах вертикальных, а v — горизонтальных сторон
ячеек, поэтому в центрах ячеек компоненты скорости находятся по формулам

uC =
uN + uNE

2
, vC =

vE + vEN
2

.

Корректорные величины ϕn+1 во внутренних узлах сетки вычисляются на основе
разностного уравнения

ϕn+1
0 − ϕn0
τ

+
(uϕ∗)E − (uϕ∗)W

h1

+
(vϕ∗)N − (vϕ∗)S

h2

= 0, (12)

где

(uϕ∗)E =
(uϕ∗)B + (uϕ∗)C

2
, (uϕ∗)W =

(uϕ∗)A + (uϕ∗)D
2

,

(vϕ∗)N =
(vϕ∗)D + (vϕ∗)C

2
, (vϕ∗)S =

(vϕ∗)A + (vϕ∗)B
2

.

Нетрудно показать, что если θα = O(τ) (α = 1, 2), то на гладких решениях схема (9),
(12) имеет второй порядок аппроксимации. При θα ≡ 0 она переходит в двухшаговую
схему Лакса—Вендроффа.

Схемные параметры θα (α = 1, 2) выбираются так, чтобы при нулевом значении
одной из компонент скорости и постоянном значении другой (u ≡ 0 и v = const или
v ≡ 0 и u = const) схема (9), (12) совпала со схемой [17] для одномерного уравнения
переноса. Такое совпадение будет иметь место, если схемные параметры вычислять,
например, по следующим формулам:

θα,C =


0 при |gα,C | ≤ |gα,C |, gα,C · gα,C ≥ 0,

θ0
α,C

(
1−

gα,C
gα,C

)
при |gα,C | > |gα,C |, gα,C · gα,C ≥ 0,

θ0
α,C при gα,C · gα,C < 0,

(13)

где

θ0
α,C =

1

Kα,C

− 1, Kα =
τ

hα
|uα| , gα = |uα| (1−Kα)ϕxα ,
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Kα < 1, u1 = u, u2 = v, x1 = x, x2 = y, C — центр ячейки, соседней к ячейке с центром C:

C =

{
xj1+1/2−s1,j2+1/2 при α = 1,

xj1+1/2,j2+1/2−s2 при α = 2,
sα = sgn uαC .

Схему (9), (12) можно рассматривать как каноническую форму явных двухслойных
схем для двумерного уравнения переноса (1) в том смысле, что все они могут быть
записаны в виде (9), (12) при подходящем выборе формул для вычисления величин ϕn
в центрах ячеек и параметров θα. Например, при θα ≡ 0 схема (9), (12) совпадает со
схемой Лакса—Вендроффа, а при

uα > 0, θα = θ0
α, ϕnC =

ϕn0 + ϕn7
2

получается следующий вариант противопоточной схемы:

ϕn+1
0 − ϕn0
τ

+
1

2

[
uBϕ

n
2 − uAϕn5
h1

+
uCϕ

n
0 − uDϕn1
h1

]
+

1

2

[
vDϕ

n
1 − vAϕn5
h2

+
vCϕ

n
0 − vBϕn2
h2

]
= 0.

Выбирая ту или иную формулу для параметров θα, можно получить явные схемы с
различными свойствами: первого или второго порядка аппроксимации, абсолютно или
условно аппроксимирующие, условно устойчивые или абсолютно неустойчивые. Далее
при использовании схемы на подвижных сетках будут использоваться аналоги формул
(10) и (13).

3. Уравнение переноса в новых независимых переменных

Как и в одномерных нестационарных задачах [17], в двумерном случае для построе-
ния разностной схемы на подвижной сетке нужно сначала записать исходную задачу
в вычислительной области. Построение подвижных сеток основано на преобразовании
координат

x = x(q1, q2, t), y = y(q1, q2, t), (14)

которое в каждый момент времени t устанавливает взаимно-однозначное непрерыв-
но дифференцируемое соответствие между физической областью Ω с криволинейными
границами и вычислительной областью Q простой формы — единичным квадратом в
плоскости q1Oq2. Будем предполагать, что части Γлев, Γн, Γпр и Γв границы Γ являют-
ся образами при отображении (14) соответственно левой γлев, нижней γн, правой γпр и
верхней γв сторон квадрата Q, граница которого обозначена через γ = ∂Q.

В настоящем разделе мы ограничимся рассмотрением в новых координатах q1, q2, t
только уравнения переноса. В силу равенств

ϕ(x, y, t) = ϕ
(
x(q1, q2, t), y(q1, q2, t), t

)
= ϕ(q1, q2, t) = ϕ

(
q1(x, y, t), q2(x, y, t), t

)
уравнение (3), записанное относительно функции ϕ(q1, q2, t), примет вид

∂ϕ

∂t
+ v1 ∂ϕ

∂q1
+ v2 ∂ϕ

∂q2
= 0, (15)
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где vα (α = 1, 2)— контравариантные компоненты вектора скорости

v1 =
dq1

dt
=
∂q1

∂t
+ u

∂q1

∂x
+ v

∂q1

∂y
, v2 =

dq2

dt
=
∂q2

∂t
+ u

∂q2

∂x
+ v

∂q2

∂y
. (16)

Учитывая равенства

∂q1

∂x
=

1

J

∂y

∂q2
,

∂q2

∂x
= − 1

J

∂y

∂q1
,

∂q1

∂y
= − 1

J

∂x

∂q2
,

∂q2

∂y
=

1

J

∂x

∂q1
,

получаем

v1 − ∂q1

∂t
=

1

J

[
u
∂y

∂q2
− v ∂x

∂q2

]
, v2 − ∂q2

∂t
=

1

J

[
−u ∂y

∂q1
+ v

∂x

∂q1

]
, (17)

или

v1 =
1

J

[(
u− ∂x

∂t

) ∂y
∂q2
−
(
v − ∂y

∂t

) ∂x
∂q2

]
, v2 =

1

J

[
−
(
u− ∂x

∂t

) ∂y
∂q1

+
(
v − ∂y

∂t

) ∂x
∂q1

]
,

где J — якобиан преобразования (14)

J =
∂x

∂q1

∂y

∂q2
− ∂x

∂q2

∂y

∂q1
> 0,

и использованы равенства

∂q1

∂t
=

1

J

(
∂y

∂t

∂x

∂q2
− ∂x

∂t

∂y

∂q2

)
,

∂q2

∂t
=

1

J

(
∂x

∂t

∂y

∂q1
− ∂y

∂t

∂x

∂q1

)
. (18)

Уравнение неразрывности (2) можно записать в новых координатах в следующем
виде:

∂

∂q1

[
J
(
v1 − ∂q1

∂t

)]
+

∂

∂q2

[
J
(
v2 − ∂q2

∂t

)]
= 0, (19)

или с учетом тождества

∂J

∂t
+

∂

∂q1

(
J
∂q1

∂t

)
+

∂

∂q2

(
J
∂q2

∂t

)
= 0 (20)

как
∂J

∂t
+
∂Jv1

∂q1
+
∂Jv2

∂q2
= 0. (21)

Следовательно, (15) можно записать в дивергентной форме

∂Jϕ

∂t
+
∂Jv1ϕ

∂q1
+
∂Jv2ϕ

∂q2
= 0. (22)

Замечание 1. Тождество (20) выполняется для произвольного отображения (14) и
называется геометрическим законом сохранения. Его можно переписать в эквивалент-
ной форме

∂J

∂t
+

∂

∂q1

(
−∂x
∂t

∂y

∂q2
+
∂y

∂t

∂x

∂q2

)
+

∂

∂q2

(
∂x

∂t

∂y

∂q1
− ∂y

∂t

∂x

∂q1

)
= 0. (23)
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При построении разностных схем на подвижных сетках необходимо добиваться [17],
чтобы разностный аналог этого закона также выполнялся (см. ниже раздел 6).

Замечание 2. На границе γ = ∂Q контравариантные компоненты (16) вектора
скорости удовлетворяют условиям

v1
∣∣
γлев

> 0, v1
∣∣
γпр
> 0, v2

∣∣
γн∪γв

= 0, (24)

а равенство (8) принимает в новых координатах следующий вид:

1∫
0

J
(
v1 − ∂q1

∂t

)∣∣∣∣
q1=0

dq2 =

1∫
0

J
(
v1 − ∂q1

∂t

)∣∣∣∣
q1=1

dq2. (25)

Замечание 3. В силу предположения о неподвижности границы Γ = ∂Ω справед-
ливы равенства

∂q1

∂t

∣∣∣∣
γлев

=
∂q1

∂t

∣∣∣∣
γпр

= 0,
∂q2

∂t

∣∣∣∣
γн

=
∂q2

∂t

∣∣∣∣
γв

= 0. (26)

4. Схема предиктор-корректор на подвижной сетке

Аналогом схемы предиктор-корректор (9), (12) в случае подвижной сетки будет схема,
на шаге предиктор которой аппроксимируется недивергентное уравнение (15), а на шаге
корректор — дивергентное (22). Первое из уравнений аппроксимируется в центрах ячеек
равномерной прямоугольной сетки Qh, покрывающей вычислительную область Q, а
второе — во внутренних узлах qj этой сетки. Совокупность узлов криволинейной сетки,
покрывающей область Ω, обозначена через Ω

n

h. Узлы xnj сетки являются образами узлов
qj сетки Qh при отображении (14), при этом j = (j1, j2), qj =

(
q1
j1
, q2
j2

)
, qαjα = jαhα,

jα = 0, . . . , Nα, hα = 1/Nα, α = 1, 2.
Поскольку положение узлов сетки Ω

n

h меняется со временем, то с каждым узлом
связана скорость его перемещения

xt,j =
xn+1
j − xnj
τ

,

а с каждой ячейкой сетки Qh — сеточный аналог якобиана отображения (14)

Jnj+1/2 =
(
xq1yq2 − xq2yq1

)n
j+1/2

,

где разностные производные xq1 , xq2 , yq1 , yq2 в центрах ячеек вычисляются с использо-
ванием центральных разностей

xq1,C =
xNE − xN

h1

, xq2,C =
xEN − xE

h2

, (27)

при этом в серединах сторон применяется осреднение

xN =
x0 + x4

2
, xNE =

x3 + x7

2
, xE =

x0 + x3

2
, xEN =

x4 + x7

2
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(здесь использованы обозначения рисунка 1 для узлов, середин сторон и центров ячеек
сетки Qh).

Прежде чем выписать аппроксимацию уравнения (15), поясним, как следует вычис-
лять в центрах ячеек коэффициенты v1, v2, чтобы уравнение неразрывности (21) (или
(19)) было справедливым и для сеточных функций. Если на данном слое по времени
ввести функцию тока ψ(q1, q2)

J

(
v1 − ∂q1

∂t

)
=
∂ψ

∂q2
, J

(
v2 − ∂q2

∂t

)
= − ∂ψ

∂q1
, (28)

то уравнение (19) выполнится автоматически, а для определения функции ψ получится
уравнение

∂

∂q1

(
g22

J

∂ψ

∂q1
− g12

J

∂ψ

∂q2

)
+

∂

∂q2

(
−g21

J

∂ψ

∂q1
+
g11

J

∂ψ

∂q2

)
= −Jω (29)

с известной правой частью

ω =
1

J

(
−∂v1

∂q2
+
∂v2

∂q1

)
,

где vα — ковариантные компоненты вектора скорости

vα = gα0 + gα1v
1 + gα2v

2, α = 1, 2,

gα0, gα1, gα2 — компоненты метрического тензора

gα0 = xtxqα + ytyqα , g11 = x2
q1 + y2

q1 , g22 = x2
q2 + y2

q2 , g12 = g21 = xq1xq2 + yq1yq2 .

Для уравнения (29) ставится задача Дирихле. С учетом (26) и последнего из соот-
ношений (24) можно положить

ψ(q1, 0) = 0, ψ(q1, 1) = ψв = const, 0 ≤ q1 ≤ 1. (30)

Используя формулы (17), (26), (28), получаем граничные значения для ψ на двух других
участках границы γ:

ψ(0, q2) =

q2∫
0

(
u
∂y

∂q2
− v ∂x

∂q2

)∣∣∣∣
q1=0

dη, ψ(1, q2) =

q2∫
0

(
u
∂y

∂q2
− v ∂x

∂q2

)∣∣∣∣
q1=1

dη. (31)

Заметим, что выполнение условия (3) позволяет вычислить постоянную ψв:

ψв = ψ(0, 1) =

1∫
0

(
u
∂y

∂q2
− v ∂x

∂q2

)∣∣∣∣
q1=0

dq2 =

1∫
0

(
u
∂y

∂q2
− v ∂x

∂q2

)∣∣∣∣
q1=1

dq2 = ψ(1, 1).

Решив численно задачу (29)–(31), найдем функцию тока ψnj на n-м слое по време-
ни и определим в серединах сторон ячеек величины из левых частей равенств (28).
Например,[

J

(
v1 − ∂q1

∂t

)]
N

=
ψn4 − ψn0

h2

≡ ψnq2,N ,

[
J

(
v2 − ∂q2

∂t

)]
E

= −ψ
n
3 − ψn0
h1

≡ −ψnq1,E. (32)
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Полученные выражения используются при вычислении контравариантных компонент
скорости также в серединах сторон ячеек, например,(

Jv1
)n
N

=
(
ψnq2 − xtynq2 + ytx

n
q2

)
N
,
(
Jv2
)n
E

=
(
− ψnq1 + xty

n
q1 − ytxnq1

)
E
, (33)

при этом производные xqα в серединах сторон ячеек вычисляются по формулам вида
(32), например,

xnq2,N =
xn4 − xn0
h2

, xnq1,E =
xn3 − xn0
h1

,

а скорости узлов — следующим образом:

xt,N =
xt,0 + xt,4

2
, xt,E =

xt,0 + xt,3
2

.

И наконец, определяются контравариантные компоненты вектора скорости в центрах
ячеек. Например, для центра ячейки, обозначенного на рис. 1 буквой C, полагаем(

Jv1
)n
C

=
(Jv1)

n
N + (Jv1)

n
NE

2
,
(
Jv2
)n
C

=
(Jv2)

n
E + (Jv2)

n
EN

2
. (34)

С учетом принятых соглашений уравнение шага предиктор запишется в виде
ϕ∗C − ϕnC
τ/2

+
(

(1 + θ1)v1ϕq1
)n
C

+
(

(1 + θ2)v2ϕq2
)n
C

= 0, (35)

где величина ϕnC определяется как среднее арифметическое (10), а разностные произ-
водные ϕnqα в центрах ячеек вычисляются по формулам вида (11).

Величины ϕn+1
j вычисляются на шаге корректор из конечно-разностного уравнения,

аппроксимирующего дивергентное уравнение (22):

(Jϕ)n+1
0 − (Jϕ)n0
τ

+
(Jv1ϕ)

∗
E − (Jv1ϕ)

∗
W

h1

+
(Jv2ϕ)

∗
N − (Jv2ϕ)

∗
S

h2

= 0, (36)

где

Jn0 =
JnA + JnB + JnC + JnD

4
, (37)(

Jv1ϕ
)∗
E

=
(Jv1ϕ)

∗
B + (Jv1ϕ)

∗
C

2
,
(
Jv1ϕ

)∗
W

=
(Jv1ϕ)

∗
A + (Jv1ϕ)

∗
D

2
, (38)(

Jv2ϕ
)∗
N

=
(Jv2ϕ)

∗
D + (Jv2ϕ)

∗
C

2
,
(
Jv2ϕ

)∗
S

=
(Jv2ϕ)

∗
A + (Jv2ϕ)

∗
B

2
, (39)

а величины (Jvα)∗ в центрах ячеек полагаются равными среднему арифметическому
величин (34) на временны́х слоях n и n+ 1, например,

(Jvα)∗C =
(Jvα)nC + (Jvα)n+1

C

2
. (40)

При описании схемы (9), (12) на равномерной сетке было указано, что схемные па-
раметры θα выбираются аналогично схеме [17] для одномерного уравнения переноса. В
работе [17] была предложена также формула для параметра θ, при применении которой
схема предиктор-корректор сохраняет монотонность численного решения на одномер-
ной подвижной сетке. В настоящей работе аналог этой формулы используется в схеме
предиктор-корректор (35), (36) на двумерной подвижной сетке, а именно, параметры θα
(α = 1, 2) вычисляются по формуле (13), в которой полагается gα = J |vα| (1−Kα)ϕqα ,

Kα =
τ

hα
|vα| , C =

{
qj1+1/2−s1,j2+1/2 при α = 1,

qj1+1/2,j2+1/2−s2 при α = 2,
sα = sgn vαC .
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5. Вычисление граничных значений

При выполнении шага предиктор в приграничных ячейках требуются значения сеточ-
ной функции ϕ в граничных узлах qj ∈ γh, поэтому необходимо указать способ опре-
деления этих граничных значений на каждом шаге по времени. На прообразе входа
γлев значения ϕn+1

j определяются из граничного условия (5). В других граничных уз-
лах qj ∈ γh,н ∪ γh,пр ∪ γh,в краевые условия для функции ϕ не заданы, поэтому для
вычисления значений ϕn+1

j необходимо иметь какое-то разностное уравнение. Восполь-
зоваться уравнением (36) нельзя, поскольку оно справедливо только для внутренних
узлов сетки. Разностное уравнение для граничных узлов qj ∈ γh,н ∪ γh,пр ∪ γh,в можно
получить, используя следующий приём.

Возьмем разложение

ϕ
(
qj, tn+1

)
= ϕ

(
qj, tn

)
+ τϕt

(
qj, tn

)
+
τ 2

2
ϕtt
(
qj, tn

)
+O(τ 3) (41)

и с помощью уравнения (15) исключим из него производные по времени. Для гладкого
решения данного уравнения справедливы следующие выражения:

ϕt = −v1ϕq1 − v2ϕq2 ,

ϕtt = −v1
tϕq1 − v1ϕq1t − v2

tϕq2 − v2ϕq2t,

ϕq1t = −
(
v1ϕq1 + v2ϕq2

)
q1
, ϕq2t = −

(
v1ϕq1 + v2ϕq2

)
q2
.

Поэтому для решения уравнения (15) выполняется равенство

ϕ
(
qj, tn+1

)
− ϕ

(
qj, tn

)
τ

+
[
v1ϕq1 + v2ϕq2 +

τ

2

(
v1
tϕq1 + v2

tϕq2−

−v1
(
v1ϕq1 + v2ϕq2

)
q1
− v2

(
v1ϕq1 + v2ϕq2

)
q2

)] (
qj, tn

)
= O(τ 2).

Данное равенство используется для получения разностных уравнений в граничных уз-
лах qj ∈ γh,пр, при этом производные по переменной q1 заменяются односторонними
разностями второго порядка. В силу (24), v2 = 0 на участках γн ∪ γв, поэтому разност-
ные уравнения в узлах qj ∈ γh,н ∪ γh,в выводятся на основе более простого равенства

ϕ
(
qj, tn+1

)
−ϕ
(
qj, tn

)
τ

+
[
v1ϕq1 +

τ

2

(
v1
tϕq1 − v1

(
v1ϕq1

)
q1

)] (
qj, tn

)
=O(τ 2).

6. Геометрический закон сохранения на подвижной сетке

Как было указано в [17], выполнение геометрического закона сохранения (далее г.з.с.)
является необходимым условием согласованности разностных формул, связанных с вы-
числением характеристик подвижной неравномерной сетки, и означает не только согла-
сованность разностных формул для якобиана и скоростей движения узлов, но и гаран-
тию того, что разностная схема, как и аппроксимируемое этой схемой дифференциаль-
ное уравнение, имеет в качестве своего точного решения постоянную функцию, что в
свою очередь отвечает общему требованию о сохранении разностной схемой как можно
бо́льшего числа свойств аппроксимируемого дифференциального уравнения. Г.з.с. озна-
чает, что ячейка на новом временно́м слое полностью определяется ее положением на
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текущем слое и скоростями движения границ. Таким образом, выполнение этого зако-
на — гарантия того, что движение сетки не вносит искусственные изменения в область
решения задачи.

Г.з.с. был впервые сформулирован в работе [20] (где был назван пространственным
законом сохранения (space conservation law (SCL)) как дополнительное уравнение к
законам сохранения массы, момента и энергии. В [21] закон был переоткрыт и записан
в виде ограничения на численные аппроксимации законов сохранения. Обзоры работ
по подходам к реализации г.з.с. даны, например, в [22, 23].

Так как постоянная функция является решением дифференциального уравнения
(1), то естественно потребовать, чтобы построенная схема предиктор-корректор также
была точна на постоянных функциях. Покажем, что для схемы (35), (36) выполня-
ется разностный г.з.с., из чего будет следовать сохранение данной схемой постоянной
функции.

Лемма 1. В каждой ячейке сетки Qh выполняется разностный аналог геометри-
ческого закона сохранения (23):

Jn+1
C − JnC

τ
+
(
− xty∗q2 + ytx

∗
q2

)
q1,C

+
(
xty
∗
q1 − ytx∗q1

)
q2,C

= 0, (42)

где использованы обозначения рис. 1, разностные производные в центре ячейки вычис-
ляются по формулам вида (27) и величины с символом “∗” получены осреднением по
времени:

x∗qα =
xnqα + xn+1

qα

2
. (43)

Доказательство. На примере разностной производной (xty
n
q2)q1 выведем формулу

для производной от произведения двух функций:

(
xty

n
q2

)
q1,C

=

(
xty

n
q2

)
NE
−
(
xty

n
q2

)
N

h1

=

=
(xt)NE + (xt)N

2

(ynq2)NE − (ynq2)N

h1

+
(ynq2)NE + (ynq2)N

2

(xt)NE − (xt)N
h1

.

В соответствии с формулами (27) полученное равенство означает, что(
xty

n
q2

)
q1,C

=
(
xty

n
q2q1 + ynq2(xt)q1

)
C
. (44)

Рассмотрим вторые производные в правой части (44):

ynq2q1,C =
(yq2)NE − (yq2)N

h1

=
1

h1

(
yn7 − yn3
h2

− yn4 − yn0
h2

)
=

=
1

h2

(
yn7 − yn4
h1

− yn3 − yn0
h1

)
=

(yq1)EN − (yq1)E
h1

= ynq1q2,C ,

т. е. имеет место равенство смешанных производных

ynq2q1,C = ynq1q2,C . (45)
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Нетрудно доказать, что выполняется и следующее равенство смешанных производных:

(xt)q1,C = (xq1)t,C . (46)

В самом деле,

(xt)q1,C =
(xt)NE − (xt)N

h1

=
1

h1

(
xn+1
NE − xnNE

τ
− xn+1

N − xnN
τ

)
=

=
1

τ

(
xn+1
NE − x

n+1
N

h1

− xnNE − xnN
h1

)
=
xn+1
q1,C − x

n
q1,C

τ
= (xq1)t,C .

Учтём равенства (45), (46) и перепишем формулу в виде (44)(
xty

n
q2

)
q1,C

=
(
xty

n
q1q2 + ynq2(xq1)t

)
C
. (47)

Очевидно, что аналогичная формула имеет место и на (n+1)-м слое по времени, поэтому
с учётом обозначения (43) получим(

xty
∗
q2

)
q1,C

=
(
xty
∗
q1q2 + y∗q2(xq1)t

)
C
. (48)

Используя последнее равенство и его аналог для производной по переменной q2 от про-
изведения двух функций (

xty
∗
q1

)
q2,C

=
(
xty
∗
q1q2 + y∗q1(xq2)t

)
C
, (49)

можно выполнить следующие преобразования:(
− xty∗q2 + ytx

∗
q2

)
q1,C

+
(
xty
∗
q1 − ytx∗q1

)
q2,C

=
[
− xty∗q1q2 − y∗q2(xq1)t+

+ytx
∗
q1q2 + x∗q2(yq1)t + xty

∗
q1q2 + y∗q1(xq2)t − ytx∗q1q2 − x∗q1(yq2)t

]
C

=

=
[
− y∗q2(xq1)t − x∗q1(yq2)t + x∗q2(yq1)t + y∗q1(xq2)t

]
C

=

=

[
−
ynq2 + yn+1

q2

2
·
xn+1
q1 − x

n
q1

τ
−
xnq1 + xn+1

q1

2
·
yn+1
q2 − y

n
q2

τ
+

+
xnq2 + xn+1

q2

2
·
yn+1
q1 − y

n
q1

τ
+
ynq1 + yn+1

q1

2
·
xn+1
q2 − x

n
q2

τ

]
C

=

=
1

τ

[
− (xq1yq2)

n+1 + (xq1yq2)
n + (xq2yq1)

n+1 − (xq2yq1)
n
]
C

=

= −J
n+1
C − JnC

τ
.

Таким образом, разностный геометрический закон сохранения (42) действительно вы-
полняется.
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Лемма 2. В каждой ячейке сетки Qh выполняется разностный аналог уравнения
неразрывности (21):

Jn+1
C − JnC

τ
+
(
Jv1
)∗
q1,C

+
(
Jv2
)∗
q2,C

= 0, (50)

где

(Jvα)∗ =
(Jvα)n + (Jvα)n+1

2
.

Доказательство. Согласно определению (27) производной в центре ячейки и фор-
муле (33) для контравариантных компонент скорости, имеем цепочку равенств(

Jv1
)∗
q1,C

+
(
Jv2
)∗
q2,C

=

=
(
ψ∗q2 − xty∗q2 + ytx

∗
q2

)
q1,C

+
(
− ψ∗q1 + xty

∗
q1 − ytx∗q1

)
q2,C

=

= ψ∗q2q1,C − ψ∗q1q2,C +
(
− xty∗q2 + ytx

∗
q2

)
q1,C

+
(
xty
∗
q1 − ytx∗q1

)
q2,C

.

Учитывая теперь геометрический закон сохранения (42) и равенство ψ∗q2q1,C = ψ∗q1q2,C ,
убеждаемся в справедливости разностного уравнения неразрывности (50).

Лемма 3. В каждом внутреннем узле сетки Qh выполняется следующий разност-
ный аналог уравнения неразрывности (21):

Jn+1
0 − Jn0

τ
+

(Jv1)
∗
E − (Jv1)

∗
W

h1

+
(Jv2)

∗
N − (Jv2)

∗
S

h2

= 0, (51)

где использованы обозначения (37)–(40).

Доказательство. Запишем уравнение неразрывности (50) для четырёх ячеек с цен-
трами C, B, D и A:

Jn+1
C − JnC

τ
+

(Jv1)
∗
NE − (Jv1)

∗
N

h1

+
(Jv2)

∗
EN − (Jv2)

∗
E

h2

= 0,

Jn+1
B − JnB

τ
+

(Jv1)
∗
SE − (Jv1)

∗
S

h1

+
(Jv2)

∗
E − (Jv2)

∗
ES

h2

= 0,

Jn+1
D − JnD

τ
+

(Jv1)
∗
N − (Jv1)

∗
NW

h1

+
(Jv2)

∗
WN − (Jv2)

∗
W

h2

= 0,

Jn+1
A − JnA

τ
+

(Jv1)
∗
S − (Jv1)

∗
SW

h1

+
(Jv2)

∗
W − (Jv2)

∗
WS

h2

= 0.

Сложив эти уравнения, поделив на четыре и приняв во внимание обозначения (34),
(37)–(40), получим разностное уравнение (51).

Теорема 1. Разностная схема (35), (36) сохраняет постоянную функцию.



Разностные схемы на подвижных сетках 101

Доказательство. Пусть ϕnj = M = const. Тогда из уравнения (35) получим, что в
центре любой ячейки ϕ∗j+1/2 ≡ M . Следовательно, на шаге корректор (36) получается
уравнение

Jn+1
0 ϕn+1

0 − Jn0 M
τ

+M
(Jv1)

∗
E − (Jv1)

∗
W

h1

+M
(Jv2)

∗
N − (Jv2)

∗
S

h2

= 0.

Перепишем это уравнение в эквивалентной форме

Jn+1
0

(
ϕn+1

0 −M
)

τ
+

+M

(
Jn+1

0 − Jn0
τ

+
(Jv1)

∗
E − (Jv1)

∗
W

h1

+
(Jv2)

∗
N − (Jv2)

∗
S

h2

)
= 0.

Учитывая уравнение неразрывности (51), получим, что ϕn+1
j ≡ M . Таким образом,

разностная схема (35), (36) точна на постоянных функциях.

7. Метод эквираспределения для построения двумерных
неравномерных подвижных сеток

В нестационарных задачах адаптивная сетка должна перестраиваться на каждом шаге
по времени, поскольку решение задачи зависит от времени. Укажем используемый нами
способ вычисления координат узлов xn+1

j на (n+1)-м слое в предположении, что на n-м
слое по времени сетка уже имеется и на ней вычислено решение ϕnj .

Для определения местоположения узлов xn+1
j можно воспользоваться методом эк-

вираспределения [24]. Однако при решении одномерных задач было обнаружено [17],
что использование классического метода эквираспределения для построения подвиж-
ных адаптивных сеток может приводить к осцилляциям траекторий узлов адаптивной
сетки и немонотонности изменения отношений длин соседних ячеек сетки. Кроме того,
решение классического уравнения очень чувствительно к возмущениям управляющей
функции w, и построенная сетка может сильно осциллировать по времени даже в том
случае, когда решение меняется слабо. Поэтому в работе [17] было рекомендовано до-
бавить в уравнение классического метода эквираспределения правую часть, отвечаю-
щую за гладкость траекторий узлов сетки. Данной полученной эмпирическим путём
рекомендацией воспользуемся и в двумерном случае: для построения подвижных сеток
будем применять двумерный аналог одномерного эволюционного уравнения из [17]:

∂

∂q1

(
wg22

∂x

∂q1

)
+

∂

∂q2

(
wg11

∂x

∂q2

)
= β

∂x

∂t
, (52)

где β — положительный параметр, подбираемый экспериментальным путем в целях
уменьшения осцилляций траекторий узлов сетки. При малом значении параметра β
влияние члена βxt незначительно, но при больши́х β величины смещений узлов умень-
шаются и сетка становится “малоподвижной”.

Далее дифференциальное уравнение (52) заменяется конечно-разностным

Λxn+1
j = β

xn+1
j − xnj
τ

, qj ∈ Qh, (53)
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где τ — шаг по времени, а оператор Λ отличается от оператора стационарного (клас-
сического) уравнения [19] только тем, что теперь в его коэффициентах ковариантные
компоненты метрического тензора gn+1

αα берутся с (n+1)-го временно́го слоя, а управляю-
щая функция wn вычисляется по решению с n-го слоя. При β > 0 наличие в разностных
уравнениях (53) правой части не только способствует уменьшению осцилляций траек-
торий узлов, но и увеличивает диагональное преобладание системы этих уравнений,
что положительно влияет на скорость сходимости итерационного метода переменных
направлений. В качестве начального приближения для итерационного процесса берёт-
ся сетка xnj . Заметим, что начальная сетка x0

j должна быть адаптирована к начальной
функции (6). Для построения этой сетки используется классический метод эквираспре-
деления (уравнение (52) с β = 0).

Положение граничных узлов также меняется при переходе от одного временно́го
шага к другому, поэтому перед тем, как решать уравнения (53), необходимо построить
на границе области новую сетку xn+1

j . Пусть некоторый участок границы Γ задан в
параметрической форме x = x(p), y = y(p), где p — параметр. Тогда координаты узлов
xn+1
j на границе определяются по формулам xn+1

j = x(pn+1
j ), yn+1

j = y(pn+1
j ), в которых

для поиска значений pn+1
j используется нелинейное разностное уравнение

1

h

(
(wnJn+1)j+1/2

pn+1
j+1 − pn+1

j

h
− (wnJn+1)j−1/2

pn+1
j − pn+1

j−1

h

)
= β

pn+1
j − pnj
τ

с функцией J = ((xp)
2 + (yp)

2)
1/2 и управляющей функцией w, вычисленной в гранич-

ных узлах по известному на старой сетке решению ϕnj .
Как было указано в [17], при расчёте разрывных решений на подвижных сетках

возникают проблемы, связанные с разрешимостью уравнений для сетки и с адаптацией
сетки к разрывному решению. К таким проблемам относится, например, невозможность
сосредоточить достаточное число узлов сетки в зонах скачкообразного изменения реше-
ния. Другой пример – возникновение осцилляций управляющей функции, приводящих
к немонотонному изменению длин соседних ячеек: происходит чередование длинных и
коротких ячеек сетки, в результате чего понижается точность расчёта. Для устранения
указанных проблем может быть использовано сглаживание управляющей функции w,
при котором в область разрыва попадает бо́льшее количество узлов и происходит плав-
ное изменение длин соседних ячеек, что позволяет лучше воспроизводить численное
решение.

Здесь использована неявная процедура сглаживания управляющей функции [19] на
основе неявной схемы для двумерного уравнения теплопроводности, которая для узла,
обозначенного на рис. 1 цифрой 0, выглядит следующим образом:

w0 − w0

τ
= a1

w3 − 2w0 + w1

h2
1

+ a2
w4 − 2w0 + w2

h2
2

,

где w — управляющая функция, зависящая от решения задачи, w — сглаженная управ-
ляющая функция,

τ =
σ(h2

1 + h2
2)

4
, aα =

h2
α

h2
1 + h2

2

, α = 1, 2,

σ > 0 — параметр сглаживания. Для решения этого уравнения применяется метод
расщепления по направлениям, каждый этап которого реализуется скалярными про-
гонками.
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8. Результаты решения тестовых задач

В настоящем разделе приводятся некоторые результаты решения тестовых задач, явля-
ющихся двумерными аналогами задач из работы [17]. Область решения Ω изображена
на рис. 2, а. Ее граница Γ состоит из прямолинейных отрезков

Γлев =
{

(x, y)
∣∣ − 1 ≤ x ≤ −0.5, y = 0

}
,

Γпр =
{

(x, y)
∣∣ x = 0, 0.5 ≤ y ≤ 1

}
и криволинейных участков, заданных в параметрической форме:

Γн =
{

(x, y)
∣∣ x = − cos p, y = − sin p

}
,

Γв =
{

(x, y)
∣∣ x = −0.5 cos p, y = −0.5 sin p

}
,

где параметр p пробегает значения из отрезка [0, 3π/2]. Эти части границы являются
дугами окружностей с центром в начале координат и радиусами 1 и 0.5.

Компоненты вектора скорости не зависят от времени и задаются по формулам

u = −y, v = x. (54)

Очевидно, что уравнение неразрывности (2) выполняется, а на границе Γ справедливы
соотношения (4). Для заданного вектора скорости (54) задача (29)–(31) имеет точное
решение

ψ = −x
2 + y2

2
, (55)

поэтому указанная задача относительно функции ψ численно не решается и в формулах
(33) для контравариантных компонент скорости используются точные значения (55)
в узлах криволинейной сетки xnj .
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Рис. 2. Сетка, построенная с использованием управляющей функции (58). N1 = 100, N2 = 20,
α = 0 (a); график начальной функции (56) (б)
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8.1. Задача с гладким решением

Начальная функция (6) задаётся в следующем виде:

ϕ0(x) = e− (a |x− x0|)2

, (56)

где a = 5, x0 =
(
−0.75

√
2/2; −0.75

√
2/2
)
. График начальной функции показан на

рис. 2, б. Точное решение задачи (1), (5), (6), (54), (56) описывается формулой

ϕ(x, y, t) = ϕ0

(
x cos t+ y sin t, y cos t− x sin t

)
, (57)

при этом на входе в область полагается µлев (x, t)
∣∣
x∈Γлев

= ϕ (x, t)
∣∣
x∈Γлев

. Графиком
решения является экспоненциальная “шапочка” единичной высоты, которая без изме-
нения формы и с постоянной угловой скоростью вращается как твердое тело вокруг
начала координат.

На рис. 3, а изображено точное решение (57) в момент времени t = 2.87, на рис. 3, б–г
приведены графики численного решения в тот же момент времени на “квазиравномер-
ной” сетке (см. рис. 2, а), полученной при использовании управляющей функции

wnj+1/2 = 1 + α|ϕnj+1/2| (58)

с параметром α = 0. Эта сетка адаптируется лишь к криволинейной границе обла-
сти и не учитывает поведение решения. Видно, что амплитуда решения, полученного
по схеме предиктор-корректор, стала меньше амплитуды точного решения и решения
по схеме Лакса—Вендроффа. Вместе с тем использование схемы предиктор-корректор
позволяет избежать появления численных осцилляций, возникающих в схеме Лакса—
Вендроффа, и сильного размазывания решения, происходящего при применении про-
тивопоточной схемы.

При использовании адаптивной сетки обеспечивается сильное сгущение узлов под
“шапочкой” (рис. 4, а), при этом область максимальной концентрации узлов вращает-
ся вместе с “шапочкой” против часовой стрелки. Из рисунка 4, б видно, что форма и
амплитуда решения на подвижной адаптивной сетке сохраняются с течением времени
значительно лучше, чем на неподвижной (сравни с рис. 3, б).

8.2. Задача с разрывным решением

Рассмотрим задачу о движении ступеньки в области Ω. Начальная функция (6) задаётся
здесь в следующем виде:

ϕ0(x) = ϕ0(p) =

{
1 при p ≤ p0,
0 при p > p0,

(59)

где p0 = π/4,

p =

{
π − arccos(x/

√
x2 + y2) при y ≤ 0,

π + arccos(x/
√
x2 + y2) при y > 0.

Точное решение задачи (1), (5), (6), (54), (59) описывается формулой

ϕ(x, y, t) = ϕ0(p− t) (60)



Разностные схемы на подвижных сетках 105

а б

в г

Рис. 3. Графики точного решения (а) и численного решения, полученного по схемам
предиктор-корректор (б), Лакса—Вендроффа (в) и противопоточной (г)

а б

Рис. 4. Адаптивная сетка в момент времени t = π (а) и график численного решения, получен-
ного по схеме предиктор-корректор на динамически адаптивной сетке (б). N1 = 100, N2 = 20,
α = 50
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Рис. 5. 1 — Графики численного решения, полученного по схеме предиктор-корректор
(а — в); 2 — графики точного решения (а) и численного решения, полученного по схеме Лак-
са—Вендроффа (б) и по противопоточной схеме (в)

и является в каждый момент времени кусочно-постоянной функцией, прямолинейная
линия −x sin(p0 + t) + y cos(p0 + t) = 0 разрыва которой вращается с единичной угловой
скоростью вокруг начала координат.

На рис. 5 представлено сравнение результатов расчётов по трём схемам. Схема
предиктор-корректор для этой задачи обеспечивает монотонное решение и приемлемое
качество описания движения фронта разрыва. Схема Лакса—Вендроффа, как и ожи-
далось, дает нефизичные осцилляции, а противопоточная схема сильнее размазывает
разрыв в сравнении со схемой предиктор-корректор.

Заключение

В данной работе схема предиктор–корректор, исследованная в [17] для одномерного ли-
нейного уравнения переноса с постоянным коэффициентом, обобщена для двумерного
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линейного уравнения переноса с переменными коэффициентами. Описан способ аппрок-
симации контравариантных компонент скорости, гарантирующий выполнение уравне-
ния неразрывности для сеточных функций на подвижных криволинейных сетках. Ука-
зан выбор схемных параметров, при котором сохраняется монотонность численного ре-
шения. Доказано выполнение разностного аналога геометрического закона сохранения,
что гарантирует сохранение схемой предиктор-корректор постоянной функции. Пред-
ложена модификация классического метода эквираспределения построения подвижных
сеток, позволяющая избежать возникновения осцилляций траекторий узлов и резкого
изменения площадей соседних ячеек сетки. Указан метод построения сетки на границе
подвижной области. Для решения проблем, связанных с разрешимостью уравнений для
сетки и с адаптацией сетки к разрывному решению, предложено использование неявной
процедуры двумерного сглаживания управляющей функции. Приведено сравнение ре-
зультатов решения тестовых задач с гладким и разрывным решениями на неподвижных
и динамически адаптивных сетках.

Результаты, полученные для двумерного линейного уравнения переноса с перемен-
ными коэффициентами, имеют общий характер и могут быть использованы для чис-
ленного решения задач наводнения-осушения в рамках модели мелкой воды.
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