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Доказана теорема сушествования решения некоторого парного двумерного ин-
тегрального уравнения Вольтерры I рода. Рассмотрен вопрос численного решения
полиномиального уравнения Вольтерры I рода второй степени. Приводятся иллю-
стративные расчёты на примере эталонной динамической системы, описывающей
процессы теплообмена.
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Введение

В теории математического моделирования нелинейных динамических систем хорошо
известен универсальный аппарат функциональных рядов Вольтерры [1]. Полином Воль-
терры N -й степени, дающий представление отклика y(t) системы типа вход-выход на
внешнее возмущение x(t), имеет вид

y (t) =
N∑
ν=1

∑
1≤i1≤...≤iν≤p

t∫
0

...

t∫
0

Ki1,..., iν (t, s1, ..., sν)xi1(s1)... xiν (sν)ds1, ..., dsν ,

t ∈ [0, T ] , (1)

где x(t) = (x1(t), x2(t), ..., xp(t)) — вектор-функция времени, y(t) — скалярная функция
времени, причём y(0) = 0, y(t) ∈ C(1)

[0,T ]. В (1) ядра Вольтерры Ki1,..., iν симметричны по
тем переменным, которые соответствуют совпадающим индексам i1, ..., iν . Построить
математическую модель в виде (1) — значит идентифицировать ядра Вольтерры по
информации об откликах системы на те или иные тестовые входные сигналы.

Если система стационарна в том смысле, что её динамические характеристики оста-
ются неизменными за время T переходного процесса, то вместо (1) используется модель

y (t) =
N∑
ν=1

∑
1≤i1≤...≤iν≤p

t∫
0

...

t∫
0

K̂i1,..., iν (s1, ..., sν)xi1(t− s1)... xiν (t− sν)ds1, ..., dsν ,

t ∈ [0, T ]. (2)
∗Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (грант № 12-01-00722а).
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Проблема применения аппарата рядов Вольтерры для моделирования технических
(в частности, электротехнических и теплотехнических) систем рассмотрена в работах
[2 – 5]. Из зарубежных источников отметим монографии [6 – 8] имеющие обширные спис-
ки библиографии.

Работы Института систем энергетики им. Л.А. Мелентьева (ИСЭМ) СО РАН в об-
ласти идентификации ядер Вольтерры начались в 90-х годах прошлого века. В [9, 10]
была предложена оригинальная методика идентификации ядер Вольтерры, базирую-
щаяся на задании специальных многопараметрических семейств кусочно-постоянных
тестовых входных сигналов. При этом задача идентификации сводится к решению ли-
нейных многомерных уравнений Вольтерры I рода с переменными верхними и нижними
пределами (что отличает их от классических уравнений типа уравнений Вольтерры).
Специфика таких уравнений позволяет находить решения в явном виде, а их сеточ-
ные аналоги допускают построение высокоэффективных вычислительных процедур,
обладающих саморегуляризующим свойством. Важный для приложений случай (2) при
N = 2 исследовался в [11, 12]. В работах [13 – 15] изложено применение данного подхода
для моделирования процессов теплообмена на установке ВТК (высокотемпературный
контур) ИСЭМ СО РАН.

Статья продолжает исследования, начатые в [12 – 15]. В первом разделе рассмотре-
на проблема идентификации несимметричных ядер Вольтерры, во втором дано краткое
описание соответствующего программного обеспечения и приводятся иллюстративные
расчёты на примере моделирования процессов теплообмена, третий раздел посвящён
численному решению полиномиальных уравнений Вольтерры I рода, связанных с зада-
чей об определении входного сигнала x(t), которому соответствует заданный выход y(t).

1. Об одном способе идентификации несимметричных
ядер Вольтерры

В работе [16] предложен алгоритм повышения точности моделирования нелинейной ди-
намической системы полиномами Вольтерры в скалярном случае. В его основе — комби-
нация линейной нестационарной и билинейной стационарной составляющих. В случае
N = 2 комбинация (1), (2) дает уравнение

y(t) =

p∑
µ=1

t∫
0

Kµ(t, s)xµ(s)ds+

p∑
µ=1

t∫
0

t∫
0

K̂µµ(s1, s2)xµ(t− s1)xµ(t− s2)ds1ds2+

+

p∑
µ=2

µ−1∑
ν=1

t∫
0

t∫
0

K̂νµ(s1, s2)xν(t− s1)xµ(t− s2)ds1ds2, t ∈ [0, T ]. (3)

Наша задача — получить необходимые условия существования K̂νµ(s1, s2) в классе
непрерывных на Ω2 = {s1, s2/0 ≤ s1, s2 ≤ T} несимметричных функций.

Отметим, что процедуру разделения отклика моделируемой системы на составляю-
щие yαr,µ , r = 1, 2, обусловленные индивидуальным влиянием µ-й компоненты вектора
x(t), реализуют тестовые сигналы

xαr,µµ (t) = αr,µ(I(t)− I(t− ω)), xλ(t) = 0, 0 ≤ ω ≤ t ≤ T, (4)
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где I(t) — функция Хевисайда, λ = 1, p, λ 6= µ. Вещественные числа αr,µ 6= 0, r = 1, 2,
α1,µ 6= α2,µ, µ = 1, p, характеризуют высоту возмущающих воздействий по входу xµ.
Подстановка (4) в (3) приводит к системе двух линейных относительно Kµ и K̂µµ инте-
гральных уравнений Вольтерры I рода с переменными верхними и нижними пределами
интегрирования, при этом справедливы формулы обращения [16]

Kµ(t, ω) =
∂fµ(t, ω)

∂ω
, 0 ≤ ω ≤ t ≤ T,

K̂µµ(t, t− ω) =
1

2

(
∂2fµµ(t, ω)

∂t∂ω
+
∂2fµµ(t, ω)

∂ω2

)
, 0 ≤ ω ≤ t ≤ T,

где

fµ(t, ω) =
α2

2,µy
α1,µ(t, ω)− α2

1,µy
α2,µ(t, ω)

α1,µα2,µ(α2,µ − α1,µ)
, fµµ(t, ω) =

α1,µy
α2,µ(t, ω)− α2,µy

α1,µ(t, ω)

α1,µα2,µ(α2,µ − α1,µ)
,

причём из необходимого условия существования K̂µµ(s1, s2) в классе непрерывных на
Ω2 симметричных функций [11]

fµµ(t, ω) = fµµ(t− ω,−ω)

следует равенство
α1,µ + α2,µ = 0.

Постановка и решение экстремальной задачи выбора α∗µ = ±αr,µ в (4) для идентифика-
ции ядер Kµ, K̂µµ в (3) приведены в [17].

Остановимся на проблеме восстановления на квадрате Ω2 ядра K̂νµ(s1, s2). По ана-
логии с [12] рассмотрим две группы тестовых сигналов

xβνν = βν(I(t)− I(t− ω)), xβµµ = βµI(t− ω), xλ(t) = 0, 0 ≤ ω ≤ t ≤ T, (5)

xβνν = βνI(t− ω), xβµµ = βµ(I(t)− I(t− ω)), xλ(t) = 0, 0 ≤ ω ≤ t ≤ T, (6)

где βν 6= 0, βµ 6= 0 — амплитуды сигналов по входам xν , xµ, µ = 2, p, ν = 1, µ− 1, λ = 1, p,
ν 6= µ 6= λ. Подстановка (5), (6) в (3) приводит к парному двумерному интегральному
уравнению Вольтерры I рода относительно несимметричного на Ω2 ядра K̂νµ

t∫
t−ω

ds1

t−ω∫
0

K̂νµ(s1, s2)ds2 = g
βνβµ
1 (t, ω), 0 ≤ ω ≤ t ≤ T, (7)

t−ω∫
0

ds1

t∫
t−ω

K̂νµ(s1, s2)ds2 = g
βνβµ
2 (t, ω), 0 ≤ ω ≤ t ≤ T, (8)

где

g
βνβµ
1 (t, ω) =

y
βνβµ
1 (t, ω)

βνβµ
− 1

βµ

ω∫
0

Kν(t, s)ds−
1

βν

t∫
ω

Kµ(t, s)ds−
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−βν
βµ

t∫
t−ω

t∫
t−ω

K̂νν(s1, s2)ds1ds2 −
βµ
βν

t−ω∫
0

t−ω∫
0

K̂µµ(s1, s2)ds1ds2, (9)

g
βνβµ
2 (t, ω) =

y
βνβµ
2 (t, ω)

βνβµ
− 1

βµ

t∫
ω

Kν(t, s)ds−
1

βν

ω∫
0

Kµ(t, s)ds−

−βν
βµ

t−ω∫
0

t−ω∫
0

K̂νν(s1, s2)ds1ds2 −
βµ
βν

t∫
t−ω

t∫
t−ω

K̂µµ(s1, s2)ds1ds2. (10)

Здесь yβνβµ1 (t, ω), yβνβµ2 (t, ω) — отклики системы на сигналы вида (5) и (6) соответст-
венно.

Теорема. Условия(
∂2yβνβµi (t, ω)

∂t∂ω
+
∂2yβνβµi (t, ω)

∂ω2

)
∈ C∆, i = 1, 2, ∆ = {t, ω|0 ≤ ω ≤ t ≤ T}, (11)

yβνβµ2 (t, 0) = yβνβµ1 (t, t) =
βν(α2,ν − βν)
α1,ν(α2,ν − α1,ν)

yα1,ν (t, t) +
βν(βν − α1,ν)

α2,ν(α2,ν − α1,ν)
yα2,ν (t, t), (12)

yβνβµ1 (t, 0) = yβνβµ2 (t, t) =
βµ(α2,µ − βµ)

α1,µ(α2,µ − α1,µ)
yα1,µ(t, t) +

βµ(βµ − α1,µ)

α2,µ(α2,µ − α1,µ)
yα2,µ(t, t), (13)

βν(2α2,ν − βν)
α1,ν(α2,ν − α1,ν)

(
∂2yα1,ν (t, ω)

∂t∂ω
+
∂2yα1,ν (t, ω)

∂ω2

)
ω=0

−
(
∂2y

βνβµ
1 (t, ω)

∂t∂ω
+
∂2y

βνβµ
1 (t, ω)

∂ω2

)
ω=0

+

+
βν(βν − 2α1,ν)

α2,ν(α2,ν − α1,ν)

(
∂2yα2,ν (t, ω)

∂t∂ω
+
∂2yα2,ν (t, ω)

∂ω2

)
ω=0

=

=
βµ(2α2,µ − βµ)

α1,µ(α2,µ − α1,µ)

(
∂2yα1,µ(t, ω)

∂t∂ω
+
∂2yα1,µ(t, ω)

∂ω2

)
ω=0

−
(
∂2y

βνβµ
2 (t, ω)

∂t∂ω
+
∂2y

βνβµ
2 (t, ω)

∂ω2

)
ω=0

+

+
βµ(βµ − 2α1,µ)

α2,µ(α2,µ − α1,µ)

(
∂2yα2,µ(t, ω)

∂t∂ω
+
∂2yα2,µ(t, ω)

∂ω2

)
ω=0

(14)

необходимы и достаточны для существования решения парного уравнения (7), (8)
в классе CΩ2. Пара

K̂νµ(t, t− ω) = −
(
∂2g

βνβµ
1 (t, ω)

∂t∂ω
+
∂2g

βνβµ
1 (t, ω)

∂ω2

)
, 0 ≤ ω ≤ t ≤ T, (15)

K̂νµ(t− ω, t) = −
(
∂2g

βνβµ
2 (t, ω)

∂t∂ω
+
∂2g

βνβµ
2 (t, ω)

∂ω2

)
, 0 ≤ ω ≤ t ≤ T, (16)

определяет решение во всей области Ω2.
Доказательство. Воспользуемся результатами [11], согласно которым формулы об-

ращения (15), (16) справедливы тогда и только тогда, когда(
∂2gβνβµi (t, ω)

∂t∂ω
+
∂2gβνβµi (t, ω)

∂ω2

)
∈ C∆, i = 1, 2, ∆ = {t, ω|0 ≤ ω ≤ t ≤ T}, (17)
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gβνβµi (t, 0) = 0, gβνβµi (t, t) = 0, i = 1, 2, t ∈ [0, T ], (18)(
∂2gβνβµ1 (t, ω)

∂t∂ω
+
∂2gβνβµ1 (t, ω)

∂ω2

)
ω=0

=

(
∂2gβνβµ2 (t, ω)

∂t∂ω
+
∂2gβνβµ2 (t, ω)

∂ω2

)
ω=0

. (19)

С учётом (9), (10) из (17)–(19) следуют (11)–(14). �

2. Программное обеспечение для моделирования
нелинейной динамики

Для построения и тестирования интегральных моделей нелинейной динамики теплооб-
мена был создан программно-вычислительный комплекс [18], использующий эталонную
модель. Эталоном служило описание процесса теплообмена в элементе теплообменно-
го аппарата (теплообменника) с независимым подводом тепла, представленное в [19].
Согласно [19], отклонение энтальпии на выходе ∆i(t) (кДж/кг) при произвольных за-
конах возмущений расхода вещества ∆D(t) (кг/с) и тепловой нагрузки ∆Q(t) (кВт)
описывается зависимостью

∆iet(t) =
λ1λ2

λ2 − λ1

t∫
0

(
∆Q(η)−Q0

D0

∆D(η)

)(
e
−λ1

t∫
η
D(s)ds

−e
−λ2

t∫
η
D(s)ds

)
dη, t ∈ [0, T ]. (20)

Здесь t — время, λ1 и λ2 — некоторые константы, индексами “0” обозначены параметры
начального стационарного режима, D0 = 0.16 (кг/с), Q0 = 100 (кВт), ∆ — приращение,
например D(t) = D0 +∆D(t). Числовые характеристики, входящие в (20), принимались
соответствующими реальной установке ВТК.

Вычислительный комплекс создан в объектно-ориентированной среде программи-
рования C++ Builder и основан на функционально-модульном принципе. Он включает
в себя блоки настройки входных параметров, идентификации и моделирования. Соот-
ношение (20) используется в блоке идентификации для получения необходимого на-
бора откликов на тестовые сигналы, а в блоке моделирования — в качестве эталона
для оценки точности интегральных моделей. Процедуры идентификации базируются
на разностных аналогах формул обращения, что обеспечивает быстродействие в ре-
жиме “on-line”. Процедуры вычисления откликов интегральных моделей основаны на
использовании методов средних прямоугольников и интегрирования произведения. Рас-
чёт выходных значений эталонной модели (20) проводится с помощью метода трапеций.
Реализованы функции ввода и оцифровки входных воздействий, отображения резуль-
татов вычислительного эксперимента в графической форме. Вся выходная информация
хранится в соответствующих файлах на диске и может быть использована для подроб-
ного ознакомления и анализа.

Проведём тестирование квадратичной модели (3), где x(t) = (∆D(t),∆Q(t)). В ходе
вычислительного эксперимента будем учитывать результаты расчётов, полученные с
помощью (2), где N = 2. С учётом специфики (20) вместо (2) и (3) для p = 2 используем
соответственно уравнения

∆i1mod(t) =

t∫
0

K̂1(s)∆D(t− s)ds+

t∫
0

t∫
0

K̂11(s1, s2)∆D(t− s1)∆D(t− s2)ds1ds2+
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+

t∫
0

K̂2(s)∆Q(t− s)ds+

t∫
0

t∫
0

K̂12(s1, s2)∆D(t− s1)∆Q(t− s2)ds1ds2, t ∈ [0, T ], (21)

и

∆i2mod(t) =

t∫
0

K1(t, s)∆D(s)ds+

t∫
0

t∫
0

K̂11(s1, s2)∆D(t− s1)∆D(t− s2)ds1ds2+

+

t∫
0

K2(t, s)∆Q(s)ds+

t∫
0

t∫
0

K̂12(s1, s2)∆D(t− s1)∆Q(t− s2)ds1ds2, t ∈ [0, T ]. (22)

Введём сетку узлов ti, i = 1, n, nh = T . Пусть h = 1 (с) (такой выбор шага связан с
реальными данными, полученными в ходе эксперимента на ВТК ИСЭМ СО РАН). С
помощью вычислительного комплекса [18] выполняем построение квадратичных моде-
лей (21), (22). В данном программном обеспечении используются алгоритмы численного
решения уравнений Вольтерры I рода, основанного на саморегуляризующем свойстве
[20, 21] процедуры дискретизации. Отметим, что в работе [22] проведено подробное
исследование применимости простейших кубатурных формул (правых и средних пря-
моугольников) и методов типа метода Рунге—Кутты для устойчивого решения соот-
ветствующих многомерных интегральных уравнений Вольтерры I рода. Следуя [22], в
качестве “базовой” используем формулу средних прямоугольников. Такой выбор обу-
словлен относительной простотой реализации и получением приближенного решения с
погрешностью порядка O(h2) в случае отсутствия возмущений исходных данных. Cчи-
таем далее в качестве допустимого множество X(B, T ) входных сигналов вида

∆Dβω(t) = βD0(I(t)− 2I(t− ω)− I(t− T )), ∆Q(t) = 0, (23)

где β ∈ [0, B], 0 ≤ ω < t ≤ T , B = 35, 30, 25.
Во многих физических приложениях важно значение выходного сигнала динами-

ческого объекта в конце переходного процесса, поэтому в качестве критерия точности
моделирования выбираем значения невязок между ∆ihet(ti) и ∆ih1mod

(ti) (∆ih2mod
(ti)) при

ti = T [
εj(t)

]
t=T

∆
=

1

B

B∑
β=1

|∆ihet(T )−∆ihjmod
(T )|

∆ihet(T )
100 %, j = 1, 2. (24)

Для сравнения эффективности применения моделей вида (21), (22) были найдены
значения ε1(T ), ε2(T ) по (24) с точностью δ = 10−4 для 1 ≤ ω ≤ 20, T = 30. Рисунок ил-
люстрирует результаты расчётов. Следует заметить, что области предпочтительности
использования того или иного алгоритма не являются универсальными, так как вы-
явлены на основе анализа результатов вычислительных экспериментов, проведённых
с использованием одной эталонной модели (20).

Вычисление откликов ∆ih1mod
(ti), ∆ih2mod

(ti) на заданное входное возмущение (23) при
0.0016 ≤ βD0 ≤ 0.0016B проведено по разностным аналогам (21), (22), ядра Вольтерры
в которых настроены на тестовые сигналы с амплитудами 0.032 ≤ |α|D0 ≤ 0.0016B, от
выбора которых существенно зависит точность моделирования исследуемого нелиней-
ного процесса. Естественно, что для обеспечения ε1(T ) ≡ ε2(T ) ≡ 0 % требуется согла-
сование амплитуд пробных сигналов с величиной действующих возмущений. Приведём



90 С.В. Солодуша

а б

Результаты вычислительных экспериментов для B = 35 (а), 30 (б), 25 (в)

значения невязок для наиболее “неприятных” входных сигналов из множества допу-
стимых. Было получено, что для B = 25 ε1(T ) ≤ 5.62 %, ε2(T ) ≤ 5.18 %, для B = 30
ε1(T ) ≤ 6.89 %, ε2(T ) ≤ 6.38 %, для B = 35 ε1(T ) ≤ 8.41 %, ε2(T ) ≤ 7.93 %.

3. Полиномиальные уравнения Вольтерры
в задаче автоматического управления

До сих пор центральной проблемой в работе было восстановление ядер Вольтерры
в (3), (22). Допустим, что с помощью того или иного подхода эта проблема решена.
В качестве следующего этапа математического моделирования можно рассмотреть ти-
пичную задачу автоматического управления динамическим объектом при отсутствии
обратной связи — нахождение входного сигнала x(t), которому соответствует задан-
ный отклик y(t). Продолжая исследование, начатое в [23], выберем в качестве управ-
ляющего воздействия сигнал x1(t) = ∆D(t). Для определённости входное возмущение
x2(t) = ∆Q(t), t ∈ [0, T ], считаем заданным и перепишем (22) в следующем виде:

t∫
0

K1(t, s)∆D(s)ds+

t∫
0

t∫
0

K̂11(s1, s2)∆D(t− s1)∆D(t− s2)ds1ds2+

+

t∫
0

t∫
0

K̂12(s1, s2)∆D(t− s1)∆Q(t− s2)ds1ds2 =
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= ∆i2mod(t)−
t∫

0

K2(t, s)∆Q(s)ds, t ∈ [0, T ]. (25)

При известных K1, K2, K̂11, K̂12 и y(t) = ∆i2mod(t) (25) является полиномиальным
интегральным уравнением относительно ∆D(t). При малом t численное решение (25)
заведомо существует [24]. Найдем его кубатурным методом средних прямоугольников.
Обоснование сходимости численного решения полиномиального уравнения Вольтерры I
рода второй степени, основанного на методе средних прямоугольников, дано в [25].

Введём сетку узлов ti = ih, ti− 1
2

=

(
i−

1

2

)
h, i = 1, n, nh = T . Аппроксимируем ин-

тегралы в (25) суммами. Для вычисления ∆D(t) в

(
i−

1

2

)
-м узле получим квадратное

уравнение относительно ∆Dh
i− 1

2

h2K̂11 1
2 ,

1
2

(
∆Dh

i− 1
2

)2

+

(
hK1

i− 1
2 , i−

1
2

+ 2h2

i∑
j=2

K̂11
j− 1

2 ,
1
2

∆Dh
i−j+ 1

2
+

+h2

i∑
l=1

K̂12 1
2 , l−

1
2

∆Qh
i−l+ 1

2

)
∆Dh

i− 1
2

= ∆ih2modi
− h

i∑
j=1

K2
i− 1

2 , j−
1
2

∆Qh
j− 1

2
− zi, (26)

где

zi = h
i−1∑
j=1

K1
i− 1

2 , j−
1
2

∆Dh
j− 1

2
+ h2

i∑
j=2

i∑
l=2

K̂11
j− 1

2 , l−
1
2

∆Dh
i−j+ 1

2
∆Dh

i−l+ 1
2
+

+h2

i∑
j=2

i∑
l=1

K̂12
j− 1

2 , l−
1
2

∆Dh
i−j+ 1

2
∆Qh

i−l+ 1
2
, i = 1, n.

Выбор нужного корня уравнения (26) определяется условием

∆Dh1
2
→ ∆D (0) =

∆i′2mod
(0)

K1 (0, 0)
при h→ 0. (27)

Интересующее нас численное решение уравнения (26) обозначим через ∆Dh2
(
ti− 1

2

)
.

Рассуждая по аналогии, рассмотрим вместо (21) уравнение

t∫
0

K̂1(s)∆D(t− s)ds+

t∫
0

t∫
0

K̂11(s1, s2)∆D(t− s1)∆D(t− s2)ds1ds2+

+

t∫
0

t∫
0

K̂12(s1, s2)∆D(t− s1)∆Q(t− s2)ds1ds2 =

= ∆i1mod(t)−
t∫

0

K̂2(s)∆Q(t− s)ds, t ∈ [0, T ], (28)
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Т а б л и ц а 1. Значения γ1max , при которых существует решение ∆Dh1 (ti), 0 ≤ ti ≤ T − h

|α|, %
T , с 40 45 50 55 60
30 54.98 55.56 56.68 58.43 61.00
35 53.86 54.55 55.82 57.77 60.63
40 53.12 53.89 55.27 57.37 60.45
45 52.59 53.43 54.90 57.10 60.32
50 52.22 53.11 54.63 56.93 60.26

Т а б л и ц а 2. Значения γ2max , при которых существует решение ∆Dh2 (ti), 0 ≤ ti ≤ T − h

|α|, %
T , с 40 45 50 55 60
30 55.59 56.12 57.17 58.83 61.28
35 54.25 54.98 56.12 58.00 60.76
40 53.38 54.13 55.47 57.51 60.50
45 52.78 53.60 55.03 57.20 60.36
50 52.35 53.23 54.73 56.99 60.28

где K̂1, K̂2, K̂11, K̂12, x2(t) = ∆Q(t) и y(t) = ∆i1mod(t) известны. Аппроксимируем (28)
методом средних прямоугольников и, используя условие типа (27), выполним построе-
ние ∆Dh1

(
ti− 1

2

)
(расчётная схема приведена в [23]).

Предположим, что допустимые входные возмущения ∆Q(t) = γQ0I(t), γ ≤ 0.75,
t ∈ [0, T ]. Вычисление управляющих сигналов ∆Dh1

(
ti− 1

2

)
, ∆Dh2

(
ti− 1

2

)
, обеспечиваю-

щих отклики системы ∆ih1modi
= 0, ∆ih2modi

= 0 соответственно, проводилось с помощью
уравнений (28), (25), ядра Вольтерры в которых были настроены на тестовые сигналы
с амплитудами |α|D0 ≤ 0.096 (кг/с) и |α|Q0 ≤ 60 (кВт). В табл. 1, 2 приведены неко-
торые результаты вычислительных экспериментов для i0 = 434 (кДж/кг), h = 1 (c),
T = 30÷ 50 (c).

Основная специфика рассматриваемых полиномиальных уравнений Вольтерры I ро-
да (25), (28), как и в скалярном случае, связана с локальностью области существова-
ния вещественных непрерывных решений. При вычислении сеточных аппроксимаций
∆D1(t), ∆D2(t), 0 ≤ t ≤ T , получено, что специфика (28), (25) проявляется при воз-
мущающих воздействиях ∆Q(t) c γ ≥ γ1max и γ ≥ γ2max (см. табл. 1, 2), что означает
возможную потерю управляемости изучаемого процесса теплообмена. Вычислительные
эксперименты показали, что на γ1max , γ2max влияет выбор α, используемых для восста-
новления ядер Вольтерры. Кроме того, из таблиц 1, 2 видно, что при фиксированных
значениях T и α имеет место неравенство γ1max < γ2max .

Таким образом, в работе теоретически обоснованы необходимые условия существова-
ния K̂νµ, µ = 2, p, ν = 1, µ− 1, в классе непрерывных на квадрате Ω2 несимметричных
функций. Данный результат получен в терминах амплитуд тестовых сигналов, что в
сочетании с серией специальных экстремальных постановок [17] позволит в дальнейшем
снять произвол в выборе амплитуд при построении интегральных моделей динамики
теплообмена. Рассмотрен алгоритм численного решения полиномиального интегрально-
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го уравнения Вольтерры I рода второй степени, возникающего в задаче автоматическо-
го регулирования нелинейной динамической системы. Приведены результаты тестовых
расчётов для эталонной модели теплообмена. Вычислительные эксперименты проводи-
лись с помощью авторского программного обеспечения [18, 26].
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