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Проведено сопоставление численных моделей динамики безымпульсного тур-
булентного следа за телом вращения в линейно стратифицированной среде: моде-
ли, основанной на прямом численном интегрировании уравнений Навье—Стокса
в приближении Обербека—Буссинеска, и математических моделей, построенных
с применением двух полуэмпирических моделей турбулентности, в том числе мо-
дели турбулентности третьего порядка. Результаты расчётов согласуются с извест-
ными экспериментальными данными.
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Введение

Интересным примером пространственного свободного турбулентного течения является
турбулентный след за телом вращения в устойчиво стратифицированной среде. Тече-
ние, возникающее в турбулентном следе за телом, движущимся в стратифицированной
жидкости, весьма своеобразно. При сравнительно слабой стратификации турбулентный
след вначале развивается почти так же, как в однородной жидкости, и расширяется сим-
метрично. Однако турбулентной диффузии в вертикальном направлении препятствуют
архимедовы силы, поэтому на больших расстояниях от тела след приобретает сплющен-
ную форму и наконец совсем перестает расти в вертикальном направлении. Поскольку
вследствие турбулентного перемешивания плотность жидкости в пределах следа рас-
пределена более равномерно, чем вне его, архимедовы силы стремятся восстановить
прежнее состояние устойчивой стратификации. В результате в плоскости, перпендику-
лярной оси следа, возникают конвективные течения, приводящие к интенсивной гене-
рации внутренних волн в окружающей жидкости. Турбулентные следы и генерируемые
ими внутренние волны, будучи подробно изученными в лабораторных экспериментах,
представляют интерес как тест для проверки работоспособности математических мо-
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делей. Весьма важная роль следоподобным течениям отводится в задачах гидрофизи-
ки [1], биологии и биофизики океана [2, 3].

Турбулентные следы за телами в стратифицированной жидкости рассматривались
в целом ряде работ. Экспериментальное исследование турбулентного следа за самодви-
жущимся телом в линейно стратифицированной среде проведено Шули и Стюартом [4].
Продемонстрировано явление коллапса и генерации внутренних волн. Выполнены неко-
торые теоретические оценки внутренних волн и их проявления на свободной поверхно-
сти. Метод голографической интерферометрии для визуализации следов в стратифици-
рованной жидкости развит Витте [5]. Меррит [6] экспериментально изучал явление кол-
лапса безымпульсного следа в линейно стратифицированной среде. Он также выполнил
соответствующий масштабный анализ. Смысл исследования заключается в получении
данных, которые могут быть использованы для предсказания эффекта стратификации
в развитии безымпульсного следа. В экспериментальных исследованиях безымпульсный
турбулентный след в устойчиво стратифицированной среде моделировался осциллиру-
ющей решеткой. Путём использования степенных законов и теоретического анализа
коллапса следа установлена связь расширения (роста) следа до и после коллапса и рас-
стояния, при котором наступает коллапс. Для предсказания размеров следа установле-
ны масштабные соотношения, основанные на применении плотностного числа Фруда.
Получены две универсальные кривые для оценки горизонтального и вертикального раз-
меров турбулентного следа в стратифицированной жидкости.

Детальное экспериментальное исследование характеристик турбулентности в сле-
дах за телами, движущимися в линейно стратифицированной среде, выполнено Линем
и Пао [7] (см. также некоторые результаты лабораторных экспериментов Линя и Пао
в статье Хессида [8]). Они наблюдали, в частности, анизотропное вырождение интенсив-
ностей турбулентных флуктуаций горизонтальной и вертикальной компонент скорости.
Насколько известно авторам настоящей работы, эти экспериментальные данные явля-
ются наиболее полными по вырождению турбулентных следов за самодвижущимися
телами в линейно стратифицированной среде. Гильреас и Брандт [9] провели экспе-
риментальное исследование внутренних волн, генерируемых самодвижущимся телом
в стратифицированной жидкости. Рассмотрены два профиля плотности окружающей
тело жидкости. В одном из них характерный вертикальный масштаб изменения плотно-
сти больше диаметра тела, в другом этот масштаб существенно меньше диаметра тела.
Представлены теоретические оценки характеристик внутренних волн, включая волны,
индуцируемые коллапсом турбулентного следа в стратифицированных жидкостях.

Серия работ Сысоевой и Чашечкина [10], Хопфингера и др. [11], Линя и др. [12],
Чомаза и др. [13], Боннетона и др. [14], Шишкиной [15], Чашечкина [16], Спеддин-
га [17] посвящена изучению течения, возникающего при движении буксируемой сферы
в линейно стратифицированной жидкости. Исследуются различные режимы течения
в зависимости от значений чисел Рейнольдса и Фруда как в ближнем, так и в даль-
них следах. Рассматриваются турбулентность и внутренние волны. Анализ экспери-
ментальных данных по генерации турбулентных следов за телами в линейно стратифи-
цированной жидкости и теоретические оценки параметров внутренних волн выполнены
Чашечкиным [16] и Вуазеном [18]. Теоретическое исследование начальной стадии ди-
намики турбулентного следа в линейно стратифицированной жидкости с применением
разработанной алгебраической модели рейнольдсовых напряжений и потоков проведе-
но Онуфриевым [19]. Численное моделирование турбулентного следа за самодвижу-
щимся телом в линейно стратифицированной среде и внутренних волн, генерируемых
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коллапсом следа, для небольших расстояний от тела с применением модели локально
равновесного приближения выполнено Левелленом и др. [20]. Представлены типичные
распределения энергии турбулентности (в виде линий равной энергии) и картина вто-
ричного течения в виде линий тока для двух моментов времени t после инициализации
следа. Рассчитанный вертикальный размер турбулентного следа хорошо согласуется
с экспериментальными данными Линя и Пао.

Хессид [8] провел численное исследование динамики турбулентных следов за бук-
сируемым и самодвижущимся телами в линейно стратифицированной среде. Исполь-
зовалась модифицированная модель локально равновесного приближения, включаю-
щая уравнения переноса энергии турбулентности и скорости её диссипации. Получено
удовлетворительное согласие с экспериментальными данными Линя и Пао [7, 8] по из-
менению характерных размеров следа, дефекта продольной компоненты осреднённой
скорости и энергии турбулентности на оси следа в зависимости от расстояния от те-
ла как в однородной, так и в стратифицированной жидкости (для одного из значений
плотностного числа Фруда). Однако, как было корректно замечено Шетцем [21], эф-
фект стратификации в случае самодвижущегося тела при этом оказался завышенным
в сравнении с экспериментально наблюдаемым Линем и Пао [7, 8]. Численное моде-
лирование турбулентного следа за буксируемым телом с применением разработанного
неявного варианта метода расщепления по физическим процессам для расчёта страти-
фицированных течений проведено Даниленко и др. [22]. Работа Черных и др. [23] посвя-
щена численному моделированию турбулентного следа за буксируемым телом в линейно
стратифицированной среде. Были построены упрощённые модели дальнего турбулент-
ного следа и генерируемых им внутренних волн. Роль начальной закрутки в эволюции
безымпульсного турбулентного следа в линейно стратифицированной среде оценива-
лась в работе Глушко и др. [24]. Выполненный в работах [23, 24] численный анализ
основан на математической модели локально-равновесного приближения, аналогичной
описанной в [8].

Многие исследователи (см., например, [25–29]) изучали турбулентный след с приме-
нением плоской схематизированной модели. Рассматривалась плоская нестационарная
задача о динамике локализованной области турбулентных возмущений в линейно стра-
тифицированной жидкости. Работы Шули [25], Трохана и Чашечкина [26] посвящены
экспериментальным исследованиям. Васильев и др. [27], Лыткин и Черных [28], Во-
ропаева и др. [29] выполнили численное моделирование течения с применением ряда
полуэмпирических моделей турбулентности. В частности, в [27] продемонстрирована
связь генерации внутренних волн турбулентным следом с формированием конвектив-
ных вихрей противоположной направленности. Последнее приводит к появлению новых
гребней и впадин внутренних волн и их перемещению вдоль горизонтальной оси в плос-
кости, ортогональной направлению движения тела.

Основанный на применении иерархии полуэмпирических моделей турбулентности
второго порядка детальный численный анализ динамики безымпульсного следа в ли-
нейно стратифицированной среде осуществлен Черных и Воропаевой [30]. Показано,
в частности, что удовлетворительное описание наблюдающегося в экспериментальных
исследованиях [7] анизотропного вырождения турбулентности в дальнем следе может
быть получено лишь с применением математической модели, включающей в себя диф-
ференциальные уравнения переноса нормальных компонент тензора рейнольдсовых на-
пряжений. Дано численное обоснование применимости вышеупомянутой схематизиро-
ванной плоской модели турбулентного следа для линейно стратифицированной среды.
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Подробное сопоставление турбулентных следов за буксируемым и самодвижущимся
телами в линейно стратифицированной среде проведено Воропаевой и др. [31, 32], Мош-
киным и др. [33], Черных и др. [34]. Применялась иерархия полуэмпирических моделей
турбулентности. Показано, что турбулентный след за буксируемым телом как в ли-
нейно стратифицированной жидкости, так и в пикноклине генерирует внутренние вол-
ны существенно большей амплитуды. Дана физическая интерпретация полученного ре-
зультата. Получено также, что след за буксируемым телом характеризуется бо́льшими
геометрическими размерами и возмущениями дефекта давления, связанными с наличи-
ем порождения турбулентных возмущений за счёт градиентов продольной осреднённой
компоненты скорости в случае буксируемого тела. Роль малого суммарного избыточно-
го импульса при эволюции турбулентного следа в линейно стратифицированной среде
оценивалась в модельной постановке Мошкиным и др. [35], Черных и др. [36]. Показано,
что на рассмотренном интервале эволюции турбулентных следов (порядка десяти пери-
одов плавучести) основное влияние малый суммарный избыточный импульс оказывает
на поведение дефекта продольной компоненты скорости.

Математические модели безымпульсного турбулентного следа с применением диф-
ференциальных уравнений переноса одноточечных корреляционных моментов третьего
порядка поля скорости построены в [37–40]. Наиболее полной является работа Воропае-
вой [39]. Показано, что адекватное описание анизотропии вырождения безымпульсного
турбулентного следа в линейно стратифицированной среде удается получить лишь на
основе математической модели, учитывающей вклад кумулянтов четвертого порядка
и модифицированные алгебраические аппроксимации совместных тройных корреляций
турбулентных флуктуаций полей скорости и плотности.

В последние годы детальному теоретическому, численному и экспериментальному
анализу подвергаются турбулентные следы на очень больших расстояниях от букси-
руемых тел [41–51]. Спеддинг [41, 43] провел экспериментальное исследование анизо-
тропии характеристик турбулентности в следах в стратифицированной жидкости. При
численном анализе применяется как прямое численное моделирование на основе урав-
нений Навье—Стокса (DNS) (Гоурлей и др. [42], Дружинин и др. [47, 48]), так и метод
крупных вихрей (Домермус и др. [44]). Построена упрощенная квазилинейная модель
следа за буксируемым телом при больших значениях чисел Рейнольдса и Фруда и на
очень больших расстояниях от него (Баландина и др. [45]). Модель основана на пред-
положении о том, что основной механизм развития следа — неустойчивость. В квази-
линейном приближении рассматривается эволюция наиболее неустойчивой “изгибной”
моды возмущений спутного струйного течения. В работе Меньюэра и Спеддинга [46]
представлены результаты экспериментальных исследований следов за плохообтекаемы-
ми телами в линейно стратифицированной среде в зависимости от соотношения силы
сопротивления и силы тяги. Даны теоретические оценки.

Процесс излучения внутренних волн турбулентным следом в линейно стратифици-
рованной жидкости исследовался в [47] с помощью метода прямого численного моде-
лирования. Результаты показывают, что на временах Nt < 30 (где N — частота пла-
вучести) происходит коллапс вертикальных пульсаций скорости, сопровождающийся
излучением внутренних волн c характерной длиной волны, близкой к длине волны спи-
ральной моды неустойчивости струйного течения в следе. Амплитуда внутренних волн
уменьшается с увеличением глобального числа Ричардсона и удовлетворительно описы-
вается асимптотикой, следующей из линейной теории для импульсного источника. Ки-
нематика внутренних волн в численном моделировании также согласуется с выводами
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линейной теории для импульсного источника, а их параметры в численном моделиро-
вании хорошо согласуются с параметрами “когерентных” внутренних волн, излучаемых
стратифицированным следом в лабораторном эксперименте [11]. На больших временах
(Nt ≥ 60) излучение внутренних волн прекращается и происходит формирование круп-
номасштабных плоских вихрей, расположенных в горизонтальной плоскости в окрест-
ности оси следа. Вариации плотности жидкости на этой стадии обусловлены наличием
локальных минимумов давления и квазигидростатическим балансом в центрах вихрей.

Основанный на прямом численном моделировании сопоставительный анализ турбу-
лентных следов за самодвижущимся и буксируемым телами в линейно стратифициро-
ванной среде выполнен Брукером и Саркаром [49]. Влияние числа Прандтля на дина-
мику турбулентного следа за буксируемым телом в линейно стратифицированной среде
оценивалось на основе DNS Стадлером и др. [50]. Показано, что результаты расчётов,
соответствующие значению Pr = 1, могут служить разумной аппроксимацией парамет-
ров следа при Pr = 7. Последнее позволяет существенно экономить вычислительные
ресурсы. Стадлер и Саркар [51] выполнили также прямое численное моделирование
динамики турбулентных следов с малым и умеренным суммарным избыточным им-
пульсом. Показано, в частности, что для рассмотренного интервала расстояний от тела
качественное поведение турбулентных следов при этом аналогично поведению следов за
самодвижущимися телами. Продемонстрирована неприменимость простейших гипотез
турбулентной вязкости при вычислении касательных рейнольдсовых напряжений.

Подробный обзор современного состояния вопроса о моделировании турбулентных
следов за телами, движущимися в однородной и стратифицированной жидкостях, осу-
ществлен Меньюэром и Спеддингом [46], Стадлером и Саркаром [51]. Представленный
в настоящей статье обзор не претендует на полноту; более подробный список публика-
ций приведён в вышеупомянутых работах.

Анализируя цитированную литературу, можно сделать вывод об отсутствии сопо-
ставления двух существенно различающихся подходов к численному моделированию
безымпульсного турбулентного следа в линейно стратифицированной среде: подхода
на основе метода прямого численного моделирования и подхода с применением усовер-
шенствованных полуэмпирических моделей турбулентности второго и третьего поряд-
ка. Рассмотрению этого вопроса посвящена настоящая работа.

1. Математическая модель, основанная на полуэмпирической
модели турбулентности

Для описания течения в дальнем турбулентном следе за телом вращения в страти-
фицированной среде привлекается параболизованная система осреднённых уравнений
Навье—Стокса в приближении Обербека—Буссинеска:

U∞
∂Ud
∂x

+ V
∂Ud
∂y

+W
∂Ud
∂z

=
∂

∂y
〈u′v′〉+

∂

∂z
〈u′w′〉 , (1)

U∞
∂V

∂x
+ V

∂V

∂y
+W

∂V

∂z
= − 1

ρ0

∂ 〈p1〉
∂y

− ∂

∂y
〈v′2〉 − ∂

∂z
〈v′w′〉 , (2)

U∞
∂W

∂x
+ V

∂W

∂y
+W

∂W

∂z
= − 1

ρ0

∂ 〈p1〉
∂z

− ∂

∂y
〈v′w′〉 − ∂

∂z
〈w′2〉 − g 〈ρ1〉

ρ0
, (3)
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U∞
∂ 〈ρ1〉
∂x

+ V
∂ 〈ρ1〉
∂y

+W
∂ 〈ρ1〉
∂z

+W
dρs
dz

= − ∂

∂y
〈v′ρ′〉 − ∂

∂z
〈w′ρ′〉 , (4)

∂V

∂y
+
∂W

∂z
= 0. (5)

При выводе уравнений (1)–(5) исходим из представления мгновенных компонент ско-
рости в виде суммы осреднённых Ui и пульсационных u′i составляющих: ui = Ui + u′i.
Аналогично полагаем p = 〈p〉 + p′, ρ = 〈ρ〉 + ρ′ (здесь и всюду ниже штрихом обо-
значены пульсационные составляющие; угловые скобки 〈 〉 — знак осреднения). Для
удобства изложения дополнительно вводятся обозначения компонент скорости осред-
нённого и пульсационного движения в направлении осей x = x1, y = x2, z = x3 соот-
ветственно: U = U1, V = U2, W = U3 и u′ = u′1, v′ = u′2, w′ = u′3 (координатная система
связана с движущимся телом так, что скорость его движения равна −U∞, ось z на-
правлена вертикально вверх, против силы тяжести). Величина Ud = U∞ − U — дефект
осреднённой продольной компоненты скорости; p1 — отклонение давления от гидро-
статического, обусловленного стратификацией ρs; g — ускорение силы тяжести; 〈ρ1〉 —
осреднённый дефект плотности, ρ1 = ρ − ρs; ρs = ρs(z) — плотность невозмущённой
жидкости: dρs/dz ≤ 0 (устойчивая стратификация), ρ0 = ρs(0). Плотность жидкости
считается линейной функцией температуры; стратификация предполагается линейной
и слабой. Члены с молекулярной вязкостью и диффузией в уравнениях (1)–(4) и вели-
чина ∂U/∂x в уравнении (5) отброшены в предположении малости.

Система уравнений (1)–(5) незамкнута. Исходя из специфики течения в следе вели-
чины рейнольдсовых напряжений 〈u′v′〉 и 〈u′w′〉 представляются в виде алгебраических
соотношений [30]

〈u′v′〉 =
1− c2
c1

e
〈
v′2
〉

ε

∂Ud
∂y

= Ky
∂Ud
∂y

,

〈u′w′〉 =

(1− c2)e
〈
w′2
〉
− (1− c3)(1− c2T )

c1T

g

ρ0

e2

ε
〈w′ρ′〉

c1ε

(
1− (1− c3)

c1c1T

g

ρ0

e2

ε2
∂ 〈ρ〉
∂z

) ∂Ud
∂z

= Kz
∂Ud
∂z

.

Компоненты тензора рейнольдсовых напряжений определяются путём решения диф-
ференциальных уравнений переноса [52] (i = j = 1, 2, 3; i = 2, j = 3; здесь и ниже по
повторяющимся индексам предполагается суммирование, δij — символ Кронекера)

U∞
∂
〈
u′iu
′
j

〉
∂x

+ V
∂
〈
u′iu
′
j

〉
∂y

+W
∂
〈
u′iu
′
j

〉
∂z

= Dij + Pij +Gij −
2

3
δijε−

−c1
ε

e

(〈
u′iu
′
j

〉
− 2

3
δije

)
− c2

(
Pij −

2

3
δijP

)
− c2

(
Gij −

2

3
δijG

)
,

Dij = − ∂

∂xl

〈
u′lu
′
iu
′
j

〉
− 1

ρ0

{
∂ 〈u′ip′〉
∂xj

+
∂
〈
u′jp
′〉

∂xi

}
≈ − ∂

∂xl

〈
u′lu
′
iu
′
j

〉
,

Pij = −
{
〈u′iu′k〉

∂Uj
∂xk

+
〈
u′ju

′
k

〉 ∂Ui
∂xk

}
, 2P = Pii,

Gij =
1

ρ0
(〈u′iρ′〉 gj +

〈
u′jρ

′〉 gi), 2G = Gii, i, j, k = 1, 2, 3,
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e = (〈u′2〉+ 〈v′2〉+ 〈w′2〉)/2, g = (0, 0,−g). (6)

Для определения
〈
u′iu
′
ju
′
k

〉
воспользуемся уравнением переноса (см., например, [53];

l = 2, 3)

U∞
∂
〈
u′iu
′
ju
′
k

〉
∂x

+ V
∂
〈
u′iu
′
ju
′
k

〉
∂y

+W
∂
〈
u′iu
′
ju
′
k

〉
∂z

= −∂Cijkl
∂xl

−
〈
u′iu
′
ju
′
l

〉 ∂Uk
∂xl
−

−
〈
u′ju

′
ku
′
l

〉 ∂Ui
∂xl
− 〈u′iu′ku′l〉

∂Uj
∂xl
−
〈
u′iu
′
j

〉 ∂ 〈u′ku′l〉
∂xl

−
〈
u′ju

′
k

〉 ∂ 〈u′iu′l〉
∂xl

−

−〈u′iu′k〉
∂
〈
u′ju

′
l

〉
∂xl

+
gi
ρ0

〈
u′ju

′
kρ
′〉+

gj
ρ0
〈u′iu′kρ′〉+

gk
ρ0

〈
u′iu
′
jρ
′〉− c3 ε

e

〈
u′iu
′
ju
′
k

〉
, (7)

где Cijkl — кумулянты (семиинварианты) четвертого порядка:

Cijkl = 〈u′iu′ju′ku′l〉 − 〈u′iu′j〉〈u′ku′l〉 − 〈u′iu′k〉〈u′ju′l〉 − 〈u′iu′l〉〈u′ju′k〉.

При определении Cijkl исходим из алгебраической модели [53]:

Cijkl = − e

c4ε

{
〈u′iu′ku′m〉

∂
〈
u′ju

′
l

〉
∂xm

+
〈
u′ju

′
lu
′
m

〉 ∂ 〈u′iu′k〉
∂xm

+

+
∑
ijkl

[
Cijkm

∂Ul
∂xm

+ Cijkθ
gm
ρ0
δml +

〈
u′iu
′
ju
′
m

〉 ∂ 〈u′ku′l〉
∂xm

+ 〈u′iu′m〉
∂
〈
u′ju

′
ku
′
l

〉
∂xm

]}
. (8)

Воспользуемся также простейшим представлением Cijkθ, вытекающим из алгебраи-
ческой модели [53]:

Cijkθ =
e

c4θε
Cijkl

∂ 〈ρ〉
∂xl

.

Тогда из (8) следуют упрощённые с учётом физических особенностей рассматриваемого
течения — спутного струйного турбулентного течения в поле силы тяжести на больших
расстояниях от тела — градиентные представления кумулянтов:

Cijkl = − e

c4ε

α 〈u′lu′l〉(
1− β

c4c4θ

g

ρ0

e2

ε2
∂ 〈ρ〉
∂z

) ∂ 〈u′iu′ju′k〉
∂xl

,

α = 1 + δil + δjl + δkl, β = δ3i + δ3j + δ3k + δ3l.

Для определения
〈
u′iu
′
jρ
′〉 используется усовершенствованное алгебраическое представ-

ление, полученное в [53] как следствие уравнения переноса этой величины

−
〈
u′iu
′
jρ
′〉 =

〈
u′iu
′
jρ
′〉0 − e

c3θε

[
∂ 〈ρ〉
∂z

〈
u′iu
′
ju
′
k

〉
δk3 + Φ

g

ρ0

(〈
u′iρ
′2〉0 +

〈
u′jρ

′2〉0)]
1−

(
Φ + 1

c3c3θ
+

2Φ

c3θc3θθ

)
g

ρ0

e2

ε2
∂ 〈ρ〉
∂z

с применением общепринятых аппроксимаций [54]

−〈u′iu′jρ′〉0 ≈ csϕ
e

ε

(〈
u′ju

′
j

〉 ∂ 〈u′iρ′〉
∂xj

+ 〈u′iu′i〉
∂
〈
u′jρ

′〉
∂xi

)
,
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−
〈
u′i ρ

′2
〉0

= cϕ
e

ε
〈u′iu′l〉

∂
〈
ρ′2
〉

∂xl
≈ cϕ

e

ε
〈u′iu′i〉

∂
〈
ρ′2
〉

∂xi
, Φ = δi3 + δj3.

Скорость диссипации ε вычисляется путём решения дифференциального уравнения

U∞
∂ε

∂x
+ V

∂ε

∂y
+W

∂ε

∂z
=

=
∂

∂y

cs
σ

e

ε
〈v′2〉∂ε

∂y
+

∂

∂z

cs
σ

e

ε
〈w′2〉∂ε

∂z
+ cε1

ε

e
(P +G)− cε2

ε2

e
. (9)

Турбулентные потоки 〈u′iρ′〉 и дисперсия флуктуаций плотности 〈ρ′2〉 определяются ис-
ходя из локально-равновесных представлений [30, 54, 55]:

〈ρ′2〉 = − 2

cT

e

ε
〈w′ρ′〉∂〈ρ〉

∂z
,

−〈u′ρ′〉 =
1

c1T

e

ε

[
〈u′w′〉 ∂ 〈ρ〉

∂z
+ (1− c2T ) 〈w′ρ′〉 ∂U

∂z

]
,

−〈v′ρ′〉 =
1

c1T

e

ε
〈v′2〉∂ 〈ρ〉

∂y
= Kρy

∂ 〈ρ〉
∂y

,

−〈w′ρ′〉 =
e
〈
w′2
〉

c1T ε

(
1− 2

1− c2T
c1T cT

g

ρ0

e2

ε2
∂ 〈ρ〉
∂z

) ∂ 〈ρ〉
∂z

= Kρz
∂ 〈ρ〉
∂z

.

Значения эмпирических постоянных в данной модели являются в достаточной мере об-
щепринятыми [52, 53]: cs = 0.25, c1 = 2.2, c2 = 0.55, cε = cs/σ, σ = 1.3, cε1 = 1.44,
cε2 = 1.92; cϕ = 0.11, csϕ = 0.13, c3θ = 1/csϕ, c3θθ = 1/cϕ, c4θ = 2c3θ − 1, cT = 1.25,
c1T = 3.2, c2T = 0.5, c4 = 2c3 − 1. Фигурирующие в усовершенствованных алгебраиче-
ских аппроксимациях и уравнениях переноса моментов третьего порядка эмпирические
постоянные c3 (значения c3 могут изменяться в диапазоне от 1/cs до 3/cs [39, 53]), c3θ
и c3θθ определяются из тех соображений, что локально-равновесное усечение уравнений
переноса соответствующих моментов третьего порядка должно привести к алгебраиче-
скому представлению, согласованному с общепринятыми гипотезами [39].

Маршевая переменная x в уравнениях (1)–(4), (6), (7), (9) играет роль времени:
t = x/U∞. На расстоянии x0 = 8D от тела задаются начальные условия, согласующиеся
с экспериментальными данными Линя и Пао об эволюции безымпульсного турбулент-
ного следа в однородной жидкости [7, 8].

При численном решении задачи проводится обезразмеривание переменных с исполь-
зованием в качестве масштабов длины и скорости соответственно диаметра тела D
и скорости набегающего потока U∞. Тогда характерные параметры течения в безым-
пульсном следе в стратифицированной среде — плотностное число Фруда FD и период
Вяйсяля—Брента T — определяются следующим образом:

FD =
U∞T

D
, T =

2π
√
ag
, a = − 1

ρ0

dρs
dz

.

Конечно-разностный алгоритм расчёта основан на применении метода расщепления по
пространственным переменным; его подробное изложение дано в [30].
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2. Математическая модель, основанная на методе
прямого численного моделирования

Рассматривается участок следа протяженностью Lx по горизонтальной оси x (оси дви-
жения тела), достаточно большой (по сравнению, например, с размером энергонесущих
вихрей), чтобы с помощью пространственного осреднения по x получить статистически
достоверные характеристики течения. С другой стороны, Lx предполагается достаточ-
но малой, чтобы можно было пренебречь зависимостью средних характеристик от х на
данном участке следа и рассматривать течение как периодическое по x. Таким образом,
поле течения в численном моделировании в данный момент времени t соответствует
участку следа протяженностью Lx, находящемуся на расстоянии x = U∞t.

Уравнения Навье—Стокса в приближении Буссинеска и условие несжимаемости
жидкости записываются в обезразмеренных переменных в виде

∂ui
∂t

+ uj
∂ui
∂xj

= −∂p1
∂xi

+
1

Re

∂2ui
∂xj∂xj

− 4π2

FD
2 δizρ1, (10)

∂uj
∂xj

= 0. (11)

Уравнение переноса плотности жидкости имеет вид

∂ρ1
∂t

+ uj
∂ρ1
∂xj
− uz =

1

Re Pr

∂2ρ1
∂xj∂xj

. (12)

В уравнениях (10) — (12), как и ранее, ui, p1, ρ1 — мгновенные значения компонент
поля скорости, дефектов давления и плотности; все переменные обезразмерены норми-
ровкой на характерные значения скорости U∞ и диаметра D. Числа Рейнольдса Re и
Прандтля Pr определяются следующим образом:

Re =
U∞D

ν
, Pr =

ν

κ
, (13)

где ν — кинематическая вязкость жидкости, κ — коэффициент диффузии вещества,
создавшего градиент плотности.

Число Рейнольдса полагается равным Re = 20 000. Это значение того же поряд-
ка, что и характерное число Рейнольдса среднего течения O(104), соответствующее
дальнему следу в лабораторных экспериментах Линя и Пао [7, 8]. Рассматриваются
три значения числа Фруда FD = 31, 65 и 120. Число Прандтля Pr полагается равным
единице. Данные численного моделирования дальнего следа [50] показывают, что при
задании Pr = 7 (требующего значительно больших ресурсов памяти и быстродействия
ЭВМ), соответствующего температурной стратификации воды, получаются практиче-
ски такие же результаты для средних и мгновенных полей скорости и завихренности
в следе, что и при Pr = 1, и делается вывод, что выбор Pr = 1 является адекватным
для моделирования течения в дальнем следе.

Для того чтобы производить вычисления в области, ограниченной по вертикальной
координате, и обеспечить необходимое разрешение поля течения, используется отобра-
жение по z в виде [48, 56]

ξ = tanh
z

9
. (14)
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Из (14) находим

z = 4.5 ln

(
1 + ξ

1− ξ

)
, (15)

так что −1 ≤ ξ ≤ 1 при −∞ < z < ∞. Производные по z в уравнениях (10)–(12)
записываются в виде

∂

∂z
=

(
1− ξ2

9

)
∂

∂ξ
. (16)

Уравнения (10)–(12) дискретизируются в прямоугольной области с размерами 0≤x′≤
48, −9 ≤ y ≤ 9 и −1 ≤ ξ ≤ 1 с помощью метода конечных разностей второго порядка
точности на однородной разнесенной (“шахматной”) сетке, состоящей из 640× 240× 240
узлов в x-, y- и ζ(z)-направлениях соответственно [48, 56–58]. Интегрирование осуществ-
ляется с использованием метода Адамса—Башфорта второго порядка точности с шагом
по времени ∆t = 0.0075. По оси x рассматривается периодическое граничное условие.
В поперечном (y) и вертикальном (z) направлениях (при y = ±9 и ξ = ±1) ставятся
условия Неймана. Используется метод расщепления [57, 58], и уравнение Пуассона для
дефекта давления решается с помощью FFT преобразования Фурье по координате x,
косинус-преобразования по координате y и метода Гаусса по координате z [56, 57].

Результаты численного моделирования [42, 47] показывают, что внутренние волны,
излучаемые струей, распространяются от оси струи к границам области счёта в попе-
речном и вертикальном направлениях. Чтобы обеспечить поглощение внутренних волн
на границах области счёта, используется метод, применённый в [49]. При этом в правые
части уравнений (10) и (12) для компонент скорости ui (i = 1, 2, 3) и плотности ρ добав-
ляются слагаемые [−F (y, z)ui] и [−F (y, z)ρ], где функция F (y, z) обращается в ноль при
|y| < 8, |z| < 8 и равна единице в остальной области счёта. Таким образом, достигается
затухание внутренних волн, распространяющихся к границам, и влиянием отражённых
волн можно пренебречь [49].

Основная задача при задании начального распределения скорости состоит в том,
чтобы обеспечить хорошее качественное и количественное согласие с данными лабо-
раторных экспериментов [7, 8]. В настоящей работе эта задача решается следующим
образом. Рассматривается струйное течение в жидкости с исходным распределением
скорости в виде

ui(x, y, z, t0) =
(
1− A(y2 + z2)

)
exp

(
−A[y2 + z2]

) (
Um
∞δix + U f

0 U
f
i (x, y, z)

)
, (17)

где y и z — поперечная и вертикальная координата соответственно, Um
∞ и А — па-

раметры, определяющие исходную амплитуду осевой скорости и ширину следа, U f
0 —

амплитуда флуктуаций. Исходное поле возмущения скорости U f
i (i = 1, 2, 3) задает-

ся в виде суммы независимых фурье-гармоник со случайными фазами и изотропным
амплитудным спектром в виде

E(k) = E0
k

kp
exp

(
− k

kp

)
, (18)

где параметр kp определяет положение максимума энергии, E0 — нормировочный мно-
житель такой, что максимальное значение поля U f

i равно единице. Таким образом,
исходное распределение поля скорости определяется видом функции (18) и четырьмя
параметрами: А, kp, Um

∞ и U f
∞. Эти параметры определяются подбором так, чтобы по
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истечении переходных процессов к некоторому моменту времени t0 осреднённые харак-
теристики следа (осевые значения скорости и флуктуаций) и ширина и высота следа хо-
рошо согласовывались с экспериментальными данными на расстоянии от тела x/D = 6
[7, 8]. Оказалось, что для всех рассмотренных значений числа Фруда можно задавать
одни и те же параметры: A = 20, Um

∞ = 0.4, kp = 1 и U f
∞ = 0.008, при которых хорошее

согласие с экспериментом достигается на расстоянии от тела x/D = 6.5. Для опреде-
ления статистических характеристик течения в численном моделировании в данный
момент времени t, соответствующий расстоянию до тела

x/D = U∞t/D = (t/T )FD, (19)

вычисляются средние поля скорости и плотности с помощью осреднения по горизон-
тальной координате в виде

Ui(y, z, t) =
1

Lx

Lx∫
0

ui(x
′, y, z, t)dx′, 〈ρ1(y, z, t)〉 =

1

Lx

Lx∫
0

ρ1(x
′, y, z, t)dx′,

где i = 1, 2, 3, Lx = 48. Вычисляются также поля интенсивностей турбулентных флук-
туаций скорости и плотности в виде

u′i(y, z, t) =
〈
u2i − U2

i

〉1/2
, ρ′(y, z, t) =

〈
ρ21 − 〈ρ1〉

2〉1/2 .
По профилям горизонтальной компоненты средней скорости и флуктуаций в данный
момент времени t определяются средняя скорость и амплитуды флуктуаций на оси
следа.

3. Результаты сопоставления моделей

Динамика безымпульсного турбулентного следа в линейно стратифицированной среде
иллюстрируется рисунками 1–4, где сопоставляются данные лабораторных эксперимен-
тов Линя и Пао [7, 8] и результаты численных расчётов на основе представленных выше
моделей. На рис. 1 приведено изменение в зависимости от расстояния от тела обезраз-
меренных осевых значений энергии турбулентности e0(x) = e(x, 0, 0)/U2

∞ и дефекта
продольной компоненты осреднённой скорости Ud0(x) = Ud(x, 0, 0)/U∞ соответствен-
но. Здесь маркерами помечены данные лабораторных измерений Линя и Пао (см. [8]),
линиями — результаты численных расчётов. Согласие с данными лабораторных измере-
ний при использовании двух различных подходов к моделированию турбулентности —
полуэмпирической модели третьего порядка и DNS — достаточно хорошее.

На рис. 2 представлено изменение во времени осевых значений интенсивностей тур-
булентных флуктуаций продольной и вертикальной компонент скорости

u0 =
(

FD
3/2
〈
u′

2
(t, 0, 0)

〉/
U2
∞

)1/2
, w0 =

(
FD

3/2
〈
w′

2
(t, 0, 0)

〉/
U2
∞

)1/2
, t0 = 2/FD.

Результаты расчётов по представленной математической модели третьего порядка (кри-
вые 1) достаточно хорошо согласуются с экспериментальными данными [7]. На рис. 2, 3
приведены также расчёты по математической модели [30] (линии 2), основанной на
полуэмпирической модели второго порядка с представлениями тройных корреляций,
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заменяющими уравнение (7) (остальные аппроксимации совпадают с приведёнными
в разделе 1): 〈

u′iu
′
ju
′
k

〉
= −cs

e

ε
〈u′ku′k〉

∂
〈
u′iu
′
j

〉
∂xk

.

Видно, что лучшее соответствие при больших t/T даёт изложенная выше полуэмпири-
ческая модель третьего порядка. Результаты расчётов, основанные на DNS (линии 3 – 5,
соответствующие FD = 120, 65, 31), удовлетворительно согласуются с эксперименталь-
ными данными Линя и Пао.

a б

Рис. 1. Энергия турбулентности e∗0(x) = e(x, 0, 0)/U2
∞ (а) и дефект продольной составляю-

щей осреднённой скорости U∗d0(x) = Ud(x, 0, 0)/U∞ (б) на оси безымпульсного турбулентного
следа за удлинённым телом вращения в однородной (g = 0) и линейно стратифицированной
(FD = 31) среде

a б

Рис. 2. Изменение интенсивностей флуктуаций горизонтальной u0 =
(
FD

3/2〈u′2(t, 0, 0)〉/

U2
∞
)1/2 (а) и вертикальной w0 =

(
FD

3/2〈w′2(t, 0, 0)〉/U2
∞

)1/2
(б) компоненты скорости на оси

безымпульсного следа в линейно стратифицированной среде: 1 — модель третьего порядка,
2 — модель второго порядка [30], 3 – 5 — DNS (FD = 120, 65, 31 соответственно)
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Рис. 3. Изменение интенсивности турбулентных флуктуаций плотности
∑
c

= 〈ρ′2(t, 0, 0)〉1/2/

(aDρ0FD
1/4) на оси безымпульсного следа в линейно стратифицированной среде: 1 — модель

третьего порядка, 2 — модель второго порядка [30], 3 – 5 — DNS (FD = 120, 65, 31 соответ-
ственно)

На рис. 3 полученные в численных расчётах величины интенсивностей турбулентных
флуктуаций плотности сопоставляются с экспериментальными данными [7]∑

c

=
(〈
ρ′

2
(t, 0, 0)

〉)1/2/
aDρ0F

1/4
D .

Согласие с лабораторными измерениями для полуэмпирических моделей достаточно
хорошее. Удовлетворительное соответствие получено с применением DNS.

Расчёты на основе полуэмпирических моделей проводились только для одного значе-
ния числа Фруда FD = 120 в связи с подобием характеристик турбулентности и внутрен-
них волн в безымпульсном турбулентном следе в линейно стратифицированной жид-
кости при достаточно больших значениях плотностного числа Фруда [28, 30]. Основ-
ные расчёты c применением модели третьего порядка выполнялись в области размером
10D × 8D на неравномерной сетке:

yi = ihy, i = 0, ..., 30, yi = yi−1q1, i = 31, ..., 50,

zj = jhz, j = 0, ..., 20, zj = zj−1q2, j = 21, ..., 40, (hy = hz = h = 0.1D).

Величина шага сетки по переменной x увеличивалась от 0.015D до 0.75D в арифметиче-
ской прогрессии с разностью 0.015D, начиная с x = x0, и далее полагалась постоянной.
Оптимальные значения параметров сетки определялись в ходе серии численных экспе-
риментов. При измельчении шага h в два раза и неизменных размерах сеточной области
отклонение сеточных решений не превышало 5 – 7% в равномерной норме. При увели-
чении линейных размеров области в полтора раза разница в полученных решениях
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составляла не более 1 % в норме, являющейся сеточным аналогом нормы пространства
непрерывных функций. Более подробно результаты тестовых и методических расчётов
для модели третьего порядка представлены в [39], для модели второго порядка — в [30].
Что же касается точности расчётов на основе DNS, то этот вопрос детально обсужда-
ется в [47, 48, 56]. Отметим лишь, что загрубление параметров сетки в полтора раза
приводит к отклонениям около 10 %.

Таким образом, в работе выполнено сопоставление численных моделей турбулентно-
го следа за самодвижущимся телом в однородной и линейно стратифицированной сре-
де, основанных на применении двух полуэмпирических моделей турбулентности и DNS.
Результаты расчётов достаточно хорошо согласуются с экспериментальными данными
Линя и Пао [7, 8]. Лучшего согласия с экспериментальными данными [7] удается до-
биться с применением усовершенствованной полуэмпирической модели турбулентности
третьего порядка.
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