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Вычислительная математика накопила целую палитру высокоточных числен-
ных методов, которые реализуют решение современных математических моделей
аэродинамики на высокоэффективных вычислительных системах. В статье схема-
тически описана четырёхстадийная технология для решения уравнений Навье—
Стокса вязкого газа, реализуемая в рамках международного проекта TRISTAM.
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Введение

Вычислительная аэродинамика, как правило, дополняет физические эксперименты, а
в некоторых случаях опережает их. Успешные физические эксперименты приводят
к уточнениям математических моделей, например, системы уравнений Навье—Стокса
для вязкого теплопроводного газа и их усреднённой по Рейнольдсу формой. С другой
стороны, бурное развитие компьютерных технологий привело к использованию ком-
пьютеров на всех стадиях проектирования летательных аппаратов. Однако, несмотря
на рост вычислительной производительности, моделирование аэродинамического вяз-
кого течения с большими числами Рейнольдса около сложной поверхности до сих пор
обходится довольно дорого и часто не даёт приемлемой точности. Поэтому решение
уравнений Навье—Стокса и их модификаций для задач аэродинамики с приемлемой
точностью остаётся довольно серьёзной задачей [1 – 8].

В международном проекте TRISTAM мы используем современные вычислительные
алгоритмы в рамках четырёхстадийной вычислительной технологии с адаптацией на
выбранную цель моделирования.

Статья имеет следующую структуру. В разделе 1 описаны четыре стадии вычисли-
тельной технологии на примере решения нестационарной краевой задачи для уравнений
Навье—Стокса вязкого теплопроводного газа. При повышении точности приближённо-
го решения и уточнении параметров математической модели важную роль будут играть
сопряжённые уравнения. В разделе 2 помимо традиционной формы уравнений предста-
вим эквивалентную формулировку системы Навье—Стокса, которая упрощает постро-
ение сопряжённой системы уравнений. В рамках этих уравнений мы коснёмся важного
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вопроса выполнения законов сохранения массы и полной энергии. В настоящее время
их выполнение на дискретном уровне основывается на использовании метода конечных
объёмов или метода Галёркина с разрывными конечными элементами. Помимо них мы
используем комбинацию полулагранжевой аппроксимации и метода конечных элемен-
тов на триангуляции, адаптированной для целевого моделирования. В третьем разде-
ле статьи обсудим несколько подходов к формированию граничных условий, которые
уменьшают влияние искусственных границ вычислительной области на моделируемое
течение внутри области.

1. Четырёхстадийная вычислительная технология

Разработанная технология решения задачи состоит из четырёх стадий.
Первая стадия называется “Формирование данных и предварительное решение”. Её

задачами являются формализация геометрии вычислительной области, хранение дан-
ных, решение уравнений Навье—Стокса методом конечных элементов на почти рав-
номерной сетке после дискретизации по времени. В нашем подходе мы предпочитаем
использовать прямоугольную сетку, равномерную почти везде, за исключением тон-
кой полосы вдоль поверхности обтекаемого тела. Вычисления на этой стадии должны
быть проведены с точностью, достаточной для определения проблемных зон вычисли-
тельной области, в которых наблюдаются ударные волны, пограничные слои и другие
особенности. На этой стадии необходимо лишь определить проблемные зоны, не пыта-
ясь достигнуть максимальной точности численного решения. Точность приближённого
решения будет неоднократно повышаться в последующих стадиях технологии!

Вторая стадия благодаря своему результату имеет название “Полуфабрикат” и со-
стоит из трёх частей. На первом шаге анализируется численное решение первой стадии,
а также выделяются проблемные зоны с большими градиентами (ударные волны, по-
граничные слои и проч.). На втором шаге происходит изменение триангуляции: она сгу-
щается в проблемных зонах и разрежается в областях гладкого поведения численного
решения. На третьем шаге задача решается вновь с помощью метода конечных эле-
ментов, но уже на модифицированной триангуляции. Полученное решение сохраняется
с названием “Полуфабрикат” и многократно используется в дальнейшем. Оно играет
важную роль для будущих заданий, поэтому рекомендуется использовать высокоэф-
фективные вычисления и добиваться максимально возможной точности. Результатом
вычислений на этой стадии являются пространственно-временная сетка и вычисленное
на ней решение. Они могут быть использованы при моделировании электромагнитных
полей, акустических явлений, химических реакций. Эти данные могут служить в каче-
стве начальных приближений при моделировании турбулентных режимов, например,
с помощью осреднённых по Рейнольдсу моделей или метода больших вихрей.

Третья стадия называется “Улучшение модели” и состоит в уточнении параметров
математической модели путем ассимиляции дополнительных физических данных. Для
этой цели мы строим задачи, сопряжённые исходной системе Навье—Стокса относи-
тельно некоторых линейных функционалов. Значения этих функционалов для искомых
“точных” решений предполагаются известными из реальных физических эксперимен-
тов. Поэтому мы уточняем некоторые параметры математической модели так, чтобы
её решение достигало именно таких значений известных функционалов.

Четвёртая стадия называется “Целевое задание” и состоит из трёх шагов. Целевое
задание означает вычисление некоторых важных параметров, таких как лобовое сопро-
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тивление, подъёмная сила, коэффициенты вращательного момента и проч. Первый шаг
состоит в решении сопряжённой задачи для определения “функции чувствительности”
требуемого параметра. Эта функция даёт информацию для дальнейшего преобразова-
ния триангуляции подобно тому, как это делалось на второй стадии. На третьем шаге
мы вновь решаем исходную задачу уже на дважды преобразованной триангуляции.

Как видно, каждая стадия может быть реализована территориально в разных ме-
стах, в разное время и на компьютерах разной вычислительной мощности и архитек-
туры. Более того, “Полуфабрикат” может быть использован параллельно многими ис-
следовательскими группами для различных целей. Таким образом, “Полуфабрикат”
является предметом длительного хранения и использования.

Отметим, что на второй стадии важную роль играют апостериорные оценки точно-
сти. В нашем подходе они основаны на прямом вычислении невязки. Для этого исполь-
зуем эрмитовы конечные элементы из классов H2 и C(1), которые позволяют произво-
дить такие вычисления.

Преимущество точного вычисления важных параметров вместо уточнения полного
решения во всей области определения уже было продемонстрировано в рамках проекта
ADIGMA, когда повышение точности требуемых параметров на несколько порядков
достигалось без существенного увеличения вычислительных затрат [1, 10].

2. Некоторые постановки задачи

В качестве иллюстрации рассмотрим типичный пример задачи двумерного моделирова-
ния течения газа около тела на сверхзвуковой скорости. Пусть Ωcomp = (0, H1)×(0, H2) —
прямоугольная вычислительная область (рис. 1) с точками x = (x, y). Её граница Γcomp

содержит левый участок втекания газа Γin, а также правый участок и две другие сто-
роны вытекания газа, обозначенные символом Γout. Внутри вычислительной области
размещено твёрдое тело Ωsolid с границей Γsolid. Таким образом, геометрической обла-
стью нашей задачи является Ω = Ωcomp\(Ωsolid ∪ Γsolid) с границей Γ = Γcomp ∪ Γsolid.

Для упрощения выкладок введём выражение D(·)/Dt, означающее производную,
которая подобна субстанциональной (лагранжевой) производной:

Da

Dt
≡ ∂a

∂t
+
∂(au)

∂x
+
∂(av)

∂y
.

С учётом этого выражения уравнения Навье—Стокса записываются в виде системы
четырёх уравнений с неизвестными функциями ρ, u, v и e в цилиндре (t, x) ∈ (0, T )×Ω :

Dρ

Dt
= 0; (1)

Рис. 1. Обтекаемое тело в вычислительной области
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D(ρu)

∂t
+

∂

∂x
(P − τxx)− ∂

∂y
τxy = 0; (2)

D(ρv)

Dt
− ∂

∂x
τxy +

∂

∂y
(P − τyy) = 0; (3)

D(ρe)

∂t
+
∂qx
∂x

+
∂qy
∂x

= −P
(
∂u

∂x
+
∂v

∂y

)
+ Φ. (4)

Здесь ρ(t, x, y) — плотность; u(t, x, y), v(t, x, y) — компоненты вектора скорости u =
(u, v); e(t, x, y) — внутренняя энергия; P (t, x, y) — давление.

Поскольку в четырёх уравнениях фигурирует 5 неизвестных функций, для исключе-
ния произвола используется дополнительное алгебраическое соотношение — уравнение
состояния идеального газа

P = (γ − 1)ρe, (5)

где константа γ ≈ 1.4 является характеристикой воздуха. Соотношение (5) не является
единственно возможным; другие соотношения приведены, например, в [3] для различ-
ных сред и при разных ограничениях.

Три функции τxx, τxy, τyy являются компонентами тензора давления

= =

(
τxx τxy
τxy τyy

)
,

τxx =
2

3
µ

(
2
∂u

∂x
− ∂v

∂y

)
, τyy =

2

3
µ

(
2
∂v

∂y
− ∂u

∂x

)
, τxy = µ

(
∂u

∂y
+
∂v

∂x

)
, (6)

где
µ(t, x, y, z) =

1

Re
µ∗(t, x, y, z), (7)

а µ∗ — динамический коэффициент вязкости:

µ∗ =
(
(γ − 1)γM2

∞
)ω
eω, 0.76 ≤ ω ≤ 0.9. (8)

Здесь Re — число Рейнольдса (как правило, достаточно большое: Re � 1); M∞ ∼
1 — число Маха; ω — фиксированная константа из заданного интервала. Другие виды
соотношения (8) тоже приведены в [3] для различных сред и условий.

Функции qx(t,x), qy(t,x) характеризуют тепловой поток, заданный соотношениями

qx = − γ

Pr
µ
∂e

∂x
, qy = − γ

Pr
µ
∂e

∂y
. (9)

Здесь Pr ≈ 0.72 — число Прандтля для воздуха.
Функцию диссипации Φ(t, x, y) представим следующим образом:

Φ = µ

[
2

3

(
∂u

∂x

)2

+
2

3

(
∂v

∂y

)2

+

(
∂v

∂x
+
∂u

∂y

)2

+

(
∂u

∂x
− ∂v

∂y

)2
]
. (10)

Для начала расчётов по времени используем следующие начальные данные:

ρ(0,x) = ρ0(x) > 0 при x ∈ Ω; (11)
u(0,x) = u0(x) при x ∈ Ω; (12)

e(0,x) = e0(x) > 0 при x ∈ Ω. (13)
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При иллюстрации применяемых методов будем ориентироваться на моделирование
сверхзвукового течения. Поэтому пока ограничимся краевыми условиями на участке
втекания газа Γin с невозмущённым потоком:

ρ(t,x) = ρin(t,x) > 0 при (t,x) ∈ (0, T )× Γin; (14)
u(t,x) = uin(t,x) при (t,x) ∈ (0, T )× Γin; (15)

e(t,x) = ein(t,x) > 0 при (t,x) ∈ (0, T )× Γin. (16)

Для функции ρ справедлив закон сохранения массы

∂

∂t

∫
Ω′

ρdΩ = −
∫
Γ′

ρ (u · n) dΓ (17)

в любой подобласти Ω′ ⊂ Ω с границей Γ′. Здесь и далее выражение n(t,x) означает
вектор внешней нормали, а слагаемое u · n — скалярное произведение двух векторов.
Для упрощения полагаем, что нормальная компонента скорости un = u · n является
отрицательной на границе втекания Γin (это означает приток массы) и неотрицательной
на всех остальных частях границы Γ\Γin (это подразумевает отсутствие притока газа
через эти участки границы).

Один из простых и эффективных методов аппроксимации уравнения (1) состоит в
использовании явных монотонных разностных схем [6–8]. Этот способ имеет ограниче-
ние на шаг по времени при большом значении числа Рейнольдса.

Вторым законом является закон сохранения момента

∂

∂t

∫
Ω′

ρu dΩ = −
∫
Γ′

((u · n)ρu + Pn−=n) dΓ, (18)

справедливый для любой подобласти Ω′ ⊂ Ω с границей Γ′.
Оба закона сохранения (17) и (18), как правило, используются для построения дис-

кретной аппроксимации методом конечных объёмов в своей исходной формулировке.
Что касается внутренней энергии, то закон сохранения для неё совмещает e с u:

∂

∂t

∫
Ω′

ρ
(
e+ (u2 + v2)

/
2
)
dΩ =

= −
∫
Γ′

ρ
(
e+ (u2 + v2)

/
2
)

(u · n) dΓ−
∫
Γ′

(Pu−=u + q) · n dΓ (19)

для любой подобласти Ω′ ⊂ Ω с границей Γ′. Первое подынтегральное выражение со
слагаемым e соответствует взвешенной норме в пространстве L1 (в силу положительно-
сти e). Однако два следующих слагаемых соответствуют взвешенной норме в простран-
стве L2. Таким образом, разные части одного равенства соответствуют разным нормам,
что приводит к усложнению исследования свойств решения задачи. Более того, функ-
циональное пространство L1 не является гильбертовым. В связи с этим функцию e
целесообразно заменить на другую искомую функцию

η = e1/2. (20)
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С физической точки зрения внутренняя энергия e является неотрицательной функцией,
поэтому η(t,x) — вещественная функция. Таким образом, заменяя в (5) e на η2, получим
эквивалентное уравнение

D(ρη2)

Dt
+
∂qx
∂x

+
∂qy
∂y

= −P
(
∂u

∂x
+
∂v

∂y

)
+ Φ. (21)

После замены e на η2 закон сохранения внутренней энергии перепишется в следующем
виде:

∂

∂t

∫
Ω′

ρ
(
η2 + (u2 + v2)

/
2
)
dΩ =

= −
∫
Γ′

ρ
(
η2 + (u2 + v2)

/
2
)

(u · n) dΓ−
∫
Γ′

(Pu−=u + q) · n dΓ. (22)

Введём ещё одну функцию:
σ = ρ1/2.

Вновь с физической точки зрения плотность ρ является неотрицательной функцией,
поэтому σ(t,x) — вещественная функция. Таким образом, закон сохранения (22) может
быть сформулирован как в терминах L2-нормы для вектор-функции (ση, σu, σv), так
и в терминах L1-нормы для другой вектор-функции с компонентами (ρe, ρu2, ρv2). Мы
будем использовать первую формулировку. Для этого оставим уравнения (1)–(3) без
изменения, а уравнение (21) перепишем в следующем эквивалентном виде:

D(ρη)

Dt
+

1

2η

∂qx
∂x

+
1

2η

∂qy
∂y

= − P
2η

(
∂u

∂x
+
∂v

∂y

)
+

Φ

2η
, (23)

причём знаменатель η при последующих вычислениях сокращается благодаря свой-
ствам теплового потока, давления P и диссипации Φ. Например,

P/η = (γ − 1)ρη.

Теперь опишем идею конформного метода конечных элементов на временном слое
tk = kτ с одновременной аппроксимацией производной D(·)/Dt по времени. Для этого
на слое tk рассмотрим одну из базисных функций ϕ(x, y) (рис. 2) и найдём её воспол-
нение θ(t, x, y) между временными слоями (рис. 3) как решение уравнения

∂θ

∂t
+ u

∂θ

∂x
+ v

∂θ

∂y
= 0, t ∈ [tk−1, tk].

Она обладает следующим свойством:

θ
D(ρu)

Dt
=
D(ρuθ)

Dt
= θ

D(ρu)

Dt
+ ρu

∂θ

∂t
. (24)

Поэтому умножение на эту функцию приводит уравнение (2) к виду

D(θρu)

∂t
+ θ

∂

∂x
(P − τxx)− θ ∂

∂y
τxy = 0. (25)
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Рис. 2. Базисная функция на слое tk с носи-
телями ω

Рис. 3. Восполнение функции между слоями
tk−1 и tk

Проведём интегрирование этого уравнения по носителю V функции θ и используем
формулу Гаусса—Остроградского:∫

V

(
D(θρu)

∂t
+ θ

∂

∂x
(P − τxx)− θ ∂

∂y
τxy

)
dV =

=

∫
ω

ρuϕ dΩ|t=tk
+

∫
Q

ρuθ dQ|t=tk−1
+

∫
V

(
∂

∂x
(P − τxx)− ∂

∂y
τxy

)
θ dV = 0.

После деления на τ и замены последнего интеграла на интервале [tk−1, tk] квадратурной
формулой правого треугольника со значением в точке t = tk получается приближённое
равенство ∫

ω

(
ρu

τ
+
∂P

∂x
− ∂τxx

∂x
− ∂τxy

∂y

)
ϕ dΩ|t=tk

≈
∫
Q

ρu

τ
θ dQ|t=tk−1

.

Его левая часть равна интегралу, соответствующему методу Галёркина для упрощённо-
го уравнения (2), в котором вместо трёх первых производных фигурирует слагаемое, су-
щественно улучшающее аппроксимационные свойства подынтегрального выражения. А
в правой части остаётся выражение от функций, известных с предыдущего временного
слоя. Применение квадратурных формул сводит вычисление этого интеграла к несколь-
ким значениям известных функций.

Аналогичные уравнения выводятся для v и η.

3. Граничные условия на границе вытекания

С математической точки зрения уравнения (2)–(4) или (2), (3), (23) принадлежат к па-
раболическому типу уравнений второго порядка. Чтобы постановка задачи была кор-
ректной, необходимо задать граничные условия в каждый момент времени t ∈ (0, T ) на
всех границах вытекания. Эти условия основываются на различных предположениях
и до сих пор вызывают бурную дискуссию [8]. Наряду с другими подходами к реали-
зации граничных условий будем формировать постановки задач с помощью одного из
трёх следующих методов.
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Первый применяется для сверхзвуковых течений и использует функцию срезания

s(x, y) =


0 на Γout,
1 на расстоянии ≥ ε от Γout,
достаточно гладкая в Ω̄comp.

С её помощью переопределим функцию вязкости

µ(t, x, y) =
s(x, y)

Re
µ∗(t, x, y).

Это означает, что уравнения Навье—Стокса на границе вытекания сводятся к уравне-
ниям Эйлера, для которых не требуются дополнительные граничные условия на гра-
нице вытекания в случае выходящего потока.

Другой метод не меняет вязкость и состоит в использовании простой идеи, что на
границе вытекания все процессы преобразования полной энергии из одного вида в дру-
гой уже завершены или пренебрежимо малы. В соответствии с этим подходом из (2),
(3), (23) получаем простые граничные условия

D(ρu)

Dt
= 0

D(ρv)

Dt
= 0 при (t,x) ∈ [0, T ]× Γout.

D(ρη)

Dt
= 0

Оба описанных метода построения граничных условий имеют свои преимущества
и ограничения. Первый приводит к уменьшению давления в областях сверхзвуково-
го течения, а второй имеет алгоритмические сложности при возникновении участков
границы с обратным течением.

Более приемлемую форму граничных условий для субзвуковых течений реализует
подход “do nothing”, который возник при численном решении уравнений Навье—Стокса
для вязкой несжимаемой жидкости [12]. Его идея основывается на законах сохранения
(18) и (19). Чтобы не создавать дополнительного искусственного импульса в методе
конечных элементов от границы вычислительной области, необходимо скорректировать
два последних слагаемых в интеграле по границе из (18):

Pn−=n = Poutn при (t,x) ∈ [0, T ]× Γout. (26)

С физической точки зрения это означает, что давление на границе вытекания стано-
вится постоянным, а трение незначительное.

Подобные рассуждения для (19) (сокращение дополнительной искусственной энер-
гии в методе конечных элементов от границы вычислительной области) с учётом (26)
приводят к граничному условию

q · n = 0 при (t,x) ∈ [0, T ]× Γout. (27)

Заключение

Итак, мы описали четырёхстадийную вычислительную технологию, которая даёт воз-
можность проводить вычислительное моделирование, близкое к физическому экспери-
менту. Первая и вторая стадии являются традиционными и направлены на сокращение
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разности между приближённым и точным решениями математической модели. Третья,
редко используемая стадия обеспечивает уменьшение разности между реальными физи-
ческими данными и данными, соответствующими “точным” решениям математических
моделей. Последняя, четвёртая, стадия используется в вычислительных технологиях
относительно недавно. Она ориентирована на определение только некоторых парамет-
ров с высокой точностью, а не на решение полной нестационарной двух- или трёхмерной
задачи. В целом реализация представленной технологии может существенно сократить
разницу между вычисляемыми и реальными физическими данными в задачах аэроди-
намики.
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