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Представлен параллельный алгоритм оптимального выбора аппаратурного
оформления многоассортиментных производств, основанный на схеме ветвей и гра-
ниц. Алгоритм реализован с использованием технологии OpenMP 3.0. Дан анализ
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Введение

Выбор аппаратурного оформления (АО) химико-технологических систем (ХТС) — од-
на из основных задач, возникающих как при проектировании новых, так и при модер-
низации существующих многоассортиментных химических производств (МХП) [1 – 3],
например производств химических реактивов, фармацевтических препаратов, синтети-
ческих красителей и полупродуктов. Решением этой задачи является число основных
аппаратов на каждой стадии системы, а также рабочий объем или площадь рабочей по-
верхности каждого аппарата. Рабочие объемы и площади рабочих поверхностей обычно
выбираются из множества стандартных дискретных значений. Требуется найти опти-
мальную комбинацию аппаратов из всего множества возможных вариантов, при этом
критерием оптимальности, как правило, служат суммарные капитальные затраты на
оборудование [4].

Рассматриваемая задача относится к классу задач частично-целочисленного нели-
нейного программирования (Mixed Integer Nonlinear Programming —MINLP) [5, 6]. В ли-
тературе предложены различные подходы к ее решению, например методы Монте-Кар-
ло, генетические алгоритмы, эвристические методы, сведение исходной задачи к задаче
нелинейного либо линейного программирования, которые позволяют получить лишь
субоптимальные решения [5 – 7].

Метод ветвей и границ часто используется для решения оптимизационных задач
в таких областях, как, например, комбинаторная оптимизация, искусственный интел-
лект и т. д. Он применяется также для решения задач целочисленного нелинейного
программирования [8]. В основе метода лежит идея последовательного разбиения мно-
жества допустимых решений на подмножества [9]. Затем определяется нижняя оценка
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для целевой функции на каждом подмножестве. Если нижняя оценка не меньше наи-
лучшего из найденных решений, то подмножество отбрасывается и т. д., пока не будет
получено оптимальное решение.

Подобный подход для решения задачи выбора аппаратного оформления ХТС пред-
лагался в работе [10], в которой авторы использовали упрощенную математическую мо-
дель функционирования ХТС, эвристический подход для вычисления оценочной функ-
ции и рассматривали в качестве тестовых примеров задачи небольшой размерности.
Вычислительные возможности на момент написания работы (1975 г.) были весьма огра-
ничены.

В работе [11] представлен основанный на схеме ветвей и границ последовательный
алгоритм оптимального выбора аппаратного оформления ХТС. Авторами было выпол-
нено исследование быстродействия отдельных фрагментов алгоритма, на основании
которого осуществлена его оптимизация. Эксперименты проводились на компьютере
следующей конфигурации: процессор Intel Pentium 4 с тактовой частотой 3000 МГц,
объем оперативной памяти 2048 МБ, операционная система Scientific Linux 5.3. Для
компиляции программы использовался GCC 4.1.2. Для тестового примера (ХТС состо-
ит из 16 стадий, последовательно выпускает 3 продукта, для каждой стадии имеется 5
типоразмеров стандартного оборудования) время выбора оптимального АО составило
порядка 46 ч.

В настоящее время одним из наиболее перспективных способов повышения произво-
дительности алгоритмов является их распараллеливание, а также использование раз-
личных высокопроизводительных вычислительных платформ, таких как многопроцес-
сорные серверы, вычислительные кластеры и гетерогенные вычислительные системы.
В работах [12, 13] предложена реализация параллельного алгоритма решения задачи
выбора аппаратного оформления ХТС МХП на вычислительных системах с распреде-
ленной памятью и с использованием библиотеки Message Passing Interface (MPI) [14].
Алгоритм основан на методе ветвей и границ и использует парадигму мастер-работник
(Master-Worker Paradigm, Master-Slave Paradigm) и метод назначаемых поддеревьев [15].

В данной статье акцент сделан на реализации параллельного алгоритма решения за-
дачи для вычислительных систем с общей памятью (shared memory parallel programming)
и c использованием открытого стандарта распараллеливания программ — Open Multi-
Processing (OpenMP) [16]. Исследуются возможности его применения для решения при-
кладной задачи — оптимального выбора аппаратурного оформления многоассортимент-
ных химических производств.

1. Постановка задачи

Химико-технологическая система МХП представляет собой совокупность аппаратов
(реакторов, емкостей, фильтров, сушилок и другого технологического оборудования),
которые предназначены для реализации технологических процессов производства про-
дуктов фиксированного ассортимента. При допущении, что число аппаратов на каждой
аппаратурной стадии ХТС фиксировано, задача может быть сформулирована следую-
щим образом.

Химико-технологическая система представляет собой последовательность 𝐼 аппара-
турных стадий. На каждой 𝑖-й стадии системы требуется основной аппарат, выбранный
из некоторого конечного множества 𝑋𝑖, количество элементов которого равно 𝐽𝑖. Мно-
жество 𝑋𝑖 представляет собой все возможные варианты определяющих размеров аппа-
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ратов стадии 𝑖: 𝑋𝑖 = {𝑥𝑖,𝑗}, 𝑖 = 1, 𝐼, 𝑗 = 1, 𝐽𝑖, где 𝑥𝑖,𝑗 — определяющий размер (рабочий
объем, площадь рабочей поверхности) 𝑗-го аппарата, которым может быть оснащена
𝑖-я стадия ХТС.

Каждый вариант аппаратного оформления ХТС Ω𝑒, 𝑒 = 1, 𝐸, где 𝐸 =
𝐼∏︀

𝑖=1

𝐽𝑖, пред-

ставляет собой упорядоченную совокупность определяющих размеров аппаратов, вы-
бранных из соответствующих множеств. Например, существует ХТС, состоящая из трех
стадий (𝐼 = 3). Первая стадия системы может быть оборудована аппаратом, определяю-
щий размер которого выбирается из двух вариантов, т. е. 𝐽1 = 2, 𝑋1 = {𝑥1,1, 𝑥1,2}, вторая
стадия — из трех вариантов, т. е. 𝐽2 = 3, 𝑋2 = {𝑥2,1, 𝑥2,2, 𝑥2,3}, и третья — из двух ва-
риантов, т. е. 𝐽3 = 2, 𝑋3 = {𝑥3,1, 𝑥3,2}. Общее количество всех возможных вариантов
аппаратного оформления ХТС 𝐸 = 𝐽1 · 𝐽2 · 𝐽3 = 2 · 3 · 2 = 12.

Порядок переработки партий продуктов основными аппаратами на каждой стадии
ХТС фиксирован (заранее определен при разработке структуры ее материальных пото-
ков), т. е., например, варианты {𝑥1,1, 𝑥2,1, 𝑥3,2}, {𝑥1,2, 𝑥2,1, 𝑥3,1} могут быть допустимыми,
а варианты {𝑥3,1, 𝑥2,1, 𝑥1,2}, {𝑥2,2, 𝑥3,1, 𝑥1,1} — явно недопустимы.

Для каждого работоспособного варианта АО ХТС должны выполняться условия
совместного функционирования оборудования на различных ее стадиях 𝑆(Ω𝑒) = 0 (огра-
ничение на работоспособность ХТС ): вариант АО ХТС работоспособен, если аппара-
ты всех ее аппаратурных стадий без исключения способны переработать партии всех
выпускаемых продуктов с учетом максимальных и минимальных степеней заполнения
аппаратов, их максимальной производительности.

Кроме того, работоспособный вариант АО ХТС должен обеспечивать выпуск про-
дукции заданного ассортимента в плановых объемах в течение заданного промежутка
времени, т. е. 𝑇 (Ω𝑒) ≤ 𝑇max (ограничение на длительность функционирования ХТС ),
где 𝑇max — заданная максимальная продолжительность выпуска продукции.

Таким образом, задачу выбора аппаратурного оформления химико-технологической
системы можно сформулировать следующим образом: необходимо найти такой вариант
Ω* ∈ Ω𝑒, 𝑒 = 1, 𝐸, аппаратного оформления ХТС, при котором критерий оптимально-
сти — капитальные затраты 𝐶𝑜𝑠𝑡(Ω𝑒) — достигает минимума и выполняются ограниче-
ния на работоспособность и длительность функционирования ХТС:

Ω* = argmin𝐶𝑜𝑠𝑡(Ω𝑒), 𝑒 = 1, 𝐸, (1)

Ω𝑒 = {𝑥1,𝑗1 , 𝑥2,𝑗2 , . . . , 𝑥𝐼,𝑗𝐼 |𝑗𝑖 = 1, 𝐽𝑖, 𝑖 = 1, 𝐼}, 𝑒 = 1, 𝐸, (2)
𝑥𝑖,𝑗 ∈ 𝑋𝑖, 𝑖 = 1, 𝐼, 𝑗 = 1, 𝐽𝑖, (3)

𝑆(Ω𝑒) = 0, 𝑒 = 1, 𝐸, (4)
𝑇 (Ω𝑒) ≤ 𝑇max, 𝑒 = 1, 𝐸. (5)

Подробно математическая модель функционирования ХТС, включающая в том чис-
ле выражения для проверки ограничений, вычисления критерия оптимизации и т. д.,
приведена в [17].

2. Последовательный вариант алгоритма

Все множество вариантов аппаратного оформления химико-технологической системы,
состоящей из 𝐼 стадий, может быть представлено в виде дерева, состоящего из 𝐼 ярусов
(рис. 1).
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Рис. 1. Обход в глубину дерева вариантов

Каждый ярус дерева соответствует стадии ХТС. Каждое ребро дерева — одному
выбранному элементу множества 𝑋𝑖 = {𝑥𝑖,𝑗}, 𝑖 = 1, 𝐼, 𝑗 = 1, 𝐽𝑖. Например, ребра, исхо-
дящие из корневой вершины (нулевой ярус), соответствуют элементам множества 𝑋1.

Каждый узел 𝑛𝑖,𝑘 яруса 𝑁𝑖 = {𝑛𝑖,1, 𝑛𝑖,2, . . . , 𝑛𝑖,𝑘}, 𝑖 = 1, 𝐼, 𝑘 = 1, 𝐾𝑖, 𝐾𝑖 =
𝑖∏︀

𝑙=1

𝐽𝑙, соответ-

ствует варианту фрагмента ХТС, состоящего из стадий 1 − 𝑖 (из 𝑖 начальных стадий).
Каждый полный путь от корня дерева к одному из его листьев (конечному узлу) пред-
ставляет собой вариант АО химико-технологической системы.

Перебор возможных вариантов аппаратного оформления ХТС осуществляется с ис-
пользованием обхода дерева в глубину [9, 18].

На каждом ярусе дерева осуществляется перебор определяющих размеров аппара-
тов, доступных для оборудования на этой стадии. Выбранный размер добавляется к
начальному фрагменту АО химико-технологической системы, полученному на преды-
дущих ярусах дерева. Процесс продолжается рекурсивно для всех работоспособных
начальных фрагментов АО системы. Таким образом, на последнем ярусе дерева полу-
чается полный работоспособный вариант аппаратного оформления ХТС, рекурсивный
процесс останавливается и полученный вариант сравнивается с текущим оптимальным.
Если получен вариант с меньшим значением критерия, то он заменяет текущее опти-
мальное решение.

Полный обход дерева вариантов (фиксация на каждой стадии ХТС размера аппара-
та, выбранного из соответствующего этой стадии ряда стандартных размеров, и фор-
мирование полного варианта АО ХТС) дальнейшая проверка ограничений (4) и (5)
приведут к значительным вычислительным затратам. Для сокращения числа перебира-
емых вариантов используется алгоритм, основанный на методе ветвей и границ, псевдо-
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1 FindSolution () { EnumerateVariants (0); }
2 /* рекурсивный обход дерева */
3 EnumerateVariants(i) {
4 if (i < I) {
5 for (j = 1; j <= J[i]; j++) {
6 /* создание начального фрагмента ХТС (стадии 1 \ldot i) */
7 W[i] = X[i, j];
8 /* проверка работоспособности и
9 стоимости начального фрагмента ХТС */

10 if (PartS(W) == 0 && PartCost (W, i) < minCost ) {
11 /* рекурсивный поиск */
12 EnumerateVariants (i + 1); } } }
13 else { /* достигнут конечный ярус дерева */
14 /* проверка критерия оптимизации */
15 if (Cost (W) < minCost) {
16 /* проверка ограничения (5) на длительность функционирования ХТС */
17 if (T(W) <= Tmax ) {
18 /* сохранение нового оптимального решения */
19 Wopt = W;
20 minCost = Cost(Wopt); } } }
21 }

Листинг 1. Последовательный вариант алгоритма

код которого представлен в листинге 1 (имена большинства переменных соответствуют
именам, используемым в постановке задачи).

Обход дерева вариантов начинается с вызова процедуры EnumerateVariants на ну-
левом ярусе (строка 1). Эта процедура вызывается рекурсивно вплоть до яруса 𝐼–1
(строка 4). Затем текущий оптимальный вариант ХТС сохраняется в векторе Wopt
с числом элементов I, каждый из которых хранит выбранный определяющий размер
аппарата для каждой стадии. Рабочий вариант ХТС хранится в аналогичном векторе W.

Для сокращения вариантов перебора в оригинальном варианте алгоритма применя-
лась следующая схема. На каждом ярусе 𝑖 дерева проверяется ограничение (4) (про-
цедура PartS(), строка 10) — условие совместного функционирования оборудования
ХТС, но не для всей ХТС целиком, а только для ее начального фрагмента, состоящего
из уже пройденных вышележащих ярусов и текущего (фрагмент ХТС, состоящий из
стадий 1− 𝑖). Если часть схемы уже неработоспособна, то нет смысла перебирать аппа-
раты на нижележащих ярусах. Кроме того, стоимость начального фрагмента АО ХТС
(процедура PartCost(), строка 10) сравнивается со стоимостью текущего оптимального
варианта АО ХТС minCost. Таким образом, переход на следующий уровень рекурсии
(вызов процедуры EnumerateVariants () для следующего уровня 𝑖+ 1, строка 12) осу-
ществляется лишь в том случае, если начальный фрагмент ХТС, состоящий из стадий
1–𝑖, во-первых, работоспособен и, во-вторых, его стоимость не превышает стоимости
наилучшего на текущий момент варианта АО ХТС. В противном случае происходит
возврат на предыдущий ярус дерева.

Если достигнут конечный ярус дерева (𝑖 = 𝐼, строка 13), т. е. рассматриваемый
вариант АО ХТС работоспособен, то его стоимость (результат выполнения процедуры
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Cost()) сравнивается со стоимостью текущего наилучшего варианта АО ХТС minCost
(строка 15).

Если найдено лучшее решение, проверяется ограничение (5) на длительность функ-
ционирования ХТС (процедура T(), строка 17). Если ограничение (5) выполняется,
то найден новый оптимальный вариант аппаратного оформления ХТС и он заменяет
текущее оптимальное решение Wopt (строка 19), а его стоимость сохраняется в пере-
менной minCost (строка 20).

Начальным значением переменной minCost служит сумма максимальных стоимо-
стей аппаратов каждой стадии.

3. Параллельный вариант алгоритма

В методе ветвей и границ пространство поиска представляет собой дерево, что обеспе-
чивает хорошие предпосылки для распараллеливания алгоритма, так как различные
ветви дерева могут обрабатываться одновременно.

В предлагаемом варианте алгоритма все узлы дерева 𝑁𝑖 = {𝑛𝑖,1, 𝑛𝑖,2, . . . , 𝑛𝑖,𝑘},

𝑖 = 1, 𝐼, 𝑘 = 1, 𝐾𝑖, 𝐾𝑖 =
𝑖∏︀

𝑙=1

𝐽𝑙, для каждого яруса 𝑖 рассматриваются как независимые

задачи (tasks), которые могут выполняться параллельно. Общее количество таких за-

дач, равное 𝑁𝑡𝑎𝑠𝑘𝑠 =
𝐺∑︀
𝑖=1

𝐾𝑖, 1 ≤ 𝐺 ≤ 𝐼, может быть очень большим числом. Параметр 𝐺

(granularity — гранулярность) алгоритма позволяет ограничивать степень параллелиз-
ма до определенного уровня дерева: поддеревья ниже этого уровня не разделяются на
параллельные задачи и обрабатываются последовательно.

1 FindSolution () { EnumerateVariants (0); }
2
3 EnumerateVariants(level) {
4 if (level < I) {
5 for (j=1; j <= J[level]; j++) {
6 /* создание начального фрагмента ХТС (стадии 1 – i) */
7 W[level] = X[level , j];
8 /* проверка работоспособности и
9 стоимости начального фрагмента ХТС */

10 if (S(W) == 0 && PartCost(W, level) < minCost) {
11 if (level < G) { /* если текущая глубина поиска меньше G */
12 /* создание параллельной задачи */
13 CREATE TASK: EnumerateVariants(level + 1); }
14 else {
15 /* последовательный рекурсивный обход дерева */
16 EnumerateVariants(level + 1); } } } }
17 else { /* достигнут конечный ярус дерева */
18 ... }
19 }

Листинг 2. Параллельный вариант алгоритма
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Задачи (tasks) являются альтернативой традиционным потокам (threads), позволя-
ющей реализовать лучший баланс нагрузки, эффективное использование имеющихся
ресурсов и высокий уровень абстракции, дающий возможность программисту рассмат-
ривать логический параллелизм своих приложений, не заботясь о непосредственном
управлении параллельным выполнением [19].

Псевдокод предлагаемого параллельного алгоритма представлен в листинге 2.
Основное отличие параллельного варианта алгоритма от представленного выше по-

следовательного заключается в том, что каждый вызов рекурсивной процедуры обхода
дерева EnumerateVariants представляет собой отдельную независимую задачу (стро-
ка 13). Следует отметить, что при параллельной обработке этих задач необходимо обес-
печить создание и передачу каждой задаче копии массива W — текущего начального
фрагмента ХТС.

4. Результаты экспериментов

Для проведения численных экспериментов были разработаны последовательный и па-
раллельный варианты программ на языке программирования С++. Параллельный ва-
риант программы реализован с использованием открытого стандарта распараллелива-
ния программ — Open Multi-Processing (OpenMP) — версии 3.0 [16]. Начиная с версии
3.0, в OpenMP появилась поддержка директивы #task, позволяющей создавать отдель-
ные независимые задачи.

В качестве тестового примера использовался расчет аппаратурного оформления для
ХТС, состоящей из 16 аппаратурных стадий, для каждой из которых доступно 5 стан-
дартных типоразмеров оборудования. Химико-технологическая система должна в тече-
ние 7400 ч обеспечить выпуск трех красителей объемом 2250, 100 и 50 т (подробнее см.
в [11]).

Эксперименты проводились с использованием вычислительной системы на базе че-
тырех восьмиядерных процессоров Intel Xeon E7550 2 ГГц (всего 32 ядра) и 128 ГБ
ОЗУ. Для компиляции программы использовался Intel C++ Compiler 11.1.

Параллельная реализация алгоритма является развитием последовательной про-
граммы, в исходный код которой добавлены директивы OpenMP.

Начальный вызов рекурсивной процедуры EnumerateVariants (строка 1 листин-
га 2) осуществляется внутри директивы #pragma omp single, вложенной в директиву
#pragma omp parallel, что позволяет лишь одному из доступных параллельных пото-
ков (parallel threads) выполнять рекурсивный обход дерева.

Последующие рекурсивные вызовы процедуры EnumerateVariants осуществляются
внутри директивы #pragma omp task (строка 13 листинга 2). Таким образом, первый
поток программы в процессе рекурсивного обхода дерева на каждом уровне 𝑖, 0 < 𝑖 < 𝐺,
создает новые независимые задачи, которые автоматически помещаются в пул задач,
из которого ее может взять любой свободный поток для выполнения.

На рис. 2 представлены результаты исследования зависимости времени выполнения
параллельной программы на различном числе процессоров от параметра гранулярно-
сти 𝐺. Следует отметить, что при значении параметра 𝐺 больше 10 количество задач
было настолько большим, что для их хранения не хватило памяти (наблюдалось ава-
рийное завершение выполнения программы).
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Рис. 2. Зависимость времени выполнения программы от гранулярности 𝐺
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Рис. 3. Зависимость ускорения и эффективности использования ядер от количества ядер

Было проведено исследование ускорения и эффективности использования ядер. Уско-
рение 𝑆𝑝 определяется как отношение процессорного времени 𝑇1, требуемого для выпол-
нения последовательной программы на одном ядре, ко времени 𝑇𝑝 выполнения вычис-
лений параллельной программой на 𝑝-ядерной машине. Эффективность использования
ядер 𝐸𝑝 определяется как отношение полученного ускорения 𝑆𝑝 к количеству ядер 𝑝.
Результаты представлены на рис. 3. Значение параметра 𝐺 при этом равно 10.
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Выводы

Предложен основанный на схеме ветвей и границ параллельный алгоритм оптимально-
го выбора АО химико-технологической системы. Алгоритм был реализован в виде па-
раллельной программы для вычислительных систем с общей памятью (shared memory
parallel programming) на языке программирования С++ с использованием открытого
стандарта распараллеливания программ OpenMP 3.0.

Программная реализация алгоритма с использованием OpenMP существенно проще,
чем параллельный вариант алгоритма для вычислительных систем с распределенной
памятью, использующий библиотеку MPI и реализующий парадигму мастер-работник
(master-worker). Отличие от последовательного варианта программы заключается лишь
в добавлении директив OpenMP.

Значение параметра гранулярности 𝐺 рекомендуется выбирать таким, чтобы коли-
чество задач значительно превышало количество физических ядер вычислительного
устройства и было, как минимум, не меньше количества используемых ядер. Количе-
ство задач определяется величиной параметра 𝐺, для оценки значения которого пред-
лагается эмпирическая формула 𝐺 ≥ log𝑚𝑎𝑥{𝐽𝑖}𝑁𝑝 𝑖 = 1, 𝐼, где 𝑚𝑎𝑥{𝐽𝑖} — максимальная
мощность множества доступных размеров аппаратов на стадии, 𝑁𝑝 — количество ис-
пользуемых ядер. Следует отметить, что при очень большом количестве задач (в нашем
случае при 𝐺 > 10) может наблюдаться нехватка памяти. Точно определить количество
требуемой памяти представляется затруднительным. Однако по результатам, представ-
ленным на рис. 2, видно, что начиная с определенного порогового значения величины 𝐺
(в нашем примере для 𝐺 = 4) скорость выполнения программы практически не изме-
няется, несмотря на увеличение количества задач. Поэтому предлагается сначала вы-
полнить вычисления для задачи небольшой размерности, найти пороговое значение 𝐺,
обеспечивающее приемлемое время решения задачи, а затем проводить вычисления для
задач большей размерности.

Исследование ускорения и эффективности работы ядер показало, что разработан-
ная параллельная программа обладает ускорением, близким к линейному, а также до-
статочно высокой масштабируемостью. Значение эффективности использования ядер
0.9 – 0.95.

Таким образом, предлагаемый в данной работе параллельный вариант алгоритма
выбора оптимального аппаратного оформления химико-технологических систем позво-
ляет значительно сократить время расчета по сравнению с последовательным вариан-
том и повысить качество проектных решений за счет получения глобального оптималь-
ного решения.
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Using of OpenMP for optimal choice of process equipment for
multiproduct batch plants
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In this work, we parallelize the Branch-and-Bound (B&B) algorithm and illustrate
it with a practical application — the optimal selection of equipment for multi-product
batch plants. We develop and evaluate an implementation of the parallel B&B method
on a multicore system with shared memory using C++ programming language and
OpenMP version 3.0 (Open Multi-Processing) for the task-based approach.

To limit the degree of parallelism to a certain level of the tree we introduce a
granularity parameter 𝐺: subtrees below the granularity level are not split into tasks
but rather processed sequentially. We conducted our runtime experiments on a computer
consisting of 4 CPUs with the total of 32 cores. We analyzed the impact of the degree
of parallelism controlled by the granularity parameter on the runtime and show the
analysis for speedup and efficiency of the processors’ usage.

Selecting a suitable granularity value is crucial for optimal performance, but with
a large number of tasks we may not have enough memory. It happends when 𝐺 > 10
in our case. Implementation of our algorithm has near-linear speedup and provide high
parallel scalability. Efficiency of processors’ usage is shown to be 0.9 – 0.95.

Keywords: discrete optimization, parallel branch-and-bound method, OpenMP, multi-
product batch plants, choice of process equipment.
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