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Приведены результаты исследований течений идеальных сжимаемых и несжи-
маемых жидкостей с переменными границами, контактирующих с твердыми тела-
ми в плоских и осесимметричных пространствах постоянной и переменной связ-
ности. Численно моделируется процесс начального формирования пузыря при ка-
витационном обтекании плоской пластины. В решении одновременно присутству-
ют области одномерного стационарного и двумерного нестационарного течений,
а также область одномерного течения в окрестности центра симметрии пласти-
ны. Численно исследован процесс заполнения подводной осесимметричной шахты.
Смоделирован эффект гидродинамического удара при отрыве газового пузыря от
шахтной полости.
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Введение

Одним из направлений математического моделирования процессов в многофазных тече-
ниях является исследование взаимодействия осесимметричных твердых тел (снарядов)
с окружающей газожидкостной средой. Разработка эффективных методик (алгоритмов
и расчетных программных комплексов для современных многопроцессорных вычисли-
тельных кластеров) численного моделирования многофазных течений сплошных сред
с контактными разрывами, ударными волнами, фазовыми переходами позволит прово-
дить детальные исследования воздействия газовых полостей (каверн) на тела в жидко-
сти. Актуальность этого направления определяется необходимостью создания снарядов,
передвигающихся с гиперзвуковыми скоростями в жидких и воздушных средах. При
таких скоростях головная часть снаряда контактирует с жидкостью, вокруг снаряда
образуется нестационарная паровоздушная каверна—пузырь. Происходит взаимодей-
ствие трех фаз: твердого тела, жидкости, газа.

При движении с большой скоростью снаряда под водой за счет резкого сокраще-
ния зоны его контакта с жидкостью значительно уменьшается сопротивление внешней
среды движению снаряда. Именно этот выигрыш в сопротивлении позволяет снаря-
ду развивать в водной среде значительную скорость, поэтому необходимо всесторонне
исследовать эффект кавитации в течениях на разных стадиях перемещения снаряда:
разгонного движения с ускорением, маршевого движения с постоянной скоростью, вза-
имодействия снаряда с преградой.

c○ ИВТ СО РАН, 2015
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Результаты исследования поведения пузырей могут найти применение во многих от-
раслях промышленного производства, например в обработке рудных материалов, про-
цессов очистки минеральных сред, в частности процессов флотации.

С математической точки зрения механизм взаимодействия течений в многофазных
средах чрезвычайно сложен: нестационарные многофазные процессы происходят в ди-
намически изменяющихся многосвязных областях; отсутствуют математически выве-
ренные постановки физических задач, существенная многомерность пространств реше-
ний порождает вычислительные проблемы.

В физических модельных экспериментах вредным проявлением свободного движе-
ния снаряда является его неустойчивость, порождающая поперечные колебания твер-
дого тела в каверне. При определенных скоростях эти колебания разрушают твердое
тело. Для устранения неустойчивости необходимо придавать телу вращение.

В России и за рубежом активно ведутся исследования в области численного модели-
рования многофазных течений сплошных сред с контактными разрывами и свободными
поверхностями. Основная проблема заключается в трудностях исследования движения
тела в газожидкостной среде в течение продолжительного времени.

Совместное движение идеальной несжимаемой жидкости и полностью погруженного
в нее эллиптического цилиндра при малых временах исследуется в [1]. Предполагается,
что цилиндр движется из состояния покоя в горизонтальном направлении с постоян-
ным поступательным ускорением и вращается вокруг своей оси с постоянным угловым
ускорением. При малых временах наблюдается сильная деформация внешней свобод-
ной границы жидкости, и при определенных условиях происходит отрыв жидкости от
поверхности тела и образуются новые внутренние свободные границы. В [2] исследуется
совместное движение вязкой несжимаемой жидкости и полностью погруженного в нее
эллиптического цилиндра на малых временах. Предполагается, что цилиндр движется
из состояния покоя в горизонтальном направлении с постоянным ускорением. Особен-
ностью этой задачи является то, что при сильном разгоне цилиндра происходит отрыв
жидкости от поверхности тела и образуется каверна. Дается обобщение этой задачи на
случай плавающего эллиптического цилиндра на поверхности вязкой жидкости. Малые
времена исследования не позволяют использовать эти решения для всей траектории
движения снаряда. Представляет интерес не только исследование возможности самого
вращения, но и разработка новых основ создания вращательного движения снаряда,
например создание осевого вращения снаряда за счет специального криволинейного
насадка, вызывающего его вращение за счет набегающего потока жидкости, а также
математическое моделирование процесса вращения и влияния его на устойчивость дви-
жения.

В Томском филиале ИВТ СО РАН, на механико-механическом факультете ТГУ и
в НИИ прикладной математики и механики ТГУ проводятся исследования в области
создания эффективных математических моделей и алгоритмов расчета взаимодейству-
ющих твердых тел и жидкостей с пузырями, которые инициированы по заказу про-
мышленных предприятий. Создана технологическая алгоритмическая основа построе-
ния расчетных (разностных) моделей течений жидкости, контактирующей с твердыми
и упругими телами, в 2D-пространствах переменной связности, с переменными свобод-
ными и контактными границами, проводится численное моделирование многосвязных
течений несжимаемой жидкости [3–12].

Второе направление исследований связано с созданием численных моделей и алго-
ритмов математического моделирования многофазных течений сплошных сред с кон-
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тактными разрывами и свободными поверхностями, изучением влияния газовых поло-
стей (каверн) в жидкости на погруженные в нее осесимметричные твердые тела, по-
строением моделей вращения таких тел, созданием на их основе расчетных методик, а
также разработкой программно-экспериментального комплекса математического моде-
лирования многофазных и многосвязных течений жидкой среды в окрестности осесим-
метричных твердых тел [10].

В результате исследований созданы алгоритмы математического моделирования мно-
гофазных и многосвязных течений жидкой среды в окрестности осесимметричных твер-
дых тел, газожидкостной среды в условиях смены связности расчетных областей. Вы-
полнены модельные расчеты, подтверждающие работоспособность алгоритмов. Прове-
дено математическое моделирование заполнения идеальной несжимаемой жидкостью
подводной шахты, выполнены расчеты динамического взаимодействия жидкости со
стенками шахты при ее вытеснении. Установлено, что эффект динамического удара
на стенки шахты в натурных экспериментах связан с отрывом от шахтного пузыря
массы газов в форме надшахтного пузыря, поднимающегося к свободной поверхности.
Исследованы параметры области устойчивости и сходимости численных решений [5].
Разработаны методики математического моделирования взаимодействия многофазных
и многосвязных течений жидкой среды. Создан программный комплекс математиче-
ского моделирования взаимодействия многофазных и многосвязных течений жидкой
среды, порожденных движением осесимметричного твердого тела.

1. Развитие кавитационной каверны при нестационарном
обтекании пластины

На основе модели газовой динамики в переменных Лагранжа численно исследован на-
чальный этап образования кавитационной каверны, создаваемой нестационарным обте-
канием неподвижной плоской пластины. Ширина половины пластины 0.071. Падающий
с постоянной скоростью поток газа с первоначально плоской свободной поверхностью
обтекает поверхность пластины. Вектор скорости газа перпендикулярен к пластине. Под
свободной поверхностью находится невзаимодействующая среда с постоянным давле-
нием.

Этот процесс описывается классом разрывных решений уравнений идеальной газо-
вой динамики в переменных скорость и давление без учета поверхностного натяжения.
Разрывы возникают при внезапном натекании стационарного на бесконечности потока
газа на плоскую преграду в виде неподвижной плоской пластины. В некоторой окрест-
ности оси симметрии пластины развивается одномерное течение в форме распада раз-
рыва.

Система нестационарных уравнений газовой динамики в переменных Лагранжа име-
ет вид

𝑑𝜌/𝑑𝑡 = −𝜌 divW, (1)
𝜌 𝑑W/𝑑𝑡 = −grad 𝑝, (2)
𝜌 𝑑𝜀/𝑑𝑡 = −𝑝 divW, (3)

𝑑𝑥𝑖/𝑑𝑡 = 𝑊𝑖, (4)
𝑝 = (𝛾 − 1)𝜌𝜀, 𝛾 = (𝑛 + 2)/𝑛, (5)
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где 𝑑/𝑑𝑡 — оператор дифференцирования по времени вдоль траектории частиц; 𝜌 —
плотность частиц газа; 𝜀 — удельная внутренняя энергия; 𝑝 — давление; W = {𝑊𝑖},
𝑖 = 1, . . . , 𝑛, — вектор скорости; x = {𝑥𝑖}, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, — радиус-вектор; 𝑛— размерность
пространства.

В начальной области течения (0 ≤ 𝑥1 ≤ 𝐻1, 0 ≤ 𝑥2 ≤ 𝐻2) введем согласованные
с границами сетку Ωℎ ячеек и сетку 𝜔ℎ узлов, 𝐻1 — расстояние от оси симметрии до
правой границы, 𝐻2 — расстояние от пластины до верхней границы. Координаты и
вектор скорости определим в узлах 𝑥𝑖 ∈ 𝐻𝜔, W ∈ H𝜔, плотность, давление, внутренняя
энергия в ячейках 𝜌, 𝑝, 𝜀 ∈ 𝐻Ω. Масса ячейки и узла — величина постоянная во времени,
равная произведению плотности на площадь (𝑚 = 𝜌𝑉 ). По рассчитываемой площади
определим плотность узла и ячейки.

Запишем дискретные уравнения газовой динамики в переменных Лагранжа на сет-
ках [13]

𝑑𝜌/𝑑𝑡 = −𝜌DIVW, (6)
𝜌 𝑑W/𝑑𝑡 = −GRAD 𝑝, (7)
𝜌 𝑑𝜀/𝑑𝑡 = −𝑝DIVW, (8)

𝑑𝑥𝑖/𝑑𝑡 = 𝑊𝑖. (9)

(Прописными буквами обозначены дискретные операторы на сетке.)
Дополним систему уравнений граничными и начальными условиями. Начальные

значения координат определяют сетку узлов и ячеек, начальные значения вектора ско-
рости W = {0,𝑊0}, 𝑊0 < 0, всюду, кроме значений на пластине, где 𝑊0 = 0. На пла-
стине и на оси симметрии (левая граница) выполняются условия непротекания. На пра-
вой границе моделируем условия на бесконечности. Свободную границу формируем
плоскими ячейками, примыкающими к ячейкам, граничащим со свободной поверхно-
стью. В плоских ячейках давление принимаем равным давлению на свободной грани-
це. При этом в разностной схеме выполняется непрерывность давления в окрестности
свободной границы. Дискретная система уравнений (6)–(9) дополняется уравнением со-
стояния (5).

Рис. 1. Форма сеточной области течения.
Начальная скорость жидкости 𝑊0 = −10,
𝑡 = 7.0 · 10−3, 𝑑𝑡 = 5.0 · 10−8

Рис. 2. Поверхность давления, построенная по
значениям в узлах сетки (рис. 1); 𝑡 = 7.0 · 10−3,
𝑑𝑡 = 5.0 · 10−8
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Отметим, что в численном решении одновременно присутствуют области стацио-
нарного и двумерного течений, а также область одномерного течения в окрестности
левой границы — центра симметрии. В этой области течение остается одномерным до
момента прихода волны возмущения от правого конца пластины — особой точки. Срав-
нение поведения одномерного численного течения с аналитическим решением задачи о
поршне, вдвигаемом в идеальный газ с постоянной скоростью [14], показывает хорошее
согласование.

На рис. 1 приведена правая половина сеточной области течения в окрестности пла-
стины для момента времени 𝑡 = 7.0 · 10−3. Размер сетки 89 × 89. Жидкость падает на
неподвижную пластину. Свободная поверхность находится справа внизу от пластины
и искажена всплеском. Над пластиной слева, по оси симметрии, участок одномерного
решения еще не потерял одномерности от волны, идущей от правого края пластинки.
На рис. 2 показана поверхность давления для момента времени 𝑡 = 7.0 · 10−3. Сетка

Рис. 3. Фрагмент 20× 10 сетки, приведенной на рис. 1

Рис. 4. Форма сеточной области течения; 𝑡 = 5.0 · 10−2
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Рис. 5. Форма сеточной области течения для момента времени 𝑡 = 1.0 · 10−1

на поверхности не соответствует расчетной и носит иллюстративный характер. На осях
координат указаны физические размеры сеточной области. На рис. 3 приведен фраг-
мент сетки 20× 10 узлов, представленной на рис. 1, в окрестности половины пластины.
На рис. 4 показана форма сеточной области течения для момента времени 𝑡 = 5.0 ·10−2.
Свободная поверхность жидкости искажена возмущением, которое заплескивает за пла-
стину. Над пластиной участок одномерного решения уже потерял одномерность от вол-
ны, пришедшей от правого края пластинки. Сетка 89 × 89 узлов. На рис. 5 приведена
форма сеточной области течения для момента времени 𝑡 = 1.0 · 10−1.

2. Численное моделирование процесса заполнения шахты

Решалась задача о затоплении осесимметричной шахты на значительной глубине под
свободной поверхностью. Шахта единичного радиуса 𝑅 = 1 расположена под горизон-
тальной плоскостью 𝑥 = 0. Глубина шахты на порядок больше ее радиуса. Конечный
слой неподвижной несжимаемой тяжелой жидкости занимает часть верхнего полупро-
странства, исключая область соосной с шахтой газовой полусферы заданного радиуса
(𝑅0 > 𝑅), примыкающей к cрезу шахты на горизонтальной плоскости 𝑥 = 0. Газ в про-
странстве шахты и полусферы находится под начальным давлением 𝑝𝛾, которое больше,
чем гидростатическое давление на срезе шахты. Толщина слоя 𝐻 жидкости над шахтой
много больше радиуса полусферы, поэтому влияние свободной поверхности на эволю-
цию газового пузыря не учитывалось.

Течение считаем осесимметричным, а жидкость безвихревой, несжимаемой и невяз-
кой, основное влияние на изучаемое взаимодействие оказывают силы инерции давления
газа. Молекулярными эффектами пренебрегаем.

Алгоритм расчета осесимметричных потенциальных течений идеальной несжимае-
мой жидкости со свободной поверхностью основан на разностной схеме, для которой вы-
полняются разностные законы сохранения массы, импульса, энергии. Эффективность
алгоритма проверена на ряде задач. Алгоритм на основе метода базисных операторов
принадлежит к классу конечно-разностных, применяемых в расчетах нестационарных
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потенциальных течений жидкости [6, 7]. Течение в неограниченной области модели-
руется на сетках с конечным числом узлов, в силу чего появляются “вычислительные”
условия на разностных границах, моделирующих бесконечность. Граничные условия на
“разностной бесконечности” следуют из закона сохранения энергии. Ниже приводятся
результаты численного моделирования эволюции газовых пузырей в жидкости.

Безвихревое осесимметричное течение тяжелой жидкости происходит в области,
имеющей твердые и свободные границы. Возможны также границы на бесконечности.
В силу осевой симметрии задачи решение рассматривалось в области меридионального
сечения течения жидкости.

Потенциал скорости удовлетворяет уравнению Лапласа ∆𝜙 = 0 в цилиндрической
системе координат 𝑥, 𝑟. На оси симметрии и твердых границах нормальная производная
обращается в нуль. При приближении к бесконечности скорость и потенциал скорости
стремятся к нулю. Выполняются два граничных условия: кинематическое и динамиче-
ское условия непрерывности давления в окрестности границы раздела. Для потенци-
альных течений давление в фиксированной точке связано с потенциалом через интеграл
Лагранжа—Коши. Считаем, что давление газа меняется по адиабатическому закону.

В области введем связную прямоугольную неравномерную сетку узлов, согласован-
ную с твердыми границами. Ищем потенциал 𝜙 в узлах сетки 𝜔ℎ, удовлетворяющий
разностному уравнению Лапласа ∆ℎ𝜙 = 0. Для удовлетворения граничных условий на
оси симметрии и твердых границах доопределяем значения потенциала во вспомога-
тельных узлах в соответствии со значением нормальной производной 𝜕𝜙/𝜕𝑛 так, чтобы
выполнялся принцип максимума.

Границу раздела газ—жидкость определяем точками пересечения линии (поверх-
ности) раздела с линиями сетки. Кинематическое условие будет выполнено, если точ-
ки границы раздела на каждом временном шаге отождествим с частицами жидкости,
скорости которых определяются через потенциал ближайших к ним точек сетки 𝜔ℎ

(шаблона):
𝑥𝑖 = ⟨∇𝑖𝜙⟩, 𝑟𝑖 = ⟨∇2𝜙⟩.

Здесь ⟨ ⟩ означает операцию выбора шаблона. Динамическое условие аппроксимируем
в каждом узле границы раздела уравнением

𝜙𝑡 − 0.5(𝑥2
𝑡 + 𝑟2𝑡 ) + 𝑝г/𝜌 + 𝑔𝑥 = 𝐹 (𝑡),

где 𝑝г — давление газа на границе раздела; 𝐹 (𝑡) — произвольная функция времени.
В силу ограниченности сеточной области условия на бесконечности необходимо аппрок-
симировать на “вычислительных” границах. Условия на “вычислительной” границе не
должны нарушать баланса энергии либо должны быть диссипативными.

В ходе исследования баланса энергии установлена возможность такой аппроксима-
ции граничных условий непротекания и на бесконечности, при которой на соответству-
ющих границах не будет дисбалансов энергии. В этом случае кинетическая энергия
жидкости сохраняется, если нет подвижных границ раздела газ—жидкость. Наличие
таких границ меняет как массу, так и энергию. Анализируются условия устойчивости
схемы.

Вопросы точности дискретизации уравнений и граничных условий исследовались
при решении задачи Рэлея о схлопывании сферического пузыря в несжимаемой жид-
кости. Проводилось сравнение численных решений задач эволюции пузырей в жидкости
[10, 11].
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В численных расчетах эволюции пузыря возможно наступление момента, когда часть
границы пузыря с одним значением потенциала войдет в соприкосновение (сольется)
с другой частью границы, имеющей иное распределение потенциала. Для возможности
продолжения расчетов последняя модель была модифицирована [10].

Поскольку при заполнении жидкостью шахты с надшахтным пузырем в форме по-
лусферы гидростатическое давление на плоскости среза шахты больше, чем над газо-
вой полусферой, на плоскости среза шахты начинает формироваться осесимметричная
кольцевая струя тяжелой жидкости, направленная к оси симметрии шахты вдоль ее
среза. Этот момент показан на рис. 6, а, где область, занятая газом, выделена серым
цветом. Когда горизонтальная струя вдоль плоскости среза шахты достигнет оси сим-
метрии, произойдет дробление пузыря на два: надшахтный пузырь и шахтную газовую
полость, которые заживут каждый своей жизнью.

Горизонтальная осесимметричная кольцевая струя тяжелой жидкости преобразует-
ся в две вертикальные разнонаправленные струи. Подталкиваемый направленной вверх
вертикальной струей верхний надшахтный пузырь, сначала односвязный с нулевой
циркуляцией, начнет свободное всплытие, эволюционируя в многосвязный с ненулевой
циркуляцией. Возникновение многосвязности вызывается столкновением кумулятивной
струи с потолочным слоем жидкости надшахтного пузыря, порождающим гидравличе-
ское ударное возмущение, влияющее на надшахтную поверхность и струю, заполняю-
щую шахту. Вертикальная струя, направленная ко дну шахты, начнет заполнять шахту
(рис. 6, б).

а б в

Рис. 6. Схема затопления осесимметричной шахты, полученная в результате расчета
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Рис. 7. Сила (кривая 1) и импульс силы (кривая 2), действующие на дно и стенки шахты во
время заполнения ее жидкостью

Пузырь, всплывший на несколько шахтных радиусов, из расчета исключался. Осе-
симметричная струя жидкости, достигнув дна шахты и заполнив его, образует осесим-
метричную кольцевую струю вдоль стенок шахты, направленную вверх, к срезу шахты.
Газ в шахте под влиянием череды сжатий и расширений, а также вытеснения выбро-
сит к срезу шахты порцию газа. Часть газа над срезом шахты начнет отделяться от
шахтной массы газа. Расчет прекращался, когда кольцевая струя вдоль стенок шахты
достигала среза шахты (рис. 6, в). Моменты дробления пузыря, перехода односвязного
пузыря в многосвязный, достижения струей дна шахты и ее стенок сопровождались
гидравлическими ударами.

Силовое взаимодействие кольцевой струи жидкости и стенок шахты представлено на
рис. 7. Начальное давление газа в шахте 𝑃 0

г = 4 Па (см. рис. 6, а). Отмечены моменты
времени дробления пузыря, достижения заполняющей струей сначала дна шахты и
далее, при движении вдоль радиуса дна, стенки шахты. Подробно методика численного
исследования описана в [4–6].
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The research addresses the development of efficient mathematical models and algo-
rithms which described interaction between solids and liquids with bubbles. Work in
this direction was initiated by demands from the industry.

A technological basis for the construction of the algorithmic finite difference models
for fluid flows around rigid and elastic bodies was developed. The problem was examined
in 2D space with variable connectivity areas which include free and contact boundaries.
The results are used in the civil and defence fields. The author conducted the numerical
simulations of fluid flows in multiply connected domains. Currently, research in this
direction is actively progressing.

The research is also aimed at the development of the discrete numerical models and
algorithms for mathematical modeling of multiphase flows in 2D and 3D media with
contact discontinuities and free surfaces. A study how gas cavities in a fluid affect the
flow around an axially symmetric rigid body was conducted. A construction of models
for rotation of axisymmetric bodies in such flows leading to the formulation of numerical
methods was presented. The effect of the hydrodynamic shock appeared when a bubble
was released from the shaft gas cavity was confirmed numerically.

The software complex designed for mathematical modeling of multiphase flows in
the multiply liquid medium in the vicinity of axisymmetric bodies was developed.
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