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Для численного решения уравнений Эйлера и Навье — Стокса сжимаемого теп-
лопроводного газа, записанных в интегральной форме, предложен класс конеч-
но-объемных алгоритмов типа предиктор-корректор. На этапе предиктор введе-
ны специальные формы расщепления уравнений, что позволило свести решение
сеточных уравнений на дробных шагах к эффективным скалярным прогонкам.
Проведены тестовые расчеты течений. Исследованы течения газа в сужающем-
ся канале при возникновении регулярного и нерегулярного отражения, численно
подтвержден эффект существования области двойного решения в зависимости от
начальных данных.

Ключевые слова: уравнения Эйлера и Навье— Стокса, метод расщепления, ме-
тод конечных объемов, регулярное и маховское отражение волн.

Введение

Уравнения Навье—Стокса сжимаемого теплопроводного газа являются наиболее общей
моделью для описания различных классов задач в аэро- и гидродинамике. При раз-
личных предположениях о характере течений из них могут быть получены уравнения
Эйлера, пограничного слоя, уравнения вязкого и ударного слоя, параболические урав-
нения и т. д. Поэтому остается актуальной задача построения эффективных численных
алгоритмов полных уравнений Навье—Стокса. К настоящему времени литература по
разработке и использованию различных классов алгоритмов методов конечных разно-
стей (МКР) и конечных объемов (МКО) для численного решения уравнений Эйлера и
Навье—Стокса составляет тысячи публикаций, поэтому дать достаточно полный обзор
алгоритмов практически невозможно. Некоторые подходы описаны, например, в [1–17].
Использование конечно-разностных схем в криволинейных областях приводит к необ-
ходимости введения преобразований координат, являющихся отображением исходной
расчетной области в прямоугольную. Как следствие, это значительно усложняет урав-
нения и соответственно численные алгоритмы, поэтому в последние два десятилетия
особое внимание уделялось построению алгоритмов МКО [9–15].

При разработке алгоритмов МКО основные проблемы сводятся к аппроксимации
исходных областей дискретными ячейками различных типов и интегральных операто-
ров исходных уравнений, а также поиску способов решения полученных систем алгеб-
раических уравнений. Отметим, что современные алгоритмы МКО основаны главным
образом на развитии метода Годунова с целью повышения порядка аппроксимации и
получения монотонных решений [2].
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При решении многомерных задач использование явных алгоритмов не всегда целесо-
образно в силу жестких ограничений на соотношение временного и пространственных
шагов сетки. Особенно это важно при нахождении стационарного решения на осно-
ве принципа установления. Неявные алгоритмы свободны от этих ограничений (или
они значительно слабее), но при решении многомерных задач их прямое использова-
ние приводит к необходимости обращения матриц большой размерности, требующих
значительных вычислительных ресурсов при реализации алгоритмов.

Для построения эффективных алгоритмов чаще всего используются подходы с при-
менением LU-факторизации [9–18], позволяющей упростить решение и свести его к
схемам типа бегущего счета. Однако это требует обращения матриц размера 𝑚 × 𝑚
в каждом узле расчетной ячейки, где 𝑚 — число уравнений исходной системы. Ниже
используется другой подход, основанный на методе расщепления по физическим про-
цессам [7, 8].

Идеология метода расщепления состоит в сведении решения многомерной задачи
к последовательному (или параллельному) эффективному решению одномерных задач
или задач более простой структуры. Так как расщепление исходных уравнений может
быть достигнуто различными способами, как следствие, это может приводить к различ-
ным классам численных алгоритмов, построенных на основе расщепления. В работах
[7, 8, 20] метод расщепления использовался при построении экономичных численных
алгоритмов МКР решения уравнений Эйлера и Навье—Стокса сжимаемого теплопро-
водного газа. В настоящей статье этот подход был перенесен на метод конечных объемов
при аппроксимации уравнений Эйлера и Навье—Стокса, записанных в интегральной
форме.

На этапе предиктор вводилось расщепление уравнений по физическим процессам
или по физическим процессам и пространственным направлениям или использовались
специальные формы расщеплений, что позволило свести решение сеточных уравнений
на дробных шагах к скалярным прогонкам или схемам бегущего счета. На этапе коррек-
тор исходные уравнения аппроксимировались явно. Полученные схемы консервативны
и экономичны, так как их реализация сводится к решению отдельных уравнений. Опи-
сание алгоритма МКО проведено на примере уравнений Эйлера, а затем указан способ
его обобщения на уравнения Навье—Стокса сжимаемого теплопроводного газа. Апро-
бация предложенного алгоритма проведена на решении задачи о распаде произвольного
разрыва и задачи регулярного и нерегулярного отражения скачков в угловых конфи-
гурациях. Расчеты показали работоспособность метода и возможность его применения
для решения многомерных задач при использовании регулярных сеток.

1. Основы алгоритма расщепления в методе конечных объемов

Приведем уравнения Эйлера в интегральной форме в декартовых координатах [7, 18]

𝜕

𝜕𝑡

∫︁
𝑉

U𝑑𝑉 +

∫︁
𝜕𝑉

𝑊 𝑑S = 0, 𝑝 = 𝑝(𝜌, 𝑒). (1)

Здесь 𝑉 — замкнутая область произвольного объема; 𝜕𝑉 — замкнутая поверхность
объема; 𝑑S = n · 𝑑𝑆 — элемент поверхности 𝑆, умноженный на единичную нормаль n
к ней; U — вектор искомых функций, 𝑊 — матрица, состоящая из векторов столбцов
потоков через границы поверхности. Ниже при построении и реализации алгоритма для
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простоты изложения ограничимся рассмотрением двумерных уравнений. Обобщение
алгоритмов на трехмерные уравнения подобно двумерному случаю. Тогда в системе
уравнений (1) вектор U и матрица 𝑊 соответственно равны

U =

⎛⎜⎜⎝
𝜌
𝜌𝑣1
𝜌𝑣2
𝐸

⎞⎟⎟⎠ , 𝑊 =

⎛⎜⎜⎝
𝜌𝑣1 𝜌𝑣2

𝜌𝑣21 + 𝑝 𝜌𝑣1𝑣2
𝜌𝑣1𝑣2 𝜌𝑣22 + 𝑝
𝐻𝑣1 𝐻𝑣2

⎞⎟⎟⎠ , 𝐻 = 𝐸 + 𝑝, (2)

где 𝜌, 𝑝, v = (𝑣1, 𝑣2)
𝑇 — плотность, давление и вектор скорости; 𝐸 = 𝜌(𝑒 + 𝑣2/2) —

полная энергия (𝑒 — внутренняя энергия); 𝑣2 = 𝑣21 + 𝑣22. Для определенности зададим
уравнение состояния идеального газа в виде 𝑝 = (𝛾 − 1)𝜌𝑒.

При построении численного алгоритма, основанного на методе конечных объемов,
воспользуемся идеологией расщепления [1, 7, 8]. Представим матрицу потоков 𝑊 в виде
суммы двух матриц

𝑊 = 𝑊1 + 𝑊2,

𝑊1 =

⎛⎜⎜⎝
𝜌𝑣1 𝜌𝑣2
𝜌𝑣21 𝜌𝑣1𝑣2
𝜌𝑣1𝑣2 𝜌𝑣22

𝜌𝑣2𝑣1/2 𝜌𝑣2𝑣2/2

⎞⎟⎟⎠ , 𝑊2 =

⎛⎜⎜⎝
0 0
𝑝 0
0 𝑝

𝐻1𝑣1 𝐻1𝑣2

⎞⎟⎟⎠ , 𝐻1 = 𝑝 + 𝜌𝑒. (3)

Первая из них 𝑊1 содержит конвективные члены во всех уравнениях, а вторая 𝑊2 —
оставшиеся члены (члены с давлением и внутренней энергией). Расщепление (3) ана-
логично расщеплению по физическим процессам для уравнений, записанных в диф-
ференциальной форме [7, 8]. Тогда расщепленную систему уравнений Эйлера можно
представить в виде системы двух уравнений

1

2

𝜕

𝜕𝑡

∫︁
𝑉

U𝑑𝑉 +

∫︁
𝜕𝑉

𝑊1𝑑S = 0,
1

2

𝜕

𝜕𝑡

∫︁
𝑉

U𝑑𝑉 +

∫︁
𝜕𝑉

𝑊2𝑑S = 0, (4)

слабо аппроксимирующих исходную систему уравнений (1), (2). В скалярном виде эти
уравнения принимают вид

1

2

∫︁
𝑉

𝜕𝜌

𝜕𝑡
𝑑𝑉 +

∫︁
𝜕𝑉

(𝜌v)𝑑S = 0,

1

2

∫︁
𝑉

𝜕

𝜕𝑡
𝜌𝑣1𝑑𝑉 +

∫︁
𝜕𝑉

(𝜌𝑣1v)𝑑S = 0,

1

2

∫︁
𝑉

𝜕

𝜕𝑡
𝜌𝑣2𝑑𝑉 +

∫︁
𝜕𝑉

(𝜌𝑣2v)𝑑S = 0,

1

2

∫︁
𝑉

𝜕

𝜕𝑡
𝐸𝑑𝑉 +

∫︁
𝜕𝑉

(𝜌𝑣2/2)v)𝑑S = 0 →
1

2

∫︁
𝑉

𝜕𝑝

𝜕𝑡
𝑑𝑉 = 0,

1

2

∫︁
𝑉

𝜕𝜌

𝜕𝑡
𝑑𝑉 = 0,

1

2

∫︁
𝑉

𝜕

𝜕𝑡
𝜌𝑣1𝑑𝑉 +

∫︁
𝜕𝑉

(𝑝e1)𝑑S = 0,

1

2

∫︁
𝑉

𝜕

𝜕𝑡
𝜌𝑣2𝑑𝑉 +

∫︁
𝜕𝑉

(𝑝e2)𝑑S = 0,

1

2

∫︁
𝑉

𝜕

𝜕𝑡
𝐸𝑑𝑉 +

∫︁
𝜕𝑉

(𝜌𝑒 + 𝑝)v)𝑑S = 0.

Здесь e1 = (1, 0), e2 = (0, 1) — базис декартовой системы координат.
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Расщепленное уравнение энергии
1

2

∫︁
𝑉

𝜕𝐸

𝜕𝑡
𝑑𝑉 +

∫︁
𝜕𝑉

(𝜌𝑣2/2)v·𝑑S = 0 эквивалентно урав-

нению для давления
1

2

∫︁
𝑉

𝜕𝑝

𝜕𝑡
𝑑𝑉 = 0. Действительно, уравнение энергии в дифференци-

альном виде
1

2

𝜕𝐸

𝜕𝑡
=

2∑︀
𝑖=1

𝜕

𝜕𝑥𝑖

(𝜌𝑣2/2)𝑣𝑖 = 0 после его дифференцирования и исключения из

него плотности и скорости эквивалентно уравнению для давления в дифференциальной
𝜕𝑝

𝜕𝑡
= 0 или соответственно в интегральной

∫︁
𝑉

𝜕𝑝

𝜕𝑡
𝑑𝑉 = 0 форме. Таким образом, рас-

щепление по физическим процессам позволило упростить уравнения (4), фактически
уменьшив число решаемых уравнений для каждой подсистемы на одно уравнение.

Исходные уравнения (1)–(3) будем решать в расчетной области 𝑉 × (0, 𝑇 ). Во вре-
менном интервале (0, 𝑇 ) введем равномерную сетку с шагом 𝜏 = 1/𝑁 , где 𝑁 — число
временных шагов, а в замкнутой расчетной области 𝑉 — регулярную сетку, состоящую
из ячеек 𝑉𝑖 в виде четырехугольников (рис. 1). В каждой ячейки может быть введена
параметризация по формуле 𝑥𝑖 = 𝑥𝑖(𝑞𝑖), где 𝑞𝑖 изменяют свои значения в единичном
квадрате.

Введем усреднение искомых функций по элементарной ячейке 𝜔 = 𝑉𝑖,𝑗 и аппрокси-

мируем интегральные операторы
∫︁
𝜕𝑉

𝑊𝑙 𝑑S (𝑙 = 1, 2) на границах ячеек по следующим

формулам [18]:

U𝑖,𝑗 =
1

𝜔

∫︁
𝑉

U𝑑𝑉, Ω𝑙ℎ =

∫︁
𝜕V

𝑊𝑙 𝑑S = ∆𝑖(S𝑊𝑙)𝑖,𝑗 + ∆𝑗(S𝑊𝑙)𝑖,𝑗,

∆𝑖(S𝑊𝑙)𝑖,𝑗 = (S𝑊𝑙)𝑖+1/2,𝑗 − (S𝑊𝑙)𝑖−1/2,𝑗,

∆𝑗(S𝑊𝑙)𝑖,𝑗 = (S𝑊𝑙)𝑖,𝑗+1/2 − (S𝑊𝑙)𝑖,𝑗−1/2. (5)

Здесь (S𝑊𝑙)𝑖±1/2,𝑗, (S𝑊𝑙)𝑖,𝑗±1/2 — аппроксимация потоков в (5) через грани 𝑆 ячейки
𝑉𝑖,𝑗, на которых задаются потоки. С учетом введенных обозначений конечно-объемная
схема предиктор-корректор:

Рис. 1. Расчетная сетка
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𝜔
U𝑛+1/4 −U𝑛

𝜏𝛼
+ Ω

𝑛+1/4
1ℎ = 0,

𝜔
U𝑛+2/4 −U𝑛+1/4

𝜏𝛼
+ Ω

𝑛+2/4
2ℎ = 0,

𝜔
U𝑛+1 −U𝑛

𝜏
+ Ω

𝑛+1/2
ℎ = 0, (6)

где Ωℎ = Ω1ℎ +Ω2ℎ, а интегральные выражения приближены по формулам (5), аппрок-
симирует исходные уравнения с порядком 𝑂(𝜏𝑚 + ℎ2). Здесь ℎ =

√
𝜔, а 𝑚 = 2, если

весовой множитель 𝛼 = 0.5 + 𝑂(𝜏), иначе 𝑚 = 1. По построению конечно-объемная
схема (6) консервативна для каждой ячейки и при 𝛼 ̸= 0 является нелинейной. Оста-
новимся на ее реализации. На первом дробном шаге схемы (6) систему уравнений для
отдельной ячейки представим в виде

𝜔
Ũ𝑛+1/4 − Ũ𝑛

𝜏𝛼
+ Ω̃

𝑛+1/4
1ℎ = 0, 𝜔

𝑝𝑛+1/4 − 𝑝𝑛

𝜏𝛼
= 0, (7)

где

Ũ = (𝜌, 𝜌𝑣1, 𝜌𝑣2)
𝑇 , W̃1 = v · Ũ, Ω

𝑛+1/4
1ℎ = ∆𝑖(𝑆v · Ũ)

𝑛+1/4
𝑖,𝑗 + ∆𝑗(𝑆v · Ũ)

𝑛+1/4
𝑖,𝑗 .

Введение расщепления (4) позволило представить уравнения (7) в виде расщеплен-
ных уравнений движения и неразрывности, а уравнение энергии свести к уравнению для
давления, из которого следует, что 𝑝𝑛+1/4 = 𝑝𝑛, т. е. давление переносится с предыдуще-
го временного слоя. Для решения оставшихся уравнений введем линеаризацию вектора
потоков по формуле (v · Ũ)𝑛+1/4 ≈ v𝑛 · Ũ𝑛+1/4. Тогда вместо (7) получаем конечно-
объемную схему

𝜔
Ũ𝑛+1/4 − Ũ𝑛

𝜏𝛼
+ ∆𝑖(𝑆v

𝑛 · Ũ𝑛+1/4) + ∆𝑗(𝑆v
𝑛 · Ũ𝑛+1/4) = 0.

Известно, что симметричная аппроксимация интегральных операторов может при-
водить к немонотонным решениям, поэтому на этапе предиктор может быть рассмот-
рена их аппроксимация с первым порядком несимметричными операторами (с учетом
знака проекции вектора скорости на соответствующую нормаль к границе 𝑆 ячейки
𝑉𝑖,𝑗) по формуле

(𝑆𝑅)𝑚±1/2 =
1

2
𝑆𝑚±1/2 [(𝑅𝑚±1 + 𝑅𝑚) ∓ sgn (v𝑛)(𝑅𝑚±1 −𝑅𝑚)] , (8)

где 𝑚 = 𝑖, 𝑗, а 𝑅 = v𝑛 · Ũ𝑛+1/4. Схема (8) может быть реализована различными спо-
собами: векторными прогонками для каждой компоненты вектора, итерационными ме-
тодами (например, с использованием LU-факторизации) или введением расщепления
по пространственным направлениям. Остановимся на последнем подходе. Представим
схему (8) в виде расщепления по пространственным направлениям:

𝜔
Ũ𝑛+1/8 − Ũ𝑛

𝜏𝛼
+ ∆𝑖(𝑆v

𝑛 · Ũ𝑛+1/8) = 0,

𝜔
Ũ𝑛+1/4 − Ũ𝑛+1/8

𝜏𝛼
+ ∆𝑗(𝑆v

𝑛 · Ũ𝑛+1/4) = 0. (9)
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Решение уравнений (9) на каждом дробном шаге может быть получено независимо для
всех компонент скорости и плотности скалярными прогонками по каждому простран-
ственному направлению по схемам первого (8) или второго (7) порядков аппроксимации
потоков.

На втором дробном шаге схемы (6) система уравнений для отдельной ячейки может
быть представлена в виде

𝜔
Ū𝑛+2/4 − Ū𝑛+1/4

𝜏𝛼
+ Ω̄

𝑛+2/4
2ℎ = 0, 𝜔

𝜌𝑛+2/4 − 𝜌𝑛+1/4

𝜏𝛼
= 0, (10)

откуда следует, что 𝜌𝑛+2/4 = 𝜌𝑛+1/4. Здесь

Ū =

⎛⎜⎜⎝
𝜌𝑣1
𝜌𝑣2

𝑝

𝛾 − 1
+ 𝜌

𝑣2

2

⎞⎟⎟⎠ , Ω2ℎ =
2∑︁

𝑙=1

∆𝑙(𝑆�̄�2), W̄ =

⎛⎝ 𝑝 0
0 𝑝

𝑏𝑝𝑣1 𝑏𝑝𝑣2

⎞⎠ , 𝑏 =
𝛾

(𝛾 − 1)
.

(11)
Относительно вектора Ū схема (10) нелинейна. В качестве искомых функций выберем
вектор f = (𝜌𝑣1, 𝜌𝑣2, 𝑝)𝑇 и относительно него линеаризуем векторы Ū и W̄ по формулам

Ū𝑛+2/4 = Ū𝑛+1/4 + A𝑛(f𝑛+2/4 − f𝑛+1/4) + 𝑂(𝜏 2) = A𝑛 · f𝑛+2/4 + 𝑂(𝜏 2),

W̄
𝑛+2/4
2ℎ = W̄

𝑛+1/4
2ℎ + B̄𝑛(Ū𝑛+2/4 − Ū𝑛+1/4) + 𝑂(𝜏 2) = C𝑛 · f𝑛+2/4 + 𝑂(𝜏 2). (12)

Здесь U = A · f , C = B̄ ·A, A = 𝜕Ū/𝜕f , B̄ = 𝜕W̄/𝜕Ū,

f =

⎛⎝ 𝜌𝑣1
𝜌𝑣2
𝑝

⎞⎠ , A =

⎛⎝ 1 0 0
0 1 0
𝑣1 𝑣2 1/(𝛾 − 1)

⎞⎠ , C =

⎛⎝ 0 0 𝑛1

0 0 2

𝑏𝑛1 𝑏𝑛2 𝑏v

⎞⎠ .

Так как конечно-объемная схема (10) аппроксимирует систему уравнений с первым
порядком по времени, без потери точности матричные операторы A,B на дробных
временных шагах могут быть выбраны на 𝑛-м шаге. Тогда в силу соотношений (10)
из (12) получим линейную схему

𝜔
f𝑛+2/4 − f𝑛+1/4

𝜏𝛼
+ (A−1)𝑛 ¯̄Ω

𝑛+2/4

2ℎ = 0. (13)

Пусть C̄ = A−1 ·C. Тогда

(A−1)𝑛 ¯̄Ω
𝑛+2/4

2ℎ ≈ Ω̃
𝑛+2/4
2ℎ = ∆𝑖(𝑆C̄

𝑛f𝑛+2/4) + ∆𝑗(𝑆C̄
𝑛f𝑛+2/4) = (A−1)𝑛 ¯̄Ω

𝑛+2/4

2ℎ + 𝑂(ℎ), (14)

и с учетом соотношений (12) схема (13) примет вид

𝜔
f𝑛+2/4 − f𝑛+1/4

𝜏𝛼
+ [∆𝑖(𝑆C

𝑛 · f𝑛+2/4) + ∆𝑗(𝑆C
𝑛 · f𝑛+2/4)] = 0.

Введем расщепление по пространственным направлениям:

𝜔
f𝑛+3/8 − f𝑛+2/8

𝜏𝛼
+ ∆𝑖(𝑆C

𝑛 · f𝑛+2/8) = 0,
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𝜔
f𝑛+1/2 − f𝑛+3/8

𝜏𝛼
+ ∆𝑗(𝑆C

𝑛 · f𝑛+1/2) = 0. (15)

Для повышения устойчивости алгоритма на дробных шагах будем использовать
несимметричную аппроксимацию потоков через границы ячейки (8). На дробных ша-
гах схема (15) реализуется скалярными прогонками. Покажем это на примере третьего
дробного шага этапа предиктор, например 𝑡 = (𝑣𝑛1𝑛1 + 𝑣𝑛2𝑛2)𝑖,𝑗 ≥ 0. В скалярной форме
на слое (𝑛 + 3)/8 уравнения (15) имеют вид

𝜔𝜌𝑛+1/4
𝑣
𝑛+3/8
1 − 𝑣

𝑛+1/4
1

𝜏𝛼
+ 𝑆+1∆𝑖+1/2𝑝

𝑛+3/8
𝑖,𝑗 = 0,

𝜔𝜌𝑛+1/4
𝑣
𝑛+3/8
2 − 𝑣

𝑛+1/4
2

𝜏𝛼
+ 𝑆+2∆𝑖+1/2𝑝

𝑛+3/8
𝑖,𝑗 = 0,

𝜔
𝑝𝑛+3/8 − 𝑝𝑛+1/4

𝜏𝛼
= −𝛾𝑝𝑛𝑆𝑖−1/2,𝑗∆𝑖−1/2(𝑛1𝑣

𝑛+3/8
1 + 𝑛2𝑣

𝑛+3/8
2 )𝑖,𝑗 − 𝑡𝑆𝑖−1/2,𝑗∆𝑖−1/2𝑝

𝑛+3/8
𝑖,𝑗 ,

где ∆𝑖±1/2𝑓𝑖,𝑗 = ±(𝑓𝑖±1,𝑗 − 𝑓𝑖,𝑗); 𝑆±𝑙 = 𝑆𝑖±1/2,𝑗𝑛𝑙 (𝑙 = 1, 2) — нормаль вектора скоро-
сти к ребру 𝑆𝑖±1/2,𝑗. Исключая значение компонент скоростей 𝑣

𝑛+3/8
𝑗 из уравнения для

давления, получим для него уравнение[︃
1 + 𝑟𝑡𝑆𝑖−1/2,𝑗∆𝑖−1/2 − 𝑟2

(︃
𝑆−1∆𝑖−1/2

1

𝜌𝑛+1/4
𝑆+1∆𝑖+1/2−

−𝑆−2∆𝑖−1/2

1

𝜌𝑛+1/4
𝑆+2∆𝑖+1/2

)︃]︃
𝑝
𝑛+3/8
𝑖,𝑗 = 𝑓𝑝,

где 𝑟 = 𝜏𝛼/𝜔; 𝑓𝑝 = 𝑝𝑛+1/4 − 𝑟𝑆𝑖−1/2,𝑗∆𝑖−1/2(𝑛1𝑣
𝑛+1/2
1 + 𝑛2𝑣

𝑛+1/2
2 )𝑖,𝑗. Его решение находит-

ся трехточечной скалярной прогонкой, после чего явно определяются новые значения
компонент скоростей по формулам

𝑣
𝑛+3/8
1 = 𝑣

𝑛+1/4
1 − 𝑟0𝑆+1∆𝑖+1/2𝑝

𝑛+3/8
𝑖,𝑗 , 𝑣

𝑛+3/8
2 = 𝑣

𝑛+1/4
2 − 𝑟0𝑆+2∆𝑖+1/2𝑝

𝑛+3/8
𝑖,𝑗 ,

𝑟0 = 𝑟/𝜌𝑛+1/4.

Напомним, что плотность вычислялась явно, ее значение переносилось с предыдущего
временного слоя.

На четвертом дробном шаге схема (15) реализуется аналогично: скалярной прогон-
кой в направлении 𝑥2 находится значение давления 𝑝𝑛+1/2, после чего явно вычисляют-
ся новые значения компонент скоростей 𝑣

𝑛+1/2
1 и 𝑣

𝑛+1/2
2 . На этом решение уравнений на

этапе предиктор заканчивается.
Таким образом, решение уравнений Эйлера на этапе предиктор свелось к скаляр-

ным прогонкам по каждому пространственному направлению, причем число прогонок
по каждому направлению совпадает с числом уравнений. На этапе корректор новые
значения функций вычислялись по явным формулам

𝜔
U𝑛+1

𝑖,𝑗 −U𝑛
𝑖,𝑗

𝜏
+ ∆𝑖(S𝑊 )

𝑛+1/2
𝑖,𝑗 + ∆𝑗(S𝑊 )

𝑛+1/2
𝑖,𝑗 = 0. (16)
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Симметричная аппроксимация уравнений на этапе корректор может приводить к ос-
цилляциям решения. Для их устранения вводится монотонизирующий оператор сгла-
живания по каждому пространственному направлению второго порядка малости по
формулам

∆𝑘𝑔𝑘 = 𝑔𝑘+1/2 − 𝑔𝑘−1/2 − sgn(𝑉 )
(︀
𝜀𝑘+1/2∆𝑘+1/2𝑔𝑘 − 𝜀𝑘−1/2∆𝑘−1/2𝑔𝑘

)︀
.

Здесь 𝑉 — скорость; 𝜀𝑘±1/2 = (𝜀𝑘 + 𝜀𝑘±1)/2, ∆𝑘±1/2𝑔𝑘 = ±(𝑔𝑘±1 − 𝑔𝑘),

𝜀𝑘 =
|∆𝑘+1/2𝑔𝑘 − ∆𝑘−1/2𝑔𝑘|
|∆𝑘+1/2𝑔𝑘| + |∆𝑘−1/2𝑔𝑘|

или 0, если |∆𝑘+1/2𝑔𝑘| + |∆𝑘−1/2𝑔𝑘| = 0.

При 𝜀𝑘 ≡ 1 схема (16) является противопотоковой схемой первого порядка. Пред-
ложенный алгоритм экономичен по числу операций на узел сетки, обладает свойством
консервативности для каждой расчетной ячейки и, как показали расчеты, устойчив
в широком диапазоне параметров сетки.

2. Алгоритм расщепления для уравнений Навье—Стокса

Рассмотрим уравнения Навье—Стокса вязкого сжимаемого теплопроводного газа при
отсутствии внешних сил в виде системы интегральных законов сохранения [7, 17]:

𝜕

𝜕𝑡

∫︁
𝑉

U 𝑑𝑉 +

∫︁
𝜕𝑉

𝑊 𝑑S = 0, (17)

где U — вектор искомых функций, а 𝑊 — матрица, составленная из столбцов потоков
через границу элементарного объема, т. е.

U =

⎛⎜⎜⎝
𝜌
𝜌𝑣1
𝜌𝑣2
𝐸

⎞⎟⎟⎠ , 𝑊 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝜌𝑣1 𝜌𝑣2

𝜌𝑣21 + 𝑝− 𝜎1
1 𝜌𝑣1𝑣2 − 𝜎1

2

𝜌𝑣1𝑣2 − 𝜎2
1 𝜌𝑣22 + 𝑝− 𝜎2

2

(𝐸 + 𝑝)𝑣1 −𝑄1 −
2∑︀

𝑙=1

𝑣𝑙𝜎
𝑙
1 (𝐸 + 𝑝)𝑣2 −𝑄2 −

2∑︀
𝑙=1

𝑣𝑙𝜎
𝑙
2

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , (18)

а элементы тензора вязких напряжений 𝜎𝑖
𝑗 и тепловые потоки 𝑄𝑗 равны

𝜎1
1 = 2𝜇

𝜕𝑣1

𝜕𝑥1

+ 𝜆 divv, 𝜎2
2 = 2𝜇

𝜕𝑣2

𝜕𝑥2

+ 𝜆 divv,

𝜎2
1 = 𝜎1

2 = 𝜇

(︃
𝜕𝑣1

𝜕𝑥2

+
𝜕𝑣2

𝜕𝑥1

)︃
, 𝑄𝑗 = 𝑘𝜕𝑇/𝜕𝑥𝑗.

Здесь divv =
𝜕𝑣1

𝜕𝑥1

+
𝜕𝑣2

𝜕𝑥2

; 𝜆 = 𝜇′−
2

3
𝜇 (𝜇, 𝜇′ — коэффициенты первой и второй вязкости);

𝑘 — коэффициент теплопроводности. Для замыкания системы (17) заданы уравнения
состояния в виде

𝑝 = 𝑝(𝜌, 𝑒) = (𝛾 − 1)𝜌𝑒, 𝑒 = 𝑒(𝑇 ) = 𝑇 (19)

и зависимости коэффициентов вязкости и теплопроводности от температуры [7].
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При вычислении потоков на гранях ячейки для уравнений Навье—Стокса (17) и (19),
наряду с газодинамическими переменными, необходимо аппроксимировать члены 𝜎𝑖

𝑗

и 𝑄𝑗, содержащие производные от скорости и температуры на границах ячейки, не
совпадающих с осями декартовых координат. Поэтому введем невырожденное преобра-
зование системы координат

𝑞𝑙 = 𝑞𝑙(𝑥1, 𝑥2), 𝑙 = 1, 2,

отображающее ячейку в единичный квадрат. Тогда

𝜕

𝜕𝑥𝑗

= 𝑧1𝑗
𝜕

𝜕𝑞1
+ 𝑧2𝑗

𝜕

𝜕𝑞2
, 𝑧𝑙𝑗 =

𝜕𝑞𝑙

𝜕𝑥𝑗

.

Коэффициенты 𝑧𝑙𝑗 и производные 𝜕/𝜕𝑞𝑗 будем аппроксимировать симметричными опе-
раторами:(︃

𝜕𝑞1

𝜕𝑥1

,
𝜕𝑞1

𝜕𝑥2

)︃
𝑖+1/2

=
∆𝑞1

𝑉𝑖+1/2

(𝑆𝑥1 , 𝑆𝑥2)
𝐼
𝑖+1/2,

(︃
𝜕𝑞2

𝜕𝑥1

,
𝜕𝑞2

𝜕𝑥2

)︃
𝑖+1/2

=
∆𝑞2

𝑉𝑖+1/2

(𝑆𝑥1 , 𝑆𝑥2)
𝐽
𝑖+1/2.

После преобразований матрица 𝑊 примет вид

𝑊 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝜌𝑣1 𝜌𝑣2

𝜌𝑣21 + 𝑝− �̄�1
1 𝜌𝑣1𝑣2 − �̄�1

2

𝜌𝑣1𝑣2 − �̄�2
1 𝜌𝑣22 + 𝑝− �̄�2

2

(𝐸 + 𝑝)𝑣1 − �̄�1 −
2∑︀

𝑙=1

𝑣𝑙�̄�
𝑙
1 (𝐸 + 𝑝)𝑣2 − �̄�2 −

2∑︀
𝑙=1

𝑣𝑙�̄�
𝑙
2

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

где

�̄�1
1 = (2𝜇𝑧11 + 𝜆𝑧11)

𝜕𝑣1

𝜕𝑞1
, �̄�2

2 = (2𝜇𝑧22 + 𝜆𝑧22)
𝜕𝑣2

𝜕𝑞2
, �̄�2

1 = 𝜇𝑧12
𝜕𝑣2

𝜕𝑞1
, �̄�1

2 = 𝜇𝑧21
𝜕𝑣1

𝜕𝑞2
.

Введем по аналогии с расщеплением уравнений Эйлера расщепление по физическим
процессам:

𝑊 = 𝑊1 + 𝑊2,

𝑊1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝜌𝑣1 𝜌𝑣2

𝜌𝑣21 − �̄�1
1 𝜌𝑣1𝑣2 − �̄�1

2

𝜌𝑣1𝑣2 − �̄�2
1 𝜌𝑣22 − �̄�2

2

𝜌
𝑣2

2
𝑣1 − �̄�1 −

2∑︀
𝑙=1

𝑣𝑙�̄�
𝑙
1 𝜌

𝑣2

2
𝑣2 − �̄�2 −

2∑︀
𝑙=1

𝑣𝑙�̄�
𝑙
2

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

𝑊2 =

⎛⎜⎜⎝
0 0
𝑝 0
0 𝑝

(𝑒𝜌 + 𝑝)𝑣1 (𝑒𝜌 + 𝑝)𝑣2

⎞⎟⎟⎠ .

Матрица 𝑊1 включает конвективные и диссипативные члены (вязкие члены в урав-
нениях движения и члены с теплопроводностью в уравнении энергии), а 𝑊2 — члены
с давлением, как и при расщеплении уравнений Эйлера (2).
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В [7] в исходных уравнениях при расщеплении по физическим процессам вводилось
расщепление векторов потоков на три вида: инерционные или конвективные, обуслов-
ленные градиентом давления и обусловленные диссипативными эффектами вязкости и
теплопроводности. Там же отмечалось, что введение расщепления по физическим про-
цессам и пространственным направлениям для уравнений Навье—Стокса, записанных
в дифференциальной форме, не позволяет свести их к решению одномерных задач, так
как элементы тензора напряжений 𝜎𝑘

𝑙 содержат производные по каждому направлению.
Поэтому вязкие и диссипативные члены сохраним в операторе𝑊1. Тогда уравнения (18)
и (19) могут быть представлены в виде расщепленной системы, слабо аппроксимирую-
щей уравнения Навье—Стокса [1, 7]:

1

2

𝜕

𝜕𝑡

∫︁
𝑉

U 𝑑𝑉 +

∫︁
𝜕𝑉

𝑊1𝑑S = 0,
1

2

𝜕

𝜕𝑡

∫︁
𝑉

U 𝑑𝑉 +

∫︁
𝜕𝑉

𝑊2𝑑S = 0. (20)

Для построения экономичных схем, реализуемых скалярными прогонками, в опе-
раторе 𝑊1 сохраним лишь часть вязких членов, перенеся остальные в вектор правых
частей, т. е. перепишем уравнения (20) в виде

1

2

𝜕

𝜕𝑡

∫︁
𝑉

U 𝑑𝑉 +

∫︁
𝜕𝑉

W̄1 · 𝑑S =

∫︁
𝜕𝑉

F · 𝑑S, (21)

1

2

𝜕

𝜕𝑡

∫︁
𝑉

U 𝑑𝑉 +

∫︁
𝜕𝑉

𝑊2𝑑S = 0, (22)

где

W̄1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝜌𝑣1 𝜌𝑣2

𝜌𝑣21 − 𝜉11
𝜕𝑣1

𝜕𝑞1
𝜌𝑣1𝑣2 − 𝜉21

𝜕𝑣1

𝜕𝑞2

𝜌𝑣1𝑣2 − 𝜉12
𝜕𝑣2

𝜕𝑞1
𝜌𝑣22 − 𝜉22

𝜕𝑣1

𝜕𝑞2

𝜌𝑣1 · 𝑣2/2 − �̄�1

𝜕𝑇

𝜕𝑞1
𝜌𝑣2 · 𝑣2/2 − �̄�2

𝜕𝑇

𝜕𝑞2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
; F = 𝑊 − W̄1;

𝜉11 = (2𝜇𝑧11 + 𝜆𝑧11), 𝜉22 = (2𝜇𝑧22 + 𝜆𝑧22), 𝜉21 = 𝜇𝑧21 , 𝜉12 = 𝜇𝑧12 ; 𝑘𝑙 = 𝜅𝑧𝑙𝑙 (𝑙 = 1, 2).

В качестве искомых функций выберем вектор f = (𝜌, 𝜌𝑣1, 𝜌𝑣2, 𝜌𝑇 )𝑇 или f = (𝜌, 𝜌𝑣1, 𝜌𝑣2, 𝑝)𝑇 .
Тогда с учетом (19) получим 𝐸 = 𝜌𝑇 + 𝜌𝑣2/2 и система уравнений (22) может быть пе-
реписана в виде

1

2

𝜕

𝜕𝑡

∫︁
𝑉

U 𝑑𝑉 +

∫︁
𝜕𝑉

¯̄W · 𝑑S = F1, (23)

¯̄W =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝜌𝑣1 𝜌𝑣2

𝜌𝑣21 − 𝜉11
𝜕𝑣1

𝜕𝑞1
𝜌𝑣1𝑣2 − 𝜉21

𝜕𝑣1

𝜕𝑞2

𝜌𝑣1𝑣2 − 𝜉12
𝜕𝑣2

𝜕𝑞1
𝜌𝑣22 − 𝜉22

𝜕𝑣1

𝜕𝑞2

−�̄�1

𝜕𝑇

𝜕𝑞1
−�̄�2

𝜕𝑇

𝜕𝑞2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, F1 =

∫︁
𝜕𝑉

F · 𝑑S−
1

2

𝜕

𝜕𝑡

∫︁
𝑉

⎛⎜⎜⎝
0
0
0

𝜌𝑣2/2

⎞⎟⎟⎠ 𝑑𝑉.
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Аппроксимируем интегральные операторы
∫︁
𝜕𝑉

𝑊𝑙 𝑑S сеточными операторами:

Ω𝑙ℎ =

∫︁
𝜕𝑉

𝑊𝑙 𝑑S = ∆𝑖(S𝑊𝑙)𝑖,𝑗 + ∆𝑗(S𝑊𝑙)𝑖,𝑗 = Ω1𝑙ℎ + Ω2𝑙ℎ,

где ∆𝑚(S𝑊𝑙)𝑚 = (S𝑊𝑙)𝑚+1/2− (S𝑊𝑙)𝑚−1/2, а (S𝑊𝑙)𝑚±1/2 — потоки через грани 𝑆 ячейки
𝑉𝑖,𝑗 по направлению 𝑚. Тогда схема предиктор-корректор

𝜔
f𝑛+1/8 − f𝑛

𝜏𝛼
+ Ω

𝑛+1/8
11ℎ = 0, 𝜔

f𝑛+2/8 − f𝑛+1/8

𝜏𝛼
+ Ω

𝑛+2/8
12ℎ = 0,

𝜔
f𝑛+3/8 − f𝑛+2/8

𝜏𝛼
+ Ω

𝑛+3/8
21ℎ = 0, 𝜔

f𝑛+1/2 − f𝑛+3/8

𝜏𝛼
+ Ω

𝑛+1/2
22ℎ = 0,

𝜔
U𝑛+1 −U𝑛

𝜏
+ Ω

𝑛+1/2
ℎ = 0 (24)

с расщеплением операторов по физическим процессам и пространственным направ-
лениям аппроксимирует уравнения Навье—Стокса (17) с порядком 𝑂(𝜏 2 + ℎ2) при
𝛼 = 0.5 + 𝑂(𝜏). Так как на этапе предиктор уравнения аппроксимируются с первым
порядком по времени, вектор F1 без потери порядка аппроксимации исключается из
первого дробного шага.

Остановимся на реализации схемы (24). На первом дробном шаге после линеариза-
ции оператора Ω

𝑛+1/8
11ℎ подобно (7) система уравнений может быть представлена в виде

𝜔
f𝑛+1/8 − f𝑛

𝜏𝛼
+ ∆𝑖(𝑅1f

𝑛+1/8) = 0, (25)

где f =

⎛⎜⎜⎝
𝜌
𝜌𝑣1
𝜌𝑣2
𝜌𝑇

⎞⎟⎟⎠; 𝑅1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑡1 0 0 0

0 𝑡1 − 𝜉11𝑆1∆𝑖+1/2

1

𝜌𝑛
0 0

0 0 𝑡1 − 𝜉12𝑆1∆𝑖+1/2

1

𝜌𝑛
0

0 0 0 −�̄�1𝑆1∆𝑖+1/2

1

𝜌𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
;

𝑡1 = 𝑣1𝑆1 + 𝑣2𝑆2; ∆𝑖±1/2𝑓𝑖,𝑗 = ±(𝑓𝑖±1,𝑗 − 𝑓𝑖,𝑗); ∆𝑖𝑓𝑖,𝑗 = 𝑓𝑖+1/2,𝑗 − 𝑓𝑖−1/2,𝑗; 𝑆𝑙 — проекция
границы 𝑆 ячейки на ось 𝑥𝑙. Как следует из вида оператора 𝑅1, система уравнений (25)
для каждой компоненты вектора f может быть представлена в виде[︃

𝐼 +
𝜏𝛼

𝜔
∆𝑖

(︃
𝑡0 − 𝑟𝑆1∆𝑖+1/2

1

𝜌𝑛

)︃]︃
𝑓𝑛+1/4 = 𝑓𝑛, 𝑡0 = (𝑡1, 𝑡1, 𝑡1, 0), 𝑟 = (0, 𝜉11 , 𝜉

1
2 , �̄�),
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т. е. все уравнения решаются независимо друг от друга скалярными трехточечными
прогонками. На втором дробном шаге схемы (24) уравнения

𝜔
f𝑛+2/4 − f𝑛+1/4

𝜏𝛼
+ ∆𝑖(𝑅2f

𝑛+2/4) = 0

решаются скалярными прогонками по второму пространственному направлению подоб-
но первому дробному шагу. На третьем и четвертом дробных шагах на этапе предиктор
реализация схем аналогична схеме (15), так как матрица 𝑊2 совпадает для уравнений
Эйлера и Навье—Стокса.

На этапе корректор схема (24) реализуется явно по известным значениям функций,
найденных на этапе предиктор. При проведении расчетов при больших числах Рей-
нольдса, когда влияние вязкости минимально, на этапе предиктор члены с вязкостью
могут быть опущены, т. е. решение уравнений сводится к решению уравнений Эйлера,
а полные уравнения Навье—Стокса решаются только на этапе корректор. Это может
приводить к уменьшению числа операций при реализации алгоритма.

Предложенный алгоритм обобщается на пространственные уравнения по аналогии
с двумерным случаем: вводится расщепление по физическим процессам и для расщеп-
ленных уравнений — по пространственным направлениям. Особенностью алгоритма
является возможность реализации уравнений на дробных шагах на этапе предиктор
скалярными прогонками, т. е. он экономичен по числу операций на расчетную ячей-
ку, в отличие от схем с расщеплением по пространственным направлениям, которые
реализуются векторными прогонками. На регулярной равномерной сетке данный ал-
горитм эквивалентен разностной схеме с расщеплением по физическим процессам и
пространственным направлениям [8] и, как следствие, обладает теми же свойствами —
он безусловно устойчив в двумерном случае и условно устойчив в трехмерном, как и все
схемы, приведенные к каноническому виду [7]. Наиболее эффективным представляется
использование данного типа алгоритмов решения методом установления, когда итера-
ционный параметр может быть выбран лишь из условия наиболее быстрой сходимости.

Замечание 1. При использовании неструктурированных сеток расщепление урав-
нений по пространственным направлениям невозможно. Если для таких сеток исполь-
зовать лишь расщепление по физическим процессам, то алгоритм может быть пред-
ставлен в виде

𝜔
U𝑛+1/4 −U𝑛

𝜏𝛼
+ Ω

𝑛+1/4
1ℎ = 0,

𝜔
U𝑛+2/4 −U𝑛+1/4

𝜏𝛼
+ Ω

𝑛+2/4
2ℎ = 0,

𝜔
U𝑛+1 −U𝑛

𝜏
+ Ω

𝑛+1/2
ℎ = 0.

На каждом дробном шаге этапа предиктор алгоритм можно реализовать с использова-
нием, например, LU-факторизации по схемам бегущего счета для каждого расщеплен-
ного уравнения [9–17]. Такой подход не требует обращения матриц, так как матрица Ω1ℎ

диагональная, а система уравнений для матрицы Ω2ℎ после исключения компонент ско-
ростей сводится к неявному решению уравнения для давления. Его решение может быть
получено также методом LU-факторизации, а значения скоростей затем могут быть
восстановлены по явным формулам.
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3. Примеры численных расчетов

3.1. Тестирование алгоритма

Алгоритм протестирован на двух задачах, имеющих точное решение: задаче о распа-
де произвольного разрыва и задаче о течении в канале переменного сечения [19, 21].
В первой задаче расчетная область имела длину 𝐿 = 10. В начальный момент слева
и справа от координаты 𝑥 = 0 задавались различные значения плотности и давления

(𝜌, 𝑣, 𝑝)𝑇𝑥<0 = (1.0, 0, 1.0), (𝜌, 𝑣, 𝑝)𝑇𝑥>0 = (0.125, 0, 0.1).

Решение уравнений газовой динамики находилось при 𝑡 > 0. Расчеты проводились
в приближении одномерных уравнений Эйлера по конечно-объемной схеме (8) с первым
и вторым порядками аппроксимации до момента времени 𝑡 = 2.5 [8, 19, 21]. Шаги сетки
ℎ = 𝐿/(𝑁 − 1) варьировались при различном числе узлов 𝑁 = 101, 201, 401.

На рис. 2 приведено распределение продольной компоненты скорости и плотности,
полученное в расчетах по схемам первого и второго порядков аппроксимации (крести-
ки) и из точного решения (сплошная линия) на сетке 𝑁 = 401. Более детально разли-
чие в расчетах по схемам первого (*) и второго (+) порядков аппроксимации видно на
рис. 2, в для части расчетной области. Таким образом, предложенный алгоритм реше-
ния уравнений Эйлера верно передает скорости фронтов, размазывает ударную волну
в схеме первого порядка на 8 – 9, а в схеме второго порядка на 5 – 6 ячеек, а контактный
разрыв — на большее число ячеек.

а б

в

Рис. 2. Распределение продольной компоненты скорости (а) и плотности (б), полученное в рас-
четах по схемам первого и второго порядков аппроксимации (крестики) и из точного решения
(сплошная кривая)
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Во второй задаче исследовалось течение в сужающемся канале (рис. 3). На левой
границе расчетной области задавался равномерный сверхзвуковой поток с параметрами

𝜌 = 1, 𝑣1 = 1, 𝑣2 = 0, 𝑝 = 1/[(𝛾 − 1)𝑀2], 𝑇 = 1/[𝛾(𝛾 − 1)𝑀2]

на верхней границе Γ2 — условия непротекания v · n|Γ = 0 при течении невязкого газа
или условия прилипания и тепловой изоляции 𝜕𝑇/𝜕𝑛 = 0 для вязкого газа, на нижней
границе — условия симметрии, на выходной границе Γ3 — мягкие условия 𝜕f/𝜕𝑛 = 0, где
f = (𝜌, 𝑣1, 𝑣2, 𝑝). При 𝑡 = 0 внутри области задавались значения набегающего потока,
как на входной границе Γ1. Все приведенные ниже результаты численных расчетов
получены по схеме предиктор-корректор второго порядка аппроксимации (12), (18), (19)
на различных сетках, что позволило оценить точность алгоритма и его эффективность.

Стационарное решение находилось методом установления до выполнения критерия

𝜖 = max
⃒⃒⃒f𝑛+𝑇 − f𝑛

𝑇𝜏 f𝑛

⃒⃒⃒
< ℎ2, 𝜏 v ℎ,

где 𝑇 ≈ 30 ÷ 40, так как в расчетах по схеме второго порядка со сглаживанием (19)
классический критерий установления (𝑇 = 1) не всегда выполнялся из-за появления
осцилляций невязок решения в схемах с симметричной аппроксимацией первых произ-
водных.

Расчеты в сужающемся канале выполнены при различных параметрах течения и уг-
лах наклона клина. В первой серии расчетов исследовался регулярный режим отраже-
ния. На рис. 4 приведено распределение плотности и температуры в установившемся

Рис. 3. Расчетная сетка в канале

а б

Рис. 4. Распределение плотности 𝜌 (а) и температуры 𝑇 (б) в канале
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Рис. 5. Распределение плотности: точное решение — сплошная кривая; численные решения —
штриховая кривая — сетка (1) 300× 150, штрихпунктирная — сетка (2) 200× 100 ячеек

а б

Рис. 6. Распределение продольной компоненты скорости 𝑈 (а) и плотности 𝜌 (б) в канале

решении при M= 3 и угле наклона tg(𝛼) = 0.28, полученное на сетке 300×150 ячеек при
𝜏 = 0.01. Угол наклона падающей и отраженной волн для данных параметров равен
𝛽 = 32∘ и совпадает с точным решением [22–24]. Точное и численное решения в продоль-
ном сечении 𝑥2 = 0.21 (для 0.7 < 𝑥 < 1.7) приведены на рис. 5 при M= 3, tg(𝛼) = 0.28
на двух сетках. Типичное число итераций до сходимости для этих режимов отраже-
ния составило 7000. Из рис. 5 можно видеть полное совпадение значений параметров
и положений падающей и отраженной волн, численное решение размазано на 4–5 ячеек.
Расчеты по схеме первого порядка приводили к более сильному размазыванию ударных
волн.

Изменение угла наклона образуюшей стенки канала может приводить к изменению
режима течения. На рис. 6 приведено распределение продольной компоненты скорости
и плотности при угле наклона tg(𝛼) = 0.36 на сетке 200 × 150. Этот режим течения
соответствует маховской конфигурации отражения.

Сравнение параметров течения, полученных в настоящем расчете, с данными рас-
четов [22, 23] говорит о практическом совпадении картины течения и углов наклона
падающих и отраженных скачков, а также волн разрежения.
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3.2. О режиме двойного решения

Из теоретических и экспериментальных данных [22, 24] известно, что при больших зна-
чениях числа Маха (M > 2.2) в одной и той же области изменения углов клина и, как
следствие, углов наклона падающие волны при отражении от клина могут иметь две
конфигурации — регулярную и маховскую. Так, в диапазоне 𝛼𝑁 < 𝛼 < 𝛼𝐷 при уг-
лах меньше 𝛼𝑁 существует только регулярная конфигурация, при углах больше 𝛼𝐷 —
только маховская, а внутри этого интервала появляется область существования двух
волновых конфигураций. Возникает вопрос: от чего зависит появление той или иной
конфигурации в области двойного решения? Обычно полагают, что в этом случае регу-
лярная конфигурация неустойчива к возмущениям, которые могут возникать в течении.
Этот эффект и был проверен в расчетах течений для M = 3 при различных формах
возмущения начальных данных. Моделировалось течение вязкого газа при Re = 103.
Расчеты выполнялись на различных сетках. На теле задавались условия прилипания и
тепловой изоляции, остальные условия подобны рассмотренным выше. Известно [22–24],
что для данного числа Маха двойное решение находится в интервале 37.3 < 𝛼 < 39.5∘.
Угол наклона задавался таким образом, чтобы ударная волна падала на нижнюю грань
симметрии под углом в 𝛼 = 38∘. В первом расчете в начальный момент внутри расчет-
ной области задавались те же газодинамические параметры, как и на входной границе,
что соответствовало случаю мгновенного помещения тела в сверхзвуковой поток. В ито-
ге реализовалась регулярная конфигурация ударной волны, отраженной от плоскости
симметрии (рис. 7).

Следующий расчет проводился с теми же граничными условиями и углом наклона
клина, что и в первом случае, но с другими начальными данными. В начальный момент
времени внутренняя область заполнена покоящимся газом с давлением 𝑝𝑖 = 0.03𝑝∞.
Таким образом, имеется разрыв газодинамических параметров на границах области.
На рис. 8 представлено распределение продольной компоненты скорости и плотности
при установлении. Из-за присутствия эффектов вязкости фронты ударных волн немно-
го смазаны, но тройная маховская конфигурация сохраняется. Расчеты проведены на
сетках из 200×100 и 300×150 ячеек. Картины течений для обеих сеток совпадают. Так
как в начальный момент времени на входе в канал существует разрыв газодинамиче-

а б

Рис. 7. Распределение продольной компоненты скорости 𝑈 (а) и плотности 𝜌 (б) падающей
волны регулярной конфигурации. Сетка 200× 100



Алгоритмы расщепления в методе конечных объемов 81
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Рис. 8. Распределение продольной компоненты скорости 𝑈 (а) и плотности 𝜌 (б) волны махов-
ской конфигурации. Сетка 300× 150

ских параметров, в течение времени он будет генерировать две ударные волны внутрь
канала. Отразившись от клина, первая ударная волна приобретает маховскую конфи-
гурацию, как показано на рис. 8. Последующие расчеты подтвердили, что образование
маховского отражения с помощью разрыва газодинамических параметров в области
двойного решения зависит от относительного положения клина и плоскости симмет-
рии, а также начального значения давления во внутренней области. Результаты про-
веденных расчетов качественно совпадают с данными, полученными экспериментально
[22, 23]. Наиболее быстрая сходимость результатов расчетов получена при 𝜏 ∼ ℎ3/2, что
дает возможность для последующей оценки эффективности алгоритма.

Замечание 2. Возможности распараллеливания предложенного алгоритма иссле-
дованы лишь на этапе предиктор, так как на этапе корректор алгоритм явный и его
распараллеливание производится стандартным образом. Введенное специальное рас-
щепление на этапе предиктор позволило свести решение системы уравнений к их неза-
висимому решению для каждого расщепленного уравнения (оно может быть получено
скалярными прогонками по каждому пространственному направлению). При распарал-
леливании на каждом этапе расщепления расчетная область разделялась на равные об-
ласти по направлениям и каждое уравнение решалось независимо от других. В данной
работе не был проведен анализ эффективности распараллеливания алгоритма в пол-
ном объеме, это планируется в дальнейшем. Выполнена только серия расчетов с раз-
ным числом вычислительных ядер, которая показала близкое к линейному ускорение
на дробных шагах, зависящее от числа вычислительных узлов и элементарных объемов.
Так, например, на сетке из 250 × 100 ячеек время расчета при использовании одного
вычислительного ядра в 1.8 раза превышает время расчета при использовании двух
ядер, но при сравнении времени вычисления на двух и четырех вычислительных яд-
рах относительное ускорение составило порядка 1.7. Таким образом, расчеты показали
возможность распараллеливания предложенного алгоритма МКО.

Заключение

Для численного решения уравнений Эйлера и Навье—Стокса, записанных в интеграль-
ной форме, проведено обобщение алгоритма типа предиктор-корректор на метод конеч-
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ных объемов с использованием расщепления операторов по физическим процессам и
пространственным направлениям в случае регулярных структурированных сеток. Реа-
лизация алгоритма сводится к скалярным прогонкам по каждому направлению на этапе
предиктор и явным вычислениям на этапе корректор.

По предложенному алгоритму выполнены тестовые расчеты задачи о течении газа
в канале. Исследованы течения вязкого и невязкого газа в сужающемся канале при
возникновении регулярного и нерегулярного отражения от плоскости симметрии, чис-
ленно подтвержден эффект существования области двойного решения в определенном
диапазоне углов обтекаемого клина в зависимости от начальных данных. Результаты
расчетов позволяют сделать вывод об эффективности предложенного алгоритма и его
достаточной точности.
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We propose a class of the finite volume predictor-corrector algorithms for the numeri-
cal solution of the Euler and Navier— Stokes equations presented in the integral form in
the case of a compressible heat-conducting gas. In the predictor step we have introduced
a special form of splitting of the governing equations. In the approximation of the
Euler equations, the vector flows across the borders of a cell is split into two vectors:
the first vector contains only the convective terms, and the second one contains the
terms with pressure and internal energy, which is an analogue of splitting into physical
processes in the differential form. This kind of splitting is equivalent to representation
of the original equations in the form of two systems that approximate the original Euler
equation. Upon the introduction of this splitting, we are able to reduce the solution of
equations in fractional steps to effective scalar sweeps. Approximation of the Navier —
Stokes was introduced by analogy with the splitting of the Euler equations: flux vector
is the sum of two vectors, the first of which includes convective and dissipative terms
of the equations, and the second term includes pressure in the same way as it was done
for the splitting of the Euler equations. In the corrector step we deal with the complete
system of equations in the conservative form using the explicit scheme. The algorithm is
tested on the two problems with the exact solution: the Riemann problem and the flow
in a channel with variable cross-section. For the flow of gas in the convergent channel
with regular and irregular reflection effects we have numerically confirmed the existence
of the set of dual solutions, depending on the initial data.

Keywords: Euler and Navier — Stokes equations, splitting method, finite-volume
method, regular and Mach reflection of waves.
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