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Предложен алгоритм быстрого численного решения краевых задач, для кото-
рых известно явное выражение функции Грина. Их решение в этом случае можно
найти как свертку этой функции с правой частью уравнения. Прямой алгоритм
вычисления свертки требует 𝑂(𝑁2) операций. В работе предложен способ пони-
жения вычислительной сложности до 𝑂(𝑁 log𝑁), для чего расчетная функция
приводится к виду циклической свертки, которая может быть вычислена быстро
с помощью различных алгоритмов.

Работа по оптимизации вычислений производилась на примере решения зада-
чи моделирования неустойчивости Рэлея — Тейлора в высоковязкой ньютоновской
жидкости. Для соответствующей краевой задачи в полупространстве со свободной
поверхностью известно аналитическое выражение функции Грина. Предложенный
алгоритм позволил существенно (на порядок и более) ускорить вычисления и мо-
жет быть применен для других задач.

Ключевые слова: циклическая свертка, теорема о свертке, быстрое преобразо-
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Введение

В вычислительной математике очень важное значение имеют алгоритмы быстрого вы-
числения сверток (БВС). Они позволяют кардинально уменьшить сложность многих
вычислительных операций вида “каждое-с-каждым” от 𝑂(𝑁2) до 𝑂(𝑁 log𝑁). Не пре-
тендуя на полноту ссылок, укажем лишь быстрый алгоритм умножения полиномов
и чисел [1], фильтрацию сигналов (изображений) [2], моделирование гравитационного
взаимодействия 𝑁 -тел [3].

Большинство алгоритмов БВС ориентированы только на циклическую свертку [4].
Однако некоторые другие операции, например линейную свертку, можно вычислять
через циклическую, и это дает преимущества в скорости [5]. Приведение какой-либо
операции к виду циклической свертки — нетривиальная задача, которая ограничивает
возможности использования алгоритмов БВС в конкретном приложении.

Численное решение краевой задачи, для которой известна функция Грина, также
представляет собой сумму, похожую на циклическую свертку, но не эквивалентную ей.
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Автору удалось привести вычисления к формальной циклической свертке путем некото-
рых преобразований входных и выходных данных. Полученная методика апробирована
на реальной и практически значимой физической задаче моделирования неустойчи-
вости Рэлея—Тейлора в высоковязкой ньютоновской жидкости, где было достигнуто
значительное (на порядок и более) повышение скорости расчетов.

1. Постановка задачи

Для обыкновенных дифференциальных уравнений второго порядка рассмотрим крае-
вую задачу с однородными краевыми условиями

𝑦′′ + 𝑝1(𝑥)𝑦′ + 𝑝2(𝑥)𝑦 = 𝑟(𝑥), 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏,

𝑦(𝑎) = 𝑦(𝑏) = 0, (1)

где 𝑦(𝑥) — искомая функция, а 𝑝1(𝑥), 𝑝2(𝑥) — известны на отрезке [𝑎, 𝑏]. Решение (1)
можно получить в виде

𝑦(𝑥) =

𝑏∫︁
𝑎

𝐺(𝑥, 𝑠)𝑟(𝑠)𝑑𝑠, (2)

где 𝐺 : [𝑎, 𝑏] × [𝑎, 𝑏] → R — функция Грина краевой задачи (1) с однородными гранич-
ными условиями; 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], 𝑠 ∈ [𝑎, 𝑏] [6].

Рассмотрим только дискретную постановку задачи. Положим 𝑥𝑛 = 𝑎 + 𝑛∆𝑥, 𝑠𝑚 =
𝑎 + 𝑚∆𝑥, 𝑑𝑠 = ∆𝑥, 𝑛,𝑚 = 0, . . . , 𝑁 − 1, ∆𝑥(𝑁 − 1) = 𝑏− 𝑎. В этом случае формула (2)
принимает вид

𝑦(𝑎 + 𝑛∆𝑥) = ∆𝑥
𝑁−1∑︁
𝑚=0

𝐺(𝑎 + 𝑛∆𝑥, 𝑎 + 𝑚∆𝑥)𝑟(𝑎 + 𝑚∆𝑥), 𝑛 = 0, . . . , 𝑁 − 1. (3)

Для краткости можно переписать это выражение следующим образом:

𝑦(𝑛) = ∆𝑥

𝑁−1∑︁
𝑚=0

𝐺(𝑛,𝑚)𝑟(𝑚), 𝑛 = 0, . . . , 𝑁 − 1, (4)

считая, что 𝑦(𝑛), 𝐺(𝑛,𝑚), 𝑓(𝑚) — дискретные функции. Очевидно, что непосредствен-
ное (прямое)1 вычисление 𝑦(𝑛) по формуле (4) имеет сложность 𝑂(𝑁2). Требуется ми-
нимизировать количество этих операций.

2. Метод решения

Рассмотрим две ограниченные дискретные периодические функции 𝑓 : Z → R и
𝑔 : Z → R с периодом 𝑁 , т. е. 𝑓(𝑛) = 𝑓(𝑘𝑁 + 𝑛) и 𝑔(𝑛) = 𝑔(𝑘𝑁 + 𝑛), 𝑘 ∈ Z. Дискретной
циклической сверткой 𝑓 и 𝑔 называется сумма вида

𝑦(𝑛) = 𝑓(𝑛) * 𝑔(𝑛) =
1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑚=0

𝑓(𝑛−𝑚)𝑔(𝑚), 𝑛 = 0, . . . , 𝑁 − 1. (5)

1Здесь и в дальнейшем термины “непосредственный” и “прямой” будут применяться только к алго-
ритмам вычисления сумм вида (4) и аналогичным, а не к решению краевых задач в целом.
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Из-за цикличности функций 𝑓 и 𝑔 уравнение (5) будет эквивалентно

𝑦(𝑛) = 𝑓(𝑛) * 𝑔(𝑛) =
1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑚=0

𝑓((𝑁 + 𝑛−𝑚)𝑚𝑜𝑑𝑁)𝑔(𝑚), 𝑛 = 0, . . . , 𝑁 − 1, (6)

где 𝑋𝑚𝑜𝑑𝑌 означает остаток от деления 𝑋 на 𝑌 . В формуле (6) формально можно счи-
тать, что 𝑓(𝑛) и 𝑔(𝑛) — непериодические функции, определенные на интервале [0, 𝑁−1].

Дискретная циклическая свертка (6) примечательна тем, что существует множество
алгоритмов ее вычисления за время, меньшее чем 𝑂(𝑁2) [4]. На этом основан предло-
женный метод быстрого расчета выражений вида (4). Он заключается в том, чтобы
доопределить 𝐺 и 𝑓 до некоторых периодических �̂� и 𝑓 так, что их циклическая сверт-
ка дает искомую сумму (4).

Выбор наилучшего алгоритма для БВС не является главной целью данной работы,
предполагается только, что он имеет сложность, меньшую чем 𝑂(𝑁2). Для решения
практической задачи, описанной в разд. 5, реализован “классический” алгоритм, осно-
ванный на теореме о свертке [4,5]. Его сложность составляет 𝑂(𝑁 log𝑁), как и многих
других алгоритмов БВС.

3. Приведение к циклической свертке

Основное отличие суммы вида (4) от (6) состоит в том, что 𝐺(𝑛,𝑚) — функция двух
переменных. Допустим, что она выражается только через 𝑛−𝑚, т. е.

𝑦(𝑛) = ∆𝑥
𝑁−1∑︁
𝑚=0

𝐺(𝑛−𝑚)𝑓(𝑚), 𝑛 = 0, . . . , 𝑁 − 1. (7)

При этом область определения𝐺(𝑛) с [0, 𝑁−1]×[0, 𝑁−1] поменяется на [−(𝑁−1), (𝑁−1)],
т. е., чтобы вычислить 𝑦(𝑛) в 𝑁 отсчетах, нужно задать 𝐺(𝑛) в 2𝑁 − 1 отсчетах. Вы-
ражение (7) еще не циклическая свертка, потому что 𝐺 в общем случае не является
периодической функцией с периодом 𝑁 . Тем не менее 𝑓(𝑛) и 𝐺(𝑛) можно формально
преобразовать в некоторые функции 𝑓(𝑛) и �̂�(𝑛) так, что их циклическая свертка даст
нужный результат. Определим �̂�(𝑛) как дискретную функцию на 2𝑁−1 = 𝑁* отсчетах

�̂�(𝑛) =

{︃
𝐺(𝑛), 0 ≤ 𝑛 < 𝑁,

𝐺(𝑛−𝑁*), 𝑁 ≤ 𝑛 < 𝑁*,
(8)

и 𝑓(𝑛) как дискретную функцию также из 𝑁* отсчетов

𝑓(𝑛) =

{︃
𝑓(𝑛), 0 ≤ 𝑛 < 𝑁,

0, 𝑁 ≤ 𝑛 < 𝑁*.
(9)

В дальнейшем потребуется также 𝐺(𝑛) выразить через �̂�(𝑛):

𝐺(𝑛) =

{︃
�̂�(𝑛), 0 ≤ 𝑛 < 𝑁,

�̂�(𝑁* + 𝑛), −(𝑁 − 1) ≤ 𝑛 < 0.
(10)
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Выполнив циклическую свертку �̂�(𝑛) и 𝑓(𝑛), получим

𝑦(𝑛) = �̂�(𝑛) * 𝑓(𝑛) =
1

𝑁*

𝑁*−1∑︁
𝑚=0

�̂�((𝑁* + 𝑛−𝑚)𝑚𝑜𝑑𝑁*)𝑓(𝑚), 𝑛 = 0 . . . 𝑁* − 1. (11)

Поскольку 𝑓(𝑚) = 0 при 𝑛 ≥ 𝑁 , верхний предел суммы (11) можно заменить на 𝑁 − 1:

𝑦(𝑛) = �̂�(𝑛) * 𝑓(𝑛) =
1

𝑁*

𝑁−1∑︁
𝑚=0

�̂�((𝑁* + 𝑛−𝑚)𝑚𝑜𝑑𝑁*)𝑓(𝑚), 𝑛 = 0 . . . 𝑁* − 1. (12)

Рассмотрим результат выполнения свертки на половине области определения, а точ-
нее, при 𝑛 < 𝑁 . Очевидно, что |𝑛−𝑚| < 𝑁* и возможны два случая:

(𝑁* + 𝑛−𝑚)𝑚𝑜𝑑𝑁* =

{︃
𝑛−𝑚, 𝑛−𝑚 ≥ 0,

𝑁* + 𝑛−𝑚, 𝑛−𝑚 < 0.
(13)

Перепишем (12) в соответствии с (13) при 𝑛 < 𝑁 :

𝑦(𝑛) = �̂�(𝑛) * 𝑓(𝑛) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1

𝑁*

𝑁−1∑︀
𝑚=0

�̂�(𝑁* + 𝑛−𝑚)𝑓(𝑚), 𝑛−𝑚<0,

1

𝑁*

𝑁−1∑︀
𝑚=0

�̂�(𝑛−𝑚)𝑓(𝑚), 𝑛−𝑚≥0,

𝑛 = 0, . . . , 𝑁 − 1. (14)

Функцию �̂�(𝑛) в обоих случаях можно заменить на 𝐺(𝑛) согласно (10):

𝑦(𝑛) = �̂�(𝑛) * 𝑓(𝑛) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1

𝑁*

𝑁−1∑︀
𝑚=0

𝐺(𝑛−𝑚)𝑓(𝑚), 𝑛−𝑚 < 0,

1

𝑁*

𝑁−1∑︀
𝑚=0

𝐺(𝑛−𝑚)𝑓(𝑚), 𝑛−𝑚 ≥ 0,

𝑛 = 0, . . . , 𝑁 − 1. (15)

При 𝑚 < 𝑁 функция 𝑓(𝑚) также эквивалентна 𝑓(𝑚) в соответствии с (9). Поэтому
сумма (15) окончательно примет вид

𝑦(𝑛) = �̂�(𝑛) * 𝑓(𝑛) =
1

𝑁*

𝑁−1∑︁
𝑚=0

𝐺(𝑛−𝑚)𝑓(𝑚), 𝑛 = 0, . . . , 𝑁 − 1. (16)

Выражение (16) справедливо для 𝑛 < 𝑁 и эквивалентно (7) с точностью до постоянного
множителя. Другими словами, выполнив формально свертку 𝑓(𝑛) и �̂�(𝑛), получим
искомую функцию в “первой половине” (𝑛 < 𝑁) области определения 𝑦(𝑛).
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4. Трехмерная постановка

Формулы (8) и (9) можно обобщить для пространств различной мерности. Приведем
без вывода выражения 𝑓(𝑛1, 𝑛2, 𝑛3) и �̂�(𝑛1, 𝑛2, 𝑛3) для трехмерного пространства:

�̂� =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝐺(𝑛1, 𝑛2, 𝑛3), 𝑛1 < 𝑑1, 𝑛2 < 𝑑2, 𝑛3 < 𝑑3;

𝐺(𝑛1 − 2𝑑1 + 1, 𝑛2, 𝑛3), 𝑛1 ≥ 𝑑1, 𝑛2 < 𝑑2, 𝑛3 < 𝑑3;

𝐺(𝑛1, 𝑛2 − 2𝑑2 + 1, 𝑛3), 𝑛1 < 𝑑1, 𝑛2 ≥ 𝑑2, 𝑛3 < 𝑑3;

𝐺(𝑛1, 𝑛2, 𝑛3 − 2𝑑3 + 1), 𝑛1 < 𝑑1, 𝑛2 < 𝑑2, 𝑛3 ≥ 𝑑3;

𝐺(𝑛1 − 2𝑑1 + 1, 𝑛2 − 2𝑑2 + 1, 𝑛3), 𝑛1 ≥ 𝑑1, 𝑛2 ≥ 𝑑2, 𝑛3 < 𝑑3;

𝐺(𝑛1 − 2𝑑1 + 1, 𝑛2, 𝑛3 − 2𝑑3 + 1), 𝑛1 ≥ 𝑑1, 𝑛2 < 𝑑2, 𝑛3 ≥ 𝑑3;

𝐺(𝑛1, 𝑛2 − 2𝑑2 + 1, 𝑛3 − 2𝑑3 + 1), 𝑛1 < 𝑑1, 𝑛2 ≥ 𝑑2, 𝑛3 ≥ 𝑑3;

𝐺(𝑛1 − 2𝑑1 + 1, 𝑛2 − 2𝑑2 + 1, 𝑛3 − 2𝑑3 + 1), 𝑛1 ≥ 𝑑1, 𝑛2 ≥ 𝑑2, 𝑛3 ≥ 𝑑3,

(17)

где𝐺(𝑛1, 𝑛2, 𝑛3) задана на трехмерной регулярной сетке 𝑑1×𝑑2×𝑑3. Функция �̂�(𝑛1, 𝑛2, 𝑛3)
будет задана на сетке (2𝑑1 − 1) × (2𝑑2 − 1) × (2𝑑3 − 1) узлов. Формула для 𝑓(𝑛1, 𝑛2, 𝑛3)
выражается проще:

𝑓 =

{︃
𝑓(𝑛1, 𝑛2, 𝑛3), 𝑛1 < 𝑑1, 𝑛2 < 𝑑2, 𝑛3 < 𝑑3,

0, иначе.
(18)

Функция 𝑓(𝑛1, 𝑛2, 𝑛3) также задана на сетке (2𝑑1 − 1) × (2𝑑2 − 1) × (2𝑑3 − 1) узлов.
Размер сетки вырастает в 2𝑘 раз для 𝑘-мерного пространства, но благодаря невысокой
алгоритмической сложности метода вычисления производятся значительно быстрее,
особенно на больших сетках. Для пространств других размерностей формулы можно
вывести по аналогии.

5. Результаты моделирования

Предложенный метод апробирован на решении конкретной физической задачи. Требо-
валось ускорить моделирование неустойчивости Рэлея—Тейлора в высоковязкой несжи-
маемой несмешивающейся ньютоновской жидкости. Для соответствующей краевой за-
дачи известно аналитическое выражение функции Грина [7]. Уже был реализован и
отлажен прямой алгоритм вычисления (4) в 2D постановке [8] и в 3D с использованием
технологии параллельных вычислений CUDA на графических ускорителях [9]. Однако
квадратичная зависимость времени от размерности задачи не давала значительно уве-
личивать густоту расчетных сеток, даже при расчете на гибридном вычислительном
кластере.

Применение описанного метода значительно ускорило решение задачи. Для вычис-
ления свертки был применен “классический” алгоритм, использующий теорему о сверт-
ке [4]. Быстрые дискретные преобразования Фурье, необходимые для работы алгоритма,
рассчитывались на графическом ускорителе NVIDIA Tesla M2090 с помощью библио-
теки cuFFT.

Для верификации с предыдущими версиями программного обеспечения, использу-
ющими прямой алгоритм для (4), рассчитаны эволюции нескольких моделей двумя
методами на одном ускорителе Tesla M2090. На рисунке представлена конечная стадия
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Конечная стадия эволюции модели: слева — поверхность гравитационно-неустойчивого слоя
легкой жидкости, всплывающего вверх через более тяжелые, с образованием грибообразных
структур; справа — наложены два разреза неустойчивого слоя, один получен при расчете

прямым методом, а другой предложенным (быстрым). Расчетная сетка 100× 100× 100 узлов

эволюции одной из моделей, точнее, только поверхность гравитационно-неустойчивого
слоя легкой жидкости, всплывающего вверх через более тяжелые, образуя сложные
грибообразные структуры. Эта модель была рассчитана (“выращена”) из одного и того
же исходного состояния двумя различными методами, поэтому на рисунке справа по-
казаны в наложении два идентичных разреза модели — для предложенного (быстрого)
и прямого методов.

В табл. 1 показаны времена расчетов полной эволюции моделей для двух методов
на различных сетках.

Прямой алгоритм можно считать точным, поскольку он позволяет считать скорость
течения в любой точке независимо, в данном случае только на границах несмешиваю-
щихся жидкостей. Быстрый метод, основанный на теореме о свертке, дает поле течения
только на регулярной сетке, поэтому требуется интерполяция для вычисления скоро-
сти на границах (в данном случае линейная). Из-за этого на разрезах (см. рисунок)
заметно некоторое расхождение результатов. Однако при увеличении густоты сетки до
150 × 150 × 150 узлов разрезы были визуально неотличимы.

Из табл. 1 очевидно преимущество быстрого метода по скорости. Важно также и
то, что для прямого метода время расчета зависит не квадратично от размера сетки,

Т а б л и ц а 1. Время расчета эволюции моделей на одном ускорителе Tesla M2090, мин

Размер сетки Прямой метод Предложенный метод Ускорение (разы)
75× 75× 75 11.4 1.05 10.86

100× 100× 100 27.0 2.84 9.51

150× 150× 150 144 12.5 11.52

Т а б л и ц а 2. Время расчета поля течения по регулярной сетке на одном ускорителе
Tesla M2090, с

Размер сетки Прямой метод Предложенный метод Ускорение (разы)
64× 64× 64 18 1.49 12.08

128× 128× 128 1133 2.61 434.10

256× 256× 128 18157 29.04 625.24
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так как расчет скорости производится только на границах поверхностей. Это не только
увеличивает точность, но и уменьшает порядок сложности. Иногда все же бывает пред-
почтительней вычислять поле течения или напряженно-деформированное состояние по
регулярной сетке. В этом случае быстрый метод будет намного эффективней. В табл. 2
показано, сколько времени занимает расчет одного шага эволюции по регулярной сетке.

Заключение

Предложен метод для быстрого численного решения краевых задач с известной функ-
цией Грина. Он особенно эффективен, когда решение требуется получить на регулярной
сетке с большим количеством узлов (106 и более). Важно, что описанный способ при-
ведения суммы (4) к циклической свертке, а также большинство алгоритмов быстрого
вычисления циклической свертки являются точными, а не приближенными. Таким об-
разом, если пренебречь ошибками округления в численных расчетах, результат будет
таким же, как при непосредственном суммировании по формуле (4).

С помощью предложенного метода удалось существенно ускорить решение важ-
ной для практики физической задачи, относящейся к нефтегазовой геологии [8, 9].
На сетках порядка 106 узлов ускорение составило один порядок, но благодаря тому,
что алгоритмическая сложность кардинально снижается с квадратичной до линейно-
логарифмической, преимущество будет более значительным на более густых сетках.

Подводя итог, можно сказать, что преимуществами метода являются:
∙ высокая скорость счета, определяемая выбранным алгоритмом БВС;
∙ возможность использования различных библиотек для БВС;
∙ точность решения зависит только от ошибок округления при вычислении свертки.

К особенностям метода, ограничивающим сферу его применения, можно отнести:
∙ возможность расчета только по регулярной сетке;
∙ увеличение размеров расчетной сетки в 2𝑘 раз, где 𝑘 — размерность пространства.

Первый недостаток не критичен, если использовать хорошую интерполяцию, а в неко-
торых случаях не является недостатком вовсе. Второй более значителен, поскольку
достаточно большая задача может не поместиться целиком в оперативной памяти ком-
пьютера, от этого скорость работы значительно упадет. На практике эти недостатки не
мешали решению задачи, они окупались высокой эффективностью алгоритма.

Благодарности. Работа выполнена в рамках Программы VIII.73.2 фундаментальных
научных исследований СО РАН.
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solution of a difference problem. In the discrete formulation, we have just some kind
of sum to calculate, but naive algorithm requires 𝑂(𝑁2) operations, where 𝑁 is the
number of nodes of the computational grid. This procedure is extremely inefficient
when 𝑁 is large enough, and parallel computing doesn’t significantly help when 𝑁 is
about 106 and greater.

The performance of the procedure could be improved substantially due to the
modification of the algorithm. The desired sum (solution of the problem) has been
converted to the form of cyclic convolution, which can be calculated in 𝑂(𝑁 log𝑁)
operations. The proposed method relies on this conversion only, and it does not imply
any specific algorithm for calculating a cyclic convolution. In practice, the convolution
theorem is often used for this. It uses both forward and inverse fast discrete Fourier
transforms.

The method has been numerically implemented for the problem of simulating
Rayleigh — Taylor instability in high viscous incompressible and immiscible Newtonian
fluid in the three-dimensional domain. It delivers the increase of the calculation speed by
several orders of magnitude compared to the naive summation. The developed program
uses convolution theorem for cyclic convolution. Fourier transforms have been calculated
using NVIDIA’s graphics accelerators with the help of cuFFT library.

Keywords: cyclic convolution, convolution theorem, fast Fourier transform, boundary
value problem, Green’s function, Rayleigh — Taylor instability.
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