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Рассмотрены стационарные трехмерные течения идеального политропного га-
за, примыкающие через вертикальную контактную поверхность к области покоя
в условиях действия сил тяготения и Кориолиса. Показано, что такие течения
описываются решениями соответствующей начально-краевой задачи для системы
уравнений газовой динамики, которые в работе строятся в виде локально сходя-
щихся рядов. Коэффициенты этих рядов определяются в параметрической форме
при решении систем обыкновенных дифференциальных уравнений. Параметры га-
за на контактной поверхности и в ее окрестности восстанавливаются численно.

Ключевые слова: система уравнений газовой динамики, сила Кориолиса, восхо-
дящий закрученный поток, контактная поверхность, сходящиеся ряды.

Введение

Задачи о математическом моделировании течений в восходящих закрученных пото-
ках типа торнадо и тропический циклон при учете действия сил тяжести и Кориолиса
рассматривались ранее [1–8]. В работе [1] предложена схема зарождения и функциони-
рования восходящего закрученного потока газа. Эта схема обоснована последующими
математическими и экспериментальными исследованиями. В частности доказано, что
в Северном полушарии в таких потоках закрутка воздуха происходит против хода ча-
совой стрелки, а в Южном — по ходу часовой стрелки. Это согласуется с данными
многолетних наблюдений за торнадо и тропическими циклонами [9–11]. В работах [5, 6]
рассмотрены течения политропного газа в восходящем закрученном потоке в некоторой
окрестности вертикально расположенной контактной характеристики кратности пять,
разделяющей газ и вакуум. Показано, что и в случае примыкания газа к вакууму за-
крутка газа происходит в тех же направлениях, а также установлено, что сам вихрь
движется на запад, немного смещаясь к северу. В работах [7, 8] построены течения га-
за также в окрестности контактной характеристики, но кратности два и являющейся
непроницаемой плоскостью 𝑧 = 0.

В данной работе рассматриваются течения газа в некоторой окрестности вертикаль-
ной контактной характеристики кратности два, разделяющей восходящий закрученный
поток и покоящийся газ.
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1. Постановка задачи

Будут рассматриваться стационарные изэнтропические течения политропного газа со
следующими искомыми газодинамическими параметрами: 𝑐 = 𝜌𝛾−1/2 — скорость звука
газа; 𝑢 — радиальная составляющая вектора скорости газа; 𝑣 — окружная составля-
ющая вектора скорости газа; 𝑤 — вертикальная составляющая вектора скорости газа.
Здесь 𝜌 — плотность газа, 𝛾 — показатель политропы газа, и для воздуха обычно пола-
гается 𝛾 = 1.4. Газодинамические параметры зависят от независимых переменных: 𝑟 —
полярного радиуса в плоскости 𝑥𝑂𝑦, 𝜙 — полярного угла, 𝑧 — третьей пространственной
координаты.

В этом случае система уравнений газовой динамики в безразмерных переменных
имеет следующий вид [1–4]:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢𝑐𝑟 +
𝑣

𝑟
𝑐𝜙 + 𝑤𝑐𝑧 +

𝛾 − 1

2
𝑐

(︃
𝑢𝑟 +

𝑢

𝑟
+
𝑣𝜙

𝑟
+ 𝑤𝑧

)︃
= 0,

𝑢𝑢𝑟 +
𝑣

𝑟
𝑢𝜙 −

𝑣2

𝑟
+ 𝑤𝑢𝑧 +

2

𝛾 − 1
𝑐𝑐𝑟 = 𝑎𝑣 − 𝑏𝑤 cos𝜙,

𝑢𝑣𝑟 +
𝑢𝑣

𝑟
+
𝑣

𝑟
𝑣𝜙 + 𝑤𝑣𝑧 +

2

𝛾 − 1

1

𝑟
𝑐𝑐𝜙 = −𝑎𝑢+ 𝑏𝑤 sin𝜙,

𝑢𝑤𝑟 +
𝑣

𝑟
𝑤𝜙 + 𝑤𝑤𝑧 +

2

𝛾 − 1
𝑐𝑐𝑧 = 𝑏𝑢 cos𝜙− 𝑏𝑣 sin𝜙− 𝑔.

(1)

Здесь 𝑎 = 2Ω sin𝜓; 𝑏 = 2Ω sin𝜓; Ω — модуль угловой скорости вращения Земли; 𝜓 — ши-
рота точки (𝑧 = 0, 𝑟 = 0) на поверхности Земли; 𝑔 = const > 0 — ускорение свободного
падения.

Для предложенной в работе [1] схемы течения в восходящем закрученном потоке,
соответствующей структуре течения у тропических циклонов и сформировавшихся раз-
рушительных торнадо, предполагается существование области покоящегося газа вдоль
вертикальной оси потока, которая в случае тропического циклона обычно имеет назва-
ние “глаз циклона” или “глаз тайфуна” (рис. 1). Именно такая схема течения будет рас-
сматриваться далее. При этом предполагается, что контактная поверхность, разделяю-
щая центральную область покоящегося газа и течений вне ее, является вертикальной
цилиндрической поверхностью Γ: 𝑟 = 𝑟00, 𝑟00 = const. Значения переменной 𝑧 отсчиты-

Рис. 1 Рис. 2
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ваются от поверхности Земли. Построение и исследование течения будут проводиться
в окрестности точки 𝑀0(𝑟 = 𝑟00, 𝑧 = 𝑧00), 𝑧00 = const > 0 (рис. 2).

На цилиндре 𝑟 = 𝑟00 ставятся условия⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑐|𝑟=𝑟00 = 𝑐0(𝑧) ≡

√︀
𝑐00 − 𝑔(𝛾 − 1)𝑧,

𝑢|𝑟=𝑟00 = 0,

𝑣|𝑟=𝑟00 = 𝑣0(𝜙, 𝑧),

𝑤|𝑟=𝑟00 = 𝑤0(𝜙, 𝑧).

(2)

Конкретная функция 𝑐0(𝑧) из условий (2) является решением системы (1), если 𝑢 =
𝑣 = 𝑤 = 0 [3, 4], т. е. она задает скорость звука газа, покоящегося в поле тяжести.
Заметим, что эта же зависимость получена из результатов физических экспериментов
и наблюдений за параметрами атмосферы Земли до высоты десять километров [12].
Константа 𝑐00 задается значением скорости звука газа при 𝑧 = 0. Далее предполагается,
что выполнено неравенство

𝑐00 > 𝑔(𝛾 − 1)𝑧00,

которое обеспечивает аналитичность функции 𝑐0(𝑧) в некоторой окрестности точки𝑀0.
Первое соотношение из (2) обеспечивает равенство давления при 𝑟 = 𝑟00 по обе части

от поверхности Γ по всей высоте:

0 ≤ 𝑧 ≤ 𝑧*, 𝑧* = 𝑐00/[𝑔(𝛾 − 1)].

Второе соотношение из (2) обеспечивает непротекание газа через вертикальную по-
верхность 𝑟 = 𝑟00. Следовательно, поверхность Γ является контактной, а значит, это
характеристика системы (1) и кратность этой характеристики равна двум [13].

Таким образом, поставленная задача (1), (2) является характеристической задачей
Коши с данными на контактной характеристике. Однако она и по газодинамическому
смыслу, и по математической постановке отличается от ранее рассмотренных задач с
данными на контактных характеристиках для восходящих закрученных потоков [5–8].

Если в системе (1) положить 𝑟 = 𝑟00 и учесть условия (2), то при обозначениях

𝑐𝑟|𝑟=𝑟00 = 𝑐1, 𝑢𝑟|𝑟=𝑟00 = 𝑢1

получаются следующие четыре соотношения:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑤0𝑐0𝑧 +
𝛾 − 1

2
𝑐0

(︃
𝑢1 +

1

𝑟00
𝑣0𝜙 + 𝑤0𝑧

)︃
= 0,

−
1

𝑟00
𝑣20 +

2

𝛾 − 1
𝑐0𝑐1 = 𝑎𝑣0 − 𝑏 cos𝜙𝑤0,

1

𝑟00
𝑣0𝑣0𝜙 + 𝑤0𝑣0𝑧 = 𝑏 sin𝜙𝑤0,

1

𝑟00
𝑣0𝑤0𝜙 + 𝑤0𝑤0𝑧 = −𝑏 sin𝜙𝑣0.

(3)

При выписывании четвертого уравнения из системы (3) учтен конкретный вид функции
𝑐0(𝑧) из условий (2).
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Из первых двух равенств, входящих в систему (3), однозначно в некоторой окрест-
ности точки 𝑀0 определяются 𝑢1 и 𝑐1:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝑢1 = −
1

𝑟00
𝑣0𝜙 − 𝑤0𝑧 −

2

𝛾 − 1𝑐0
𝑤0𝑐0𝑧,

𝑐1 =
𝛾 − 1

2𝑐0

(︃
𝑎𝑣0 − 𝑏 cos𝜙𝑤0 +

1

𝑟00
𝑣20

)︃
,

(4)

поскольку 𝑟00 > 0, 𝑐0(𝑧00) > 0.
Последние два равенства, входящие в систему (3), являются необходимыми услови-

ями разрешимости характеристической задачи Коши (1) и (2) [13], и из них следует, что
функции 𝑣0 и 𝑤0, входящие в данные (2), нельзя брать произвольными. Они должны
удовлетворять двум последним соотношениям из системы (3), т. е. следующей системе
уравнений: ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

1

𝑟00
𝑣0𝑣0𝜙 + 𝑤0𝑣0𝑧 = 𝑏 sin𝜙𝑤0,

1

𝑟00
𝑣0𝑤0𝜙 + 𝑤0𝑤0𝑧 = −𝑏 sin𝜙𝑣0.

(5)

Пусть для задачи (1) и (2) заданы два дополнительных условия{︃
𝑣(𝑟, 𝜙, 𝑧)|𝑧=𝑧00 = 𝑣0(𝑟, 𝜙),

𝑤(𝑟, 𝜙, 𝑧)|𝑧=𝑧00 = 𝑤0(𝑟, 𝜙)
(6)

с аналитическими в окрестности точки (𝑟 = 𝑟00, 𝜙 = 𝜙00) функциями 𝑣0(𝑟, 𝜙) и 𝑤0(𝑟, 𝜙),
которые удовлетворяют условиям согласования{︃

𝑣0(𝑟, 𝜙)|𝑟=𝑟00 = 𝑣0(𝜙, 𝑧)|𝑧=𝑧00 = 𝑣00(𝜙),

𝑤0(𝑟, 𝜙)|𝑟=𝑟00 = 𝑤0(𝜙, 𝑧)|𝑧=𝑧00 = 𝑤00(𝜙).
(7)

Таким образом, поставлена характеристическая задача Коши (1), (2) и (6).

2. Об одном свойстве решений задачи (1), (2), (6)

Последние условия (7) при заданных функциях 𝑣0(𝑟, 𝜙) и 𝑤0(𝑟, 𝜙) определяют, в частно-
сти, начальные данные для системы (5). Далее полагаем, что 𝑣00(𝜙00) ̸= 0, 𝑤00(𝜙00) ̸= 0,
и тогда по теореме Ковалевской задача (5), (7) имеет единственное локально-аналити-
ческое решение [13].

С помощью введения характеристического параметра 𝜏 [14] система (5) из двух
уравнений с частными производными сводится к системе из четырех обыкновенных
дифференциальных уравнений⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑑𝜙

𝑑𝜏
= 1,

𝑑𝑧

𝑑𝜏
=
𝑟00𝑤0

𝑣0
,

𝑑𝑣0

𝑑𝜏
= 𝑏𝑟00 sin𝜙

𝑤0

𝑣0
,

𝑑𝑤0

𝑑𝜏
= −𝑏𝑟00 sin𝜙.

(8)
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Для нее начальные данные (7) выписываются также в параметрической форме

𝜙(𝜏)|𝜏=0 = 𝜙00, 𝑧(𝜏)|𝜏=0 = 𝑧00,
𝑣0(𝜏)|𝜏=0 = 𝑣00(𝜙00), 𝑤0(𝜏)|𝜏=0 = 𝑤00(𝜙00).

(9)

При интегрировании первого уравнения системы (8) получается 𝜙 = 𝜏 +𝜙00. Следо-
вательно, систему (8) можно переписать в виде⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑑𝑧

𝑑𝜏
=
𝑟00𝑤0

𝑣0
,

𝑑𝑣0

𝑑𝜏
= 𝑏𝑟00 sin(𝜏 + 𝜙00)

𝑤0

𝑣0
,

𝑑𝑤0

𝑑𝜏
= −𝑏𝑟00 sin(𝜏 + 𝜙00).

(10)

Если в системе (10) третье уравнение поделить на четвертое при условии, что 𝑣00 ̸=0,
то получится дифференциальное уравнение

𝑑𝑣0

𝑑𝑤0

= −
𝑤0

𝑣0
, (11)

которое имеет общее решение, удовлетворяющее равенству

𝑣20 + 𝑤2
0 = 𝐶2, 𝐶2 = const = 𝑣200(𝜙00) + 𝑤2

00(𝜙00). (12)

Если в системе (10) четвертое уравнение поделить на третье при условии, что 𝑤00 ̸=
0, то получится дифференциальное уравнение

𝑑𝑤0

𝑑𝑣0
= −

𝑣0

𝑤0

, (13)

общее решение которого также удовлетворяет равенству (10).
Следовательно, для восходящих закрученных течений газа на контактной поверх-

ности 𝑟 = 𝑟00 имеет место
Закон сохранения модуля вектора скорости газа. Если уменьшается (увели-

чивается) модуль вертикальной составляющей вектора скорости газа, то увеличи-
вается (уменьшается) модуль окружной составляющей вектора скорости газа в со-
ответствии с формулой (12).

Интегрирование последнего уравнения системы (10) дает

𝑤0(𝜏) = 𝐷 + 𝑏𝑟00 cos(𝜏 + 𝜙00),

и постоянная определяется из условий (9)

𝐷 = 𝑤00(𝜙00) − 𝑏𝑟00 cos𝜙00.

Окончательно

𝑤0(𝜏, 𝜙00) = 𝑤00(𝜙00) + 𝑏𝑟00(cos(𝜏 + 𝜙00) − cos𝜙00). (14)
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Из соотношения (12) как из следствия третьего и четвертого уравнений системы (8)
определяется

𝑣0(𝜏, 𝜙00) =
√︁
𝑣200(𝜙00) + 𝑤2

00(𝜙00) − (𝑤00(𝜙00) + 𝑏𝑟00(cos(𝜏 + 𝜙00) − cos𝜙00))2. (15)

После интегрирования первого уравнения системы (10) получается уравнение для
бихарактеристик системы (5):

𝑧 = 𝑧00 + 𝑟00

𝜏∫︁
0

𝑤0

𝑣0
𝑑𝜏 = 𝑧0(𝜏, 𝜙00). (16)

Следовательно, переменные 𝑧 и 𝜙 через параметры 𝜏 , 𝜙00 выражаются по формулам

𝜙 = 𝜏 + 𝜙00, 𝑧 = 𝑧0(𝜏, 𝜙00). (17)

Таким образом, искомые 𝑣0 и 𝑤0, входящие в условия (2), определились как функции
двух параметров — 𝜏 и 𝜙00. Чтобы получить эти функции как функции переменных 𝑧
и 𝜙, т. е. из бихаратеристик построить интегральные поверхности системы (5) [13], необ-
ходимо параметры 𝜏 и 𝜙00 выразить через переменные 𝑧 и 𝜙.

Якобиан преобразования (17) вычисляется по формулам

𝐽 =

⃒⃒⃒⃒
𝜙𝜏 𝜙𝜙00

𝑧0𝜏 𝑧0𝜙00

⃒⃒⃒⃒
= 𝑧0𝜙00 − 𝑧0𝜏 .

Поскольку

𝑧0𝜙00 = 𝑟00

𝜏∫︁
0

(︃
𝑤0

𝑣0

)︃′

𝜙00

𝑑𝜏 (18)

и при этом

𝑧0𝜏 = 𝑟00
𝑤0(𝜏, 𝜙00)

𝑣0(𝜏, 𝜙00)
,

окончательно получаем

𝐽 = −𝑟00
𝑤0(𝜏, 𝜙00)

𝑣0(𝜏, 𝜙00)
+ 𝑟00

𝜏∫︁
0

(︃
𝑤0

𝑣0

)︃′

𝜙00

𝑑𝜏. (19)

Если в соотношении (19) положить 𝜏 = 0, то

𝐽 |𝜏=0 = −𝑟00
𝑤00(𝜙00)

𝑣00(𝜙00)
̸= 0,

так как ранее предполагалось выполнение неравенств 𝑣00(𝜙00) ̸= 0, 𝑣00(𝜙00) ̸= 0.
Поскольку 𝐽 |𝜏=0 ̸= 0, в окрестности точки (𝑧 = 𝑧00, 𝜙 = 𝜙00) единственным образом

определяются функции
𝜏 = 𝜙− 𝑓(𝜙, 𝑧), 𝜙00 = 𝑓(𝜙, 𝑧).

Поставляя их в соотношения (14) и (15), получаем искомые функции 𝑣0, 𝑤0 в виде

𝑣0 = 𝑣0(𝜙− 𝑓(𝜙, 𝑧), 𝑓(𝜙, 𝑧)), 𝑤0 = 𝑤0(𝜙− 𝑓(𝜙, 𝑧), 𝑓(𝜙, 𝑧)),

т. е. как функции переменных 𝜙, 𝑧.
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3. Построение аналитического решения задачи (1), (2), (6)

Теорема. Задача (1), (2), (6) с функциями 𝑣0, 𝑤0, определенными при решении задачи
(5), (7), имеет в некоторой окрестности точки (𝑟 = 𝑟00, 𝜙 = 𝜙00, 𝑧 = 𝑧00) единствен-
ное аналитическое решение.

Доказательство теоремы проводится сведением задачи (1), (2), (6) к характерис-
тической задаче Коши стандартного вида, для которой справедлив соответствующий
аналог теоремы Ковалевской [13].

Теорема устанавливает существование и единственность локально аналитического
решения. При доказательстве подобных теорем радиус сходимости степенных рядов
не оценивается по следующей причине: конструктивно можно оценить снизу только
радиус сходимости мажорантного ряда. Но подобные оценки для приложений большого
интереса не представляют.

Решение задачи (1), (2), (6) будет строиться в виде ряда по степеням (𝑟 − 𝑟00):

f(𝑟, 𝜙, 𝑧) =
∞∑︁
𝑛=0

f𝑛(𝜙, 𝑧)
(𝑟 − 𝑟00)

𝑛

𝑛!
, f = {𝑐, 𝑢, 𝑣, 𝑤}. (20)

Нулевые коэффициенты ряда (20) определяются из условий (2) и решений системы (5),
построенных выше. Функция 𝑐1 находится из второго соотношения (4). Для определе-
ния 𝑢1 необходимо получить 𝑤0𝑧, 𝑣0𝜙 как функции двух параметров — 𝜏 и 𝜙00.

Для вычисления производных сначала продифференцируем соотношение 𝑧 = 𝑧0(𝜏,
𝜙00) по 𝜙 и 𝑧:

0 = 𝑧0𝜏
𝜕𝜏

𝜕𝜙
+ 𝑧0𝜙00

𝜕𝜙00

𝜕𝜙
= 𝑧0𝜏 (1 − 𝑓𝜙) + 𝑧0𝜙00𝑓𝜙 = 𝑧0𝜏 + 𝐽𝑓𝜙,

1 = 𝑧0𝜏
𝜕𝜏

𝜕𝑧
+ 𝑧0𝜙00

𝜕𝜙00

𝜕𝑧
= 𝑧0𝜏 (−𝑓𝑧) + 𝑧0𝜙00𝑓𝑧 = 𝐽𝑓𝑧.

Из этих соотношений получаем

𝑓𝜙 = −
𝑧0𝜏

𝐽
= −

𝑟00𝑤0

𝑣0

1

𝐽
, 𝑓𝑧 =

1

𝐽
.

Тогда производные по 𝜙 и 𝑧 будут вычисляться по следующим формулам:

𝜕

𝜕𝜙
=

𝜕

𝜕𝜏

𝜕𝜏

𝜕𝜙
+

𝜕

𝜕𝜙00

𝜕𝜙00

𝜕𝜙
=

𝜕

𝜕𝜏
+ 𝑓𝜙

(︃
𝜕

𝜕𝜙00

−
𝜕

𝜕𝜏

)︃
,

𝜕

𝜕𝑧
=

𝜕

𝜕𝜏

𝜕𝜏

𝜕𝑧
+

𝜕

𝜕𝜙00

𝜕𝜙00

𝜕𝑧
= 𝑓𝑧

(︃
𝜕

𝜕𝜙00

−
𝜕

𝜕𝜏

)︃
.

(21)

Для функций 𝑣0, 𝑤0 эти производные имеют вид

𝑣0𝜙 = 𝑣0𝜏 + (𝑣0𝜙00 − 𝑣0𝜏 )𝑓𝜙, 𝑤0𝜙 = 𝑤0𝜏 + (𝑤0𝜙00 − 𝑤0𝜏 )𝑓𝜙,

𝑣0𝑧 = (𝑣0𝜙00 − 𝑣0𝜏 )𝑓𝑧, 𝑤0𝑧 = (𝑤0𝜙00 − 𝑤0𝜏 )𝑓𝑧,
(22)

где
𝑤0𝜙00(𝜏, 𝜙00) = 𝑤00𝜙00 − 𝑏𝑟00(sin(𝜏 + 𝜙00) − sin𝜙00),

𝑣0𝜙00(𝜏, 𝜙00) =
𝑣00𝑣00𝜙00 + 𝑤00𝑤00𝜙00 − 𝑤0𝑤0𝜙00

𝑣0
.
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В частном случае условий (7), когда

𝑣00(𝜙) = 𝑣00 = const, 𝑤00(𝜙) = 𝑤00 = const,

эти производные вычисляются по формулам

𝑤0𝜙00 = −𝑏𝑟00(sin(𝜏 + 𝜙00) − sin(𝜙00)),

𝑣0𝜙00 = 𝑏𝑟00
𝑤0

𝑣0
(sin(𝜏 + 𝜙00) − sin(𝜙00)),

(23)

𝐽 = −𝑟00
𝑤0

𝑣0
+ 𝑟00

𝜏∫︁
0

(︃
𝑤0

𝑣0

)︃′

𝜙00

𝑑𝜏 = −𝑟00
𝑤0

𝑣0
− 𝑏𝑟200

𝜏∫︁
0

(𝑣20 + 𝑤2
0)(sin(𝜏 + 𝜙00) − sin(𝜙00))

𝑣30
𝑑𝜏=

= −𝑟00
𝑤0

𝑣0
− 𝑏𝑟200𝐶

2

𝜏∫︁
0

(sin(𝜏 + 𝜙00) − sin(𝜙00))

(
√︀
𝐶2 − (𝑤00 + 𝑏𝑟00(cos(𝜏 + 𝜙00) − cos𝜙00))2)3

𝑑𝜏. (24)

Формулы (22) позволяют получить 𝑢1 как функцию двух параметров — 𝜏 и 𝜙00.
Продифференцируем систему (1) по 𝑟, положив 𝑟 = 𝑟00, после преобразований будем

иметь⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢2 = 𝐹11(𝜙, 𝑧),

𝑐2 = 𝐹21(𝜙, 𝑧),

𝑣1𝜙 +
𝑟00𝑤0

𝑣0
𝑣1𝑧 +

𝑟00

𝑣0

(︃
𝑢1 +

𝑣0𝜙

𝑟00

)︃
𝑣1 +

𝑟00

𝑣0
(𝑣0𝑧 − 𝑏 sin𝜙)𝑤1 =

𝑟00

𝑣0
𝐹31(𝜙, 𝑧),

𝑤1𝜙 +
𝑟00𝑤0

𝑣0
𝑤1𝑧 +

𝑟00

𝑣0

(︃
𝑏 sin𝜙+

𝑤0𝜙

𝑟00

)︃
𝑣1 +

𝑟00

𝑣0
(𝑢1 + 𝑤0𝑧)𝑤1 =

𝑟00

𝑣0
𝐹41(𝜙, 𝑧).

(25)

Здесь

𝐹11(𝜙, 𝑧) =
𝑣0𝜙

𝑟200
−
𝑣1𝜙

𝑟00
−
𝑢1

𝑟00
− 𝑤1𝑧 −

2

(𝛾 − 1)𝑐0

[︃
𝛾 + 1

2
𝑢1𝑐1 +

𝑐1𝜙

𝑟00
𝑣0+

+𝑤0𝑐1𝑧 + 𝑤1𝑐0𝑧 +
𝛾 − 1

2

(︃
𝑤0𝑧 +

𝑣0𝜙

𝑟00

)︃
𝑐1

]︃
,

𝐹21(𝜙, 𝑧) =
𝛾 − 1

2𝑐0

[︃
𝑎𝑣1 − 𝑏𝑤1 cos𝜙+

2𝑣0𝑣1

𝑟00
− 𝑢21 −

𝑢1𝜙

𝑟00
𝑣0 −

𝑣20
𝑟200

− 𝑤0𝑢1𝑧 −
2

𝛾 − 1
𝑐21

]︃
,

𝐹31(𝜙, 𝑧) =
𝑣0𝜙

𝑟200
𝑣0 −

𝑣0𝑢1

𝑟00
−

2

(𝛾 − 1)𝑟00
𝑐0𝑐1𝜙 − 𝑎𝑢1,

𝐹41(𝜙, 𝑧) =
𝑤0𝜙

𝑟200
𝑣0 + 𝑏𝑢1 cos𝜙−

2

𝛾 − 1
(𝑐1𝑐0𝑧 + 𝑐0𝑐1𝑧).
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Вводя характеристический параметр в третье и четвертое уравнения системы (25)
и используя формулы (4), получаем систему обыкновенных дифференциальных урав-
нений ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑣1𝜏 −
𝑟00

𝑣0
(𝑤0𝑧 +

2

𝛾 − 1𝑐0
𝑤0𝑐0𝑧)𝑣1+

+
𝑟00

𝑣0
(𝑣0𝑧 − 𝑏 sin(𝜏 + 𝜙00))𝑤1 =

𝑟00

𝑣0
𝐹31(𝜏 + 𝜙00, 𝑧),

𝑤1𝜏 +
𝑟00

𝑣0
(
𝑤0𝜙

𝑟00
+ 𝑏 sin(𝜏 + 𝜙00))𝑣1−

−
𝑟00

𝑣0
(
𝑣0𝜙

𝑟00
+

2

𝛾 − 1𝑐0
𝑤0𝑐0𝑧)𝑤1 =

𝑟00

𝑣0
𝐹41(𝜏 + 𝜙00, 𝑧).

(26)

Соотношения на бихарактеристике сохраняются в виде

𝜙 = 𝜙00 + 𝜏,
𝑑𝑧

𝑑𝜏
=
𝑟00𝑤0

𝑣0
.

Продифференцируем систему (1) по 𝑟 𝑛 раз, положив 𝑟 = 𝑟00, после преобразований
будем иметь⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢𝑛+1 =
2

𝛾 − 1𝑐0
𝐹1𝑛(𝜙, 𝑧),

𝑐𝑛+1 =
𝛾 − 1

2𝑐0
𝐹2𝑛(𝜙, 𝑧)),

𝑣𝑛𝜙 +
𝑟00𝑤0

𝑣0
𝑣𝑛𝑧 +

𝑟00

𝑣0

(︃
𝑛𝑢1 +

𝑣0𝜙

𝑟00

)︃
𝑣𝑛 +

𝑟00

𝑣0
(𝑣0𝑧 − 𝑏 sin𝜙)𝑤𝑛 =

=
𝑟00

𝑣0
𝐹3𝑛(𝜙, 𝑧),

𝑤𝑛𝜙 +
𝑟00𝑤0

𝑣0
𝑤𝑛𝑧 +

𝑟00

𝑣0

(︃
𝑏 sin𝜙+

𝑤0𝜙

𝑟00

)︃
𝑣𝑛+

+
𝑟00

𝑣0
(𝑛𝑢1 + 𝑤0𝑧)𝑤𝑛 =

𝑟00

𝑣0
𝐹4𝑛(𝜙, 𝑧).

(27)

Здесь 𝐹𝑖𝑘, 𝑖 = 1, 2, 3, 4, — функции, известным образом зависящие от ранее найденных
коэффициентов.

С помощью характеристического параметра третье и четвертое уравнения систе-
мы (27) сводятся к системе обыкновенных линейных дифференциальных уравнений⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑣𝑛𝜙 +
𝑟00

𝑣0

(︃
𝑛𝑢1 +

𝑣0𝜙

𝑟00

)︃
𝑣𝑛 +

𝑟00

𝑣0
(𝑣0𝑧 − 𝑏 sin(𝜏 + 𝜙00))𝑤𝑛 =

=
𝑟00

𝑣0
𝐹3𝑛(𝜏 + 𝜙00, 𝑧),

𝑤𝑛𝜙 +
𝑟00

𝑣0

(︃
𝑏 sin(𝜏 + 𝜙00) +

𝑤0𝜙

𝑟00

)︃
𝑣𝑛+

+
𝑟00

𝑣0
(𝑛𝑢1 + 𝑤0𝑧)𝑤𝑛 =

𝑟00

𝑣0
𝐹4𝑛(𝜏 + 𝜙00, 𝑧).
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Соотношения на бихарактеристике сохраняются в виде

𝜙 = 𝜙00 + 𝜏,
𝑑𝑧

𝑑𝜏
=
𝑟00𝑤0

𝑣0
.

Начальные условия для систем (24) и (26) получаются из условий (6), если функции
𝑣0(𝑟, 𝜙) и 𝑤0(𝑟, 𝜙) разложить в ряд по степеням 𝑟 − 𝑟00:

f0(𝑟, 𝜙) =
∞∑︁
𝑛=0

f0𝑛(𝜙)
(𝑟 − 𝑟00)

𝑛

𝑛!
, f0 = {𝑣0, 𝑤0}.

В параметрической форме начальные данные имеют вид

𝜙(0) = 𝜙00, 𝑧(0) = 𝑧00,

𝑣𝑛(0) = 𝑣
0(𝑛)
𝑟 (𝑟00, 𝜙00), 𝑤𝑛(0) = 𝑤

0(𝑛)
𝑟 (𝑟00, 𝜙00).

Таким образом, в виде ряда (20) построено локально-аналитическое решение задачи
(1), (2), (6). Коэффициенты ряда (20), зависящие от параметров 𝜏 , 𝜙00, определяются
при решении систем обыкновенных дифференциальных уравнений.

Заметим, что хотя нулевые коэффициенты 𝑣0, 𝑤0 находятся из нелинейных диффе-
ренциальных уравнений, но они особенностей не имеют (см. формулы (14) и (15)). По-
скольку остальные члены ряда находятся при решении линейных дифференциальных
уравнений, они также особенностей не имеют. Однако отсутствие особенностей у коэф-
фициентов рядов не исключает возможности расходимости рядов при больших значе-
ниях независимых переменных. Но тогда для данной задачи это будет математическим
свойством используемых рядов. В наблюдаемых в природе течениях соответствующие
контактные поверхности и течения газа вокруг них особенностей не имеют [9–11].

4. Численное моделирование течения газа
на контактной поверхности и в ее окрестности

Для построения конкретных течений газа на контактной поверхности 𝑟 = 𝑟00 и в ее
окрестности выбраны следующие безразмерные величины:

𝛾 = 1.4, 𝑏 = 0.001379, 𝑟00 = 1, 𝑧00 = 0.00027, 𝑐00 = 1, 𝑣00 = 0.159, 𝑤00 = 0.0024.

При введении безразмерных переменных в качестве масштабов скорости и расстояния
взяты соответственно 1/3 · 103 м/с и 3650м, тогда использованные входные данные со-
ответствуют тропическому циклону средней интенсивности, находящемуся на широте
𝜓 = 𝜋/6 [3]. В восходящем закрученном потоке с приведенными значениями входных
констант частица газа, сделав полный оборот по поверхности цилиндрической контакт-
ной поверхности с размерным значением ее радиуса 𝑟00 = 3650м, поднялась на высоту
3462м. На рис. 3 приведены бихарактеристики 𝑧 = 𝑧0(𝜏, 𝜙00), при численном построении
которых с шагом ∆𝜏 = 0.001 выбирались точки (𝜙𝑘, 𝑧𝑘): фиксировалось 𝜙00, вычисля-
лись 𝜙𝑘 = 𝜏𝑘 + 𝜙00 и 𝑧𝑘 = 𝑧0(𝜏𝑘, 𝜙00).

Таким образом, построена неравномерная сетка для переменных 𝜙, 𝑧. В узлах этой
сетки и вычислялись значения функций 𝑣0(𝜙, 𝑧) и 𝑤0(𝜙, 𝑧). В результате численно по-
строены интегральные поверхности для параметров газа на контактном разрыве. На
рис. 4 и 5 приведены интегральные поверхности для функций 𝑣0(𝜙, 𝑧) и 𝑤0(𝜙, 𝑧).
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Рис. 3

Рис. 4 Рис. 5

Рис. 6 Рис. 7
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На рис. 6 и 7 приведены поверхности 𝑐1(𝜙, 𝑧) и 𝑢1(𝜙, 𝑧) производных, выводящих
с контактной поверхности, также численно построенные в узлах упомянутой сетки.

Полученные функции 𝑐1(𝜙, 𝑧) и 𝑢1(𝜙, 𝑧) в рассматриваемой области имеют положи-
тельные значения. Следовательно, при отходе от контактной поверхности 𝑟 = 𝑟00 в об-
ласть искомого течения при 𝑟 > 𝑟00 значения скорости звука возрастают, а значения
радиальной скорости становятся положительными и тоже возрастают. Это качествен-
но согласуется со свойствами течений, построенных с помощью разложений решений
системы уравнений газовой динамики по степням малых параметров Ω и 𝑔 [1–4].
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Mathematical modeling of the stationary ascending swirling flows in the
vicinity of contact surface
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This work addresses mathematical modelling of such part of ascending swirling flows
which adjoins a resting gas in the central part of the flow.

The methodology contains the formulation of the initial-boundary problems for the
system of equations of gas dynamics subject to gravity and Coriolis forces. The solutions
of the problem is presented in the form of infinite convergent series. The coefficients are
determined recurrently using the system of ordinary differential equations.

The findings of this work include a proof of the existence and uniqueness solutions
of the characteristic Cauchy problem in the standard form. These solutions describe
the corresponding part of a three-dimensional stationary ascending twisting flow.

c○ ICT SB RAS, 2018



32 С.П. Баутин, С.Л. Дерябин, А.В. Мезенцев

The coefficients of the series are the solutions of the specific system of ordinary differen-
tial equations. The initial coefficients are used for the approximate presentation of the
unknown flows.

Originality of the work is that for ascending swirling flows the mathematical problem
is posed. The solution of problem describes the flow in the vicinity of the vertical contact
surface. The existence of solution in the class of analytic functions is proved and the
required flow is approximately described.

Keywords: system of equations of gas dynamics, Coriolis force, ascending swirling
flows, contact surface, converging series.
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