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Рассматриваются задачи дифракции (трансмиссии) стационарных акустиче-
ских волн на трехмерных однородных включениях. Методами теории потенциа-
ла для них получены два слабо сингулярных граничных интегральных уравнения
Фредгольма первого рода с одной неизвестной функцией, каждое из которых экви-
валентно исходной задаче. Интегральные уравнения аппроксимируются системами
линейных алгебраических уравнений, которые затем решаются численно итераци-
онным методом обобщенных минимальных невязок GMRES. При дискретизации
этих уравнений используется специальный метод осреднения интегральных опера-
торов со слабыми особенностями в ядрах, позволяющий получать системы с легко
вычисляемыми коэффициентами. Метод допускает эффективное распараллелива-
ние и позволяет проводить расчеты в широком диапазоне волновых чисел. Приво-
дятся результаты вычислительных экспериментов, позволяющие судить о возмож-
ностях предлагаемого подхода.
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Введение

Математическое моделирование процессов распространения стационарных волн в сре-
дах с трехмерными включениями играет важную роль в различных областях науки
и техники и приводит к постановке достаточно сложных задач математической физики.
Такие задачи принято называть задачами дифракции (трансмиссии). Они встречают-
ся, например, в радиофизике, дефектоскопии, оптике, акустике океана и атмосферы,
геофизике.

В данной работе рассматриваются вопросы численного решения трехмерных стаци-
онарных задач дифракции акустических волн на локальных трехмерных включениях.
С математической точки зрения они заключаются в решении скалярных уравнений
Гельмгольца, которые описывают процессы распространения акустических колебаний
в трехмерном пространстве и содержащемся в нем локальном включении. При этом
искомые решения должны удовлетворять контактным условиям, заданным на границе
включения, и условиям излучения на бесконечности. Кроме того, их поведение сущест-
венным образом зависит от соотношений длин распространяющихся волн и характер-
ных размеров включений.

c○ ИВТ СО РАН, 2018
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Аналитические решения задач дифракции могут быть найдены только в исключи-
тельных случаях, поэтому основным методом исследования дифракционных процессов
является прямое компьютерное моделирование. Оно требует предварительного постро-
ения дискретной модели исходной задачи, которое может быть выполнено различными
способами.

Дискретизацию задач дифракции можно осуществить с помощью конечно-разност-
ных и проекционно-сеточных методов [1, 2]. В этом случае неограниченную область
приходится заменять ее конечной подобластью, а условия излучения на бесконечно-
сти — краевыми условиями на внешней границе подобласти. Возникающую при такой
замене погрешность можно сделать сколь угодно малой, если использовать поглоща-
ющие граничные условия (Absorbing Boundary Conditions — ABC) [3] или идеально
согласованные слои (Perfectly Matched Layers — PML) [4, 5].

В данной работе задачи дифракции рассматриваются в интегральной форме. Для
сведения исходных задач к эквивалентным им интегральным уравнениям применяется
непрямой вариант метода интегральных уравнений [6 – 8]. В этом варианте неизвестные
функции (плотности) представляют собой вспомогательные источники волнового поля,
распределенные по границе включения, тогда как в прямом варианте метода в качестве
неизвестных функций выбираются граничные значения искомых волновых полей и их
производные [7, 9, 10]. Оба метода позволяют сводить исходную задачу к различным
эквивалентным ей системам двух интегральных уравнений с двумя неизвестными плот-
ностями. Важным достоинством непрямого метода интегральных уравнений является
то, что он позволяет уменьшить число неизвестных функций и сформулировать исход-
ную задачу в виде одного интегрального уравнения с одной неизвестной плотностью.
Такие уравнения удобны для численного исследования, и полученные в результате их
дискретизации задачи менее требовательны к ресурсам компьютера по сравнению с дру-
гими эквивалентными формулировками.

Впервые подобный подход предложен в публикациях [11, 12]. Наиболее законченные
результаты его применения к исследованию стационарных задач дифракции в класси-
ческих постановках приведены в работах [7, 13]. Область применения данного подхода
ограничена кругом задач, для которых имеются эффективные методы расчета фунда-
ментальных решений, используемых для представления решений в виде поверхностных
потенциалов.

Исходная задача рассматривается нами в обобщенной постановке. Она сводится
к двум различным слабо сингулярным граничным интегральным уравнениям Фред-
гольма первого рода с одной неизвестной плотностью, которые ранее для численного
решения задач дифракции не применялись. Исследование условий эквивалентности ис-
ходной задаче и корректной разрешимости этих уравнений в классе обобщенных функ-
ций проведено в [8, 14].

В отличие от интегральных уравнений второго рода, методы численного решения
которых хорошо разработаны [15], численные методы решения интегральных уравне-
ний первого рода в течение долгого времени оставались изученными весьма слабо. В об-
щем случае задачи отыскания их решений являются некорректно поставленными. Од-
нако наличие слабой особенности в ядрах соответствующих интегральных операторов
позволяет использовать для приближенного решения таких уравнений численные
методы, которые не содержат в явном виде процедуру регуляризации [16]. Это явление
получило название саморегуляризации и в одномерном случае было исследова-
но в [17, 18].
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В настоящей работе апробируются и развиваются идеи, изложенные в [19, 20]. Для
приближенного решения исследуемых интегральных уравнений первого рода реали-
зуются алгоритмы, в которых неизвестная плотность отыскивается в виде линейной
комбинации гладких финитных функций, образующих разбиение единицы на поверх-
ности включения. При дискретизации интегрального уравнения поверхностные инте-
гралы приближаются выражениями, содержащими интегралы по пространству R3, ко-
торые затем вычисляются аналитически. Это позволяет рассчитывать коэффициенты
систем линейных алгебраических уравнений (СЛАУ), аппроксимирующих соответству-
ющие интегральные уравнения, по весьма простым формулам. Такой подход, в отличие
от наиболее популярного в настоящее время метода граничных элементов [21], не тре-
бует предварительной триангуляции поверхности, одинаково просто реализуется как на
регулярных, так и на нерегулярных сетках и позволяет обойтись без трудоемкого при-
ближенного вычисления кратных поверхностных интегралов. Впервые такая методика
предложена и теоретически обоснована в [19] для численного решения интегральных
уравнений, эквивалентных задачам Дирихле для уравнения Лапласа. В последние годы
она развивается в работах отечественных [14, 20, 22, 23] и зарубежных [24, 25] авторов.

Дискретизация граничных интегральных уравнений приводит к СЛАУ, имеющим
плотно заполненные матрицы с комплексными коэффициентами. Вычислительная слож-
ность их решения прямыми методами имеет оценку 𝑂(𝑀3), где𝑀 = 103–105 — порядок
СЛАУ. Однако, как показано в работе [14], свойства получаемых матриц таковы, что
использование для поиска приближенных решений СЛАУ обобщенного метода мини-
мальных невязок (GMRES) [26] позволяет понизить эту сложность до 𝑂(𝑀2). После то-
го как приближенное решение интегрального уравнения найдено, искомое приближен-
ное решение задачи дифракции при помощи интегральных представлений достаточно
просто восстанавливается в любой точке пространства. Описание некоторых других ме-
тодов построения интегральных уравнений задач дифракции и их численного решения
имеется, например, в [27, 28].

В работе приведены обобщенные формулировки для исходной задачи в дифферен-
циальной и интегральной постановках, дано описание применяемого численного ме-
тода и изложены результаты вычислительных экспериментов, позволяющие оценить
возможности предлагаемого подхода. Теоретическое исследование предложенного чис-
ленного метода представляет собой самостоятельную задачу, которую предполагается
рассмотреть в отдельной работе авторов.

1. Исходная задача и эквивалентные ей интегральные уравнения

Рассмотрим трехмерное евклидово пространство R3 с ортогональной системой коорди-
нат 𝑜𝑥1𝑥2𝑥3, заполненное однородной изотропной средой с плотностью 𝜌𝑒, скоростью
распространения акустических колебаний 𝑐𝑒 и коэффициентом поглощения 𝛾𝑒, в кото-
ром имеется ограниченное произвольной замкнутой поверхностью Γ однородное изо-
тропное включение с плотностью 𝜌𝑖, скоростью звука 𝑐𝑖 и коэффициентом поглоще-
ния 𝛾𝑖. Области R3, занятые включением и вмещающей средой, обозначим через Ω𝑖

и Ω𝑒 (Ω𝑒 = R3∖Ω̄𝑖).
Пусть в области Ω𝑒 имеются гармонические источники звука, возбуждающие во вме-

щающей среде исходное волновое поле давлений 𝑢0. Звуковые волны распространяются
в пространстве и, достигая включения, рассеиваются на нем. В результате в области Ω𝑒
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возникают отраженные волны, а в области Ω𝑖 появляются проходящие волны. Поэтому
комплексную амплитуду полного поля давлений 𝑢 можно представить в виде

𝑢 =

{︃
𝑢𝑖, 𝑥 ∈ Ω𝑖,

𝑢𝑒 + 𝑢0, 𝑥 ∈ Ω𝑒,

где 𝑢𝑖, 𝑢𝑒 — комплексные амплитуды поля давлений проходящего и отраженного вол-
новых полей.

Сформулируем исходную задачу.

Задача 1. Найти в ограниченной области Ω𝑖 трехмерного евклидова пространства R3

и в неограниченной области Ω𝑒 = R3∖Ω̄𝑖, разделенных замкнутой поверхностью Γ ∈
𝐶𝑟+𝛽, 𝑟 + 𝛽 > 1, комплекснозначные функции 𝑢𝑖(𝑒) ∈ 𝐻1(Ω𝑖(𝑒),∆), удовлетворяющие
интегральным тождествам∫︁

Ω𝑖(𝑒)

∇𝑢𝑖(𝑒)∇𝑣*𝑖(𝑒)𝑑𝑥− 𝑘2𝑖(𝑒)

∫︁
Ω𝑖(𝑒)

𝑢𝑖(𝑒)𝑣
*
𝑖(𝑒)𝑑𝑥 = 0 ∀ 𝑣𝑖(𝑒) ∈ 𝐻1

0

(︀
Ω𝑖(𝑒)

)︀
, (1)

условиям сопряжения на границе раздела сред из Ω𝑖 и Ω𝑒⟨︀
𝑢−𝑖 − 𝑢+𝑒 , 𝜇

⟩︀
Γ

= ⟨𝑓0, 𝜇⟩Γ ∀𝜇 ∈ 𝐻−1/2(Γ), (2)

⟨︀
𝜂, 𝑝𝑖𝑁

−𝑢𝑖 − 𝑝𝑒𝑁
+𝑢𝑒
⟩︀
Γ

= ⟨𝜂, 𝑝𝑒𝑓1⟩Γ ∀ 𝜂 ∈ 𝐻1/2(Γ),

а также условию излучения на бесконечности для 𝑢𝑒

𝜕𝑢𝑒/𝜕 |𝑥| − 𝑖𝑘𝑒𝑢𝑒 = 𝑜
(︀
|𝑥|−1)︀ , |𝑥| → ∞, (3)

если на границе включения Γ заданы функции 𝑓0 ∈ 𝐻1/2(Γ) и 𝑓1 ∈ 𝐻−1/2(Γ).
Здесь 𝑣* — комплексно-сопряженная к 𝑣 функция; ⟨·, ·⟩Γ — отношение двойствен-

ности на 𝐻1/2(Γ) ×𝐻−1/2(Γ), обобщающее скалярное произведение в 𝐻0(Γ); 𝑢± ≡ 𝛾±𝑢,
𝛾− : 𝐻1(Ω𝑖) → 𝐻1/2(Γ), 𝛾+ : 𝐻1(Ω𝑒) → 𝐻1/2(Γ) — операторы следов; 𝑁− : 𝐻1(Ω𝑖,∆) →
𝐻−1/2(Γ), 𝑁+ : 𝐻1(Ω𝑒,∆) → 𝐻−1/2(Γ) — операторы нормальных производных [29];
𝑓0 = 𝑢+0 , 𝑓1 = 𝑁+𝑢0;

𝑘2𝑖(𝑒) = 𝜔
(︀
𝜔 + 𝑖𝛾𝑖(𝑒)

)︀⧸︀
𝑐2𝑖(𝑒), Im(𝑘𝑖(𝑒)) ≥ 0, 𝑝𝑖(𝑒) = 𝑐2𝑖(𝑒)𝑘

−2
𝑖(𝑒)𝜌

−1
𝑖(𝑒),

𝜔 — круговая частота колебаний, 𝑐𝑖(𝑒) > 0, 𝜌𝑖(𝑒) > 0, 𝛾𝑖(𝑒) ≥ 0. Определения используемых
здесь и далее функциональных пространств имеются в работе [29].

Замечание 1. Если Im(𝑘𝑒) = 0, то 𝑢𝑒 ∈ 𝐻1
𝑙𝑜𝑐(Ω𝑒,∆).

В статье [8]1 и работе [14] доказана

Теорема 1. Задача 1 имеет не более одного решения.

1В работе [8] имеются опечатки: на с. 80 в выражении (9) для функции 𝜙𝑖 под знаком первого
интеграла 𝐺𝑒 следует заменить на 𝐺𝑖, а под знаком второго интеграла вместо 𝜙𝑖 должно быть 𝜙𝑒.
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Введем обозначения(︀
𝐴𝑖(𝑒)𝑞

)︀
(𝑥) ≡

⟨︀
𝐺𝑖(𝑒)(𝑥, ·), 𝑞

⟩︀
Γ
,
(︀
𝐵𝑖(𝑒)𝑞

)︀
(𝑥) ≡

⟨︀
𝑁𝑥𝐺𝑖(𝑒)(𝑥, ·), 𝑞

⟩︀
Γ
, (4)(︀

𝐵*
𝑖(𝑒)𝑞

)︀
(𝑥) ≡

⟨︀
𝑁(·)𝐺𝑖(𝑒)(𝑥, ·), 𝑞

⟩︀
Γ
, 𝐺𝑖(𝑒) (𝑥, 𝑦) = exp

(︀
𝑖𝑘𝑖(𝑒) |𝑥− 𝑦|

)︀⧸︀
(4𝜋 |𝑥− 𝑦|).

Решение задачи 1 будем искать в виде потенциалов

𝑢𝑒(𝑥) = (𝐴𝑒𝑞) (𝑥), 𝑥 ∈ Ω𝑒, (5)

𝑢𝑖(𝑥) =
(︀
𝑝𝑒𝑖𝐴𝑖

(︀
𝑁+𝑢𝑒 + 𝑓1

)︀
−𝐵*

𝑖

(︀
𝑢+𝑒 + 𝑓0

)︀)︀
(𝑥), 𝑥 ∈ Ω𝑖,

где 𝑞 ∈ 𝐻−1/2(Γ) — неизвестная плотность; 𝑓0 ∈ 𝐻1/2(Γ), 𝑓1 ∈ 𝐻−1/2(Γ); 𝑝𝑒𝑖 = 𝑝𝑒/𝑝𝑖.
Ядрами интегральных операторов здесь являются фундаментальные решения урав-

нений Гельмгольца и их нормальные производные. Поэтому, как показано в работе [8],
они удовлетворяют тождествам (1) и условию излучения на бесконечности (3). Кроме
того, выполнение для них первого из условий сопряжения (2) автоматически влечет за
собой выполнение второго условия сопряжения. Подставляя потенциалы (5) в первое
условие сопряжения, получаем слабо сингулярное интегральное уравнение Фредгольма
первого рода для определения неизвестной плотности 𝑞:

⟨𝐶𝑞, 𝜇⟩Γ = ⟨𝑓2, 𝜇⟩Γ ∀𝜇 ∈ 𝐻−1/2(Γ), (6)

где
𝐶 = (0.5 +𝐵*

𝑖 )𝐴𝑒 + 𝑝𝑒𝑖𝐴𝑖 (0.5 −𝐵𝑒) , 𝑓2 = − (0.5 +𝐵*
𝑖 ) 𝑓0 + 𝑝𝑒𝑖𝐴𝑖𝑓1.

Задача 1 допускает еще одну эквивалентную формулировку в виде интегрального
уравнения Фредгольма первого рода со слабой особенностью в ядре. Будем искать ее
решение в виде

𝑢𝑖(𝑥) = (𝐴𝑖𝑞) (𝑥), 𝑥 ∈ Ω𝑖, (7)

𝑢𝑒(𝑥) =
(︀
𝐴𝑒

(︀
𝑓1 − 𝑝𝑖𝑒𝑁

−𝑢𝑖
)︀
−𝐵*

𝑒

(︀
𝑓0 − 𝑢−𝑖

)︀)︀
(𝑥), 𝑥 ∈ Ω𝑒,

где 𝑞 ∈ 𝐻−1/2(Γ) — неизвестная плотность, 𝑓0 ∈ 𝐻1/2(Γ), 𝑓1 ∈ 𝐻−1/2(Γ), 𝑝𝑖𝑒 = 𝑝𝑖/𝑝𝑒.
В этом случае задача 1 сводится к уравнению

⟨𝐷𝑞, 𝜇⟩Γ = ⟨𝑓0, 𝜇⟩Γ ∀𝜇 ∈ 𝐻−1/2(Γ), (8)

𝐷 = (0.5 −𝐵*
𝑒 )𝐴𝑖 + 𝑝𝑖𝑒𝐴𝑒 (0.5 +𝐵𝑖) .

Теорема 2. Пусть 𝑓0 ∈ 𝐻1/2(Γ), 𝑓1 ∈ 𝐻−1/2(Γ), 𝛾𝑒 > 0 или 𝜔 не является собственной
частотой задачи

∆𝑢+ 𝑘2𝑒𝑢 = 0, 𝑥 ∈ Ω𝑖, 𝑢− = 0. (9)

Тогда уравнения (6) и (8) корректно разрешимы в классе плотностей 𝑞 ∈ 𝐻−1/2(Γ)
и формулы (5) и (7) дают решение задачи 1.

Теорема 2 для уравнения (6) доказана в работах [8, 14]. Доказательство этой теоремы
для уравнения (8) проводится аналогично, оно имеется в работе [14].

Замечание 2. В тех случаях, когда нас больше интересует волновое поле в области
Ω𝑒, предпочтительнее использовать уравнение (6), которое допускает расчет отражен-
ного поля по более простой формуле. По аналогичной причине, если нас интересует
проходящее волновое поле в области Ω𝑖, предпочтительнее использовать уравнение (8).
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2. Численный метод

Применяемый метод численного решения представляет собой развитие методики отыс-
кания приближенных обобщенных решений краевых задач, предложенной и апроби-
рованной в работах [19, 20]. Кратко опишем общую схему его реализации. Построим
покрытие поверхности Γ системой {Γ𝑚}𝑀𝑚=1 окрестностей узловых точек 𝑥′𝑚 ∈ Γ, лежа-
щих внутри сфер радиусов ℎ𝑚 с центрами в 𝑥′𝑚, и обозначим через {𝜙𝑚} подчиненное
ему разбиение единицы. В качестве 𝜙𝑚 будем использовать функции

𝜙𝑚(𝑥) = 𝜙′
𝑚(𝑥)

(︃
𝑀∑︁
𝑘=1

𝜙′
𝑘(𝑥)

)︃−1

, 𝜙′
𝑚(𝑥) =

{︂
(1 − 𝑟2𝑚/ℎ2𝑚)

3
, 𝑟𝑚 < ℎ𝑚,

0, 𝑟𝑚 ≥ ℎ𝑚,

где 𝑥 ∈ Γ, 𝑟𝑚 = |𝑥− 𝑥′𝑚|, 𝜙𝑚 ∈ 𝐶1(Γ) при Γ ∈ 𝐶𝑟+𝛽, 𝑟 + 𝛽 > 1.
Приближенные решения уравнений (6) и (8) будем искать на сетке {𝑥𝑚},

𝑥𝑚 =
1

𝜙𝑚

∫︁
Γ

𝑥𝜙𝑚𝑑Γ, 𝜙𝑚 =

∫︁
Γ

𝜙𝑚𝑑Γ,

узлами которой являются центры тяжести функций 𝜙𝑚. Будем предполагать, что для
всех 𝑚 = 1, 2, . . . ,𝑀 выполняются неравенства

0 < ℎ′ ≤ |𝑥𝑚 − 𝑥𝑛| , 𝑚 ̸= 𝑛, 𝑛 = 1, 2, . . . ,𝑀,

ℎ′ ≤ 𝜎𝑚 ≤ ℎ𝑚 ≤ ℎ, ℎ/ℎ′ ≤ 𝑞0 <∞,

где ℎ, ℎ′ — положительные числа, зависящие от 𝑀 ; 𝑞0 не зависит от 𝑀 ; 𝜎2
𝑚 = 0.5𝜙𝑚.

Вместо заданной на Γ неизвестной функции 𝑞 будем искать обобщенную функ-
цию 𝑞𝛿Γ, действующую по правилу

(𝑞𝛿Γ, 𝜂)R3 = ⟨𝑞, 𝜂⟩Γ ∀ 𝜂 ∈ 𝐻1(R3).

Эту функцию будем приближать выражением

𝑞 (𝑥) 𝛿Γ (𝑥) ≈
𝑀∑︁
𝑛=1

𝑞𝑛𝜙𝑛𝜓𝑛(𝑥), 𝜓𝑛(𝑥) = (𝜋𝜎2
𝑛)−3/2 exp

(︀
−(𝑥− 𝑥𝑛)2

⧸︀
𝜎2
𝑛

)︀
, 𝑥 ∈ R3,

где 𝑞𝑛 — неизвестные коэффициенты.
Функции 𝜓𝑛(𝑥) ∈ 𝐶∞(R3) близки к нулю вне достаточно малой окрестности поверх-

ности Γ. Таким образом, если

𝑞𝑛𝜙𝑛 = ⟨𝑞, 𝜙𝑛⟩Γ , 𝜂𝑛 =

∫︁
R3

𝜂(𝑥)𝜓𝑛(𝑥)𝑑𝑥,

то

𝜂𝑛 ≈
∫︁
Γ

𝜂(𝑥)𝜙𝑛(𝑥)𝑑Γ,
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(︃
𝑀∑︁
𝑛=1

𝑞𝑛𝜙𝑛𝜓𝑛, 𝜂

)︃
R3

=
𝑀∑︁
𝑛=1

𝑞𝑛𝜙𝑛

∫︁
R3

𝜂(𝑥)𝜓𝑛(𝑥)𝑑𝑥 =
𝑀∑︁
𝑛=1

𝜂𝑛 ⟨𝑞, 𝜙𝑛⟩Γ =

=

⟨
𝑞,

𝑀∑︁
𝑛=1

𝜂𝑛𝜙𝑛

⟩
Γ

≈ ⟨𝑞, 𝜂⟩Γ ∀ 𝑞 ∈ 𝐻−1/2(Γ) ∀ 𝜂 ∈ 𝐻1(R3).

В частности, при достаточно гладкой функции 𝜂 мы можем показать, что

𝜂𝑛 =

∫︁
R3

𝜂(𝑥)𝜓𝑛(𝑥)𝑑𝑥 = 𝜂(𝑥𝑛) +𝑂(ℎ2) =
1

𝜙𝑛

∫︁
Γ

𝜂(𝑥)𝜙𝑛(𝑥)𝑑Γ +𝑂(ℎ2).

Таким образом, для любой такой функции 𝜂 и 𝑞 ∈ 𝐻1(Γ) имеем

⟨𝑞, 𝜂⟩Γ =

⟨
𝑞,

𝑀∑︁
𝑛=1

𝜙𝑛𝜂

⟩
Γ

=
𝑀∑︁
𝑛=1

𝜂𝑛 ⟨𝑞, 𝜙𝑛⟩Γ +
𝑀∑︁
𝑛=1

𝑞𝑛 ⟨(𝜂 − 𝜂𝑛) , 𝜙𝑛⟩Γ +

+
𝑀∑︁
𝑛=1

⟨(𝑞 − 𝑞𝑛) (𝜂 − 𝜂𝑛) , 𝜙𝑛⟩Γ =
𝑀∑︁
𝑛=1

𝜂𝑛𝑞𝑛𝜙𝑛 +𝑂(ℎ2) =

=
𝑀∑︁
𝑛=1

𝑞𝑛𝜙𝑛

∫︁
R3

𝜂(𝑥)𝜓𝑛(𝑥)𝑑𝑥+𝑂(ℎ2) =

(︃
𝑀∑︁
𝑛=1

𝑞𝑛𝜙𝑛𝜓𝑛, 𝜂

)︃
R3

+𝑂(ℎ2).

Приближение плотности потенциала простого слоя объемной плотностью позволяет
получать простые формулы для аппроксимации интегрального оператора 𝐴𝑖(𝑒) из (4).
Теоретическое обоснование изложенного подхода имеется в работе [19].

Интегральные операторы из (4) на Γ аппроксимируются выражениями [14, 20]

⟨︀
𝐴𝑖(𝑒)𝑞, 𝜙𝑚

⟩︀
Γ
≈

𝑀∑︁
𝑛=1

𝐴𝑚𝑛
𝑖(𝑒)𝑞𝑛, 𝑚 = 1, 2, ...,𝑀, (10)

𝐴𝑚𝑛
𝑖(𝑒) ≡ 𝐴𝑚𝑛

(︀
𝑘𝑖(𝑒)

)︀
, 𝐴𝑚𝑛 (𝑘) =

𝜙𝑚𝜙𝑛

8𝜋𝑟𝑚𝑛

exp
(︀
𝜇2
𝑚𝑛 − 𝛾2𝑚𝑛

)︀ (︀
𝑤
(︀
𝑧−𝑚𝑛

)︀
− 𝑤

(︀
𝑧+𝑚𝑛

)︀)︀
, 𝑛 ̸= 𝑚,

𝐴𝑚𝑚 (𝑘) =
𝜙2
𝑚

4𝜋
exp

(︀
𝜇2
𝑚𝑚

)︀(︃
𝑖𝑘𝑤 (𝜇𝑚𝑚) +

√
2𝜋

𝜙𝑚

(︂
𝜙𝑚

𝜋𝜎𝑚
+ 2𝜎𝑚 − 𝑘2𝜎3

𝑚

3

)︂)︃
,

𝜎2
𝑚𝑛 = 𝜎2

𝑚 + 𝜎2
𝑛, 𝜇𝑚𝑛 = 0.5𝑘𝜎𝑚𝑛, 𝑧±𝑚𝑛 = 𝜇𝑚𝑛 ± 𝑖𝛾𝑚𝑛, 𝛾𝑚𝑛 = 𝑟𝑚𝑛/𝜎𝑚𝑛, 𝑖2 = −1,

𝑤 (𝑧) = − 2𝑖√
𝜋

exp
(︀
−𝑧2

)︀ ∞∫︁
𝑧

exp
(︀
𝑡2
)︀
𝑑𝑡,

⟨︀
𝑎𝑞 +𝐵𝑖(𝑒)𝑞, 𝜙𝑚

⟩︀
Γ
≈

𝑀∑︁
𝑛=1

𝐵𝑚𝑛
𝑖(𝑒)𝑞𝑛, 𝑚 = 1, 2, ...,𝑀, 𝑎 = ±0.5, (11)

⟨︀
𝑎𝑞 +𝐵*

𝑖(𝑒)𝑞, 𝜙𝑚

⟩︀
Γ
≈

𝑀∑︁
𝑛=1

𝐵𝑛𝑚
𝑖(𝑒)𝑞𝑛, 𝑚 = 1, 2, ...,𝑀, (12)
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𝐵𝑚𝑛
𝑖(𝑒) =

𝜂𝑚𝑛

4𝜋𝑟2𝑚𝑛

exp
(︀
𝑖𝑘𝑖(𝑒)𝑟𝑚𝑛

)︀ (︀
𝑖𝑘𝑖(𝑒)𝑟𝑚𝑛 − 1

)︀
𝜙𝑚𝜙𝑛, 𝑛 ̸= 𝑚,

𝐵𝑚𝑚
𝑖(𝑒) = (− |𝑎| + 𝑎+ Gs𝑚)𝜙𝑚, 𝜂𝑚𝑛 =

3∑︁
𝑙=1

𝑛𝑚𝑙
𝑥𝑚𝑙 − 𝑥𝑛𝑙
𝑟𝑚𝑛

, Gs𝑚 = −
𝑀∑︁

�̸�=𝑚

𝜂𝑛𝑚𝜙𝑛

4𝜋𝑟2𝑚𝑛

,

𝑛𝑚𝑙 — компоненты единичного вектора внешней нормали к поверхности Γ в точке 𝑥𝑚.
Операторы в левых частях уравнений (6) и (8) аппроксимируем композициями опе-

раторов (10)–(12):

⟨𝐶𝑞, 𝜙𝑚⟩Γ ≈
𝑀∑︁
𝑛=1

𝐶𝑛𝑚
𝑖𝑒 𝑞𝑛, ⟨𝐷𝑞, 𝜙𝑚⟩Γ ≈ −

𝑀∑︁
𝑛=1

𝐶𝑛𝑚
𝑒𝑖 𝑞𝑛, 𝑚 = 1, 2, ...,𝑀, (13)

𝐶𝑛𝑚
𝑖𝑒 = 𝐵𝑛𝑚

𝑖 𝐴𝑚𝑛
𝑒 − 𝑝𝑒𝑖𝐴

𝑚𝑛
𝑖 𝐵𝑚𝑛

𝑒 ,

а правые части уравнений (6) и (8) — по формулам

⟨𝑓2, 𝜙𝑚⟩Γ ≈
𝑀∑︁
𝑛=1

(𝑝𝑒𝑖𝐴
𝑚𝑛
𝑖 𝑓1𝑛 −𝐵𝑛𝑚

𝑖 𝑓0𝑛), ⟨𝑓0, 𝜙𝑚⟩Γ = 𝜙𝑚𝑓0𝑚, (14)

𝑓𝑙𝑚 = ⟨𝑓𝑙, 𝜙𝑚/𝜙𝑚⟩Γ , 𝑙 = 0, 1, 𝑚 = 1, 2, ...,𝑀.

Решая соответствующие СЛАУ, находим приближенные значения плотностей интег-
ральных уравнений в точках дискретизации. После этого искомое решение задачи ди-
фракции с помощью интегральных представлений может быть одинаково просто и точ-
но вычислено как в ближней, так и в дальней зонах.

3. Результаты численных экспериментов

Правильность и точность численного метода проверялись путем численного решения
тестовых задач с известными точными решениями. В качестве последних рассматрива-
лись внутренние и внешние краевые задачи Дирихле и Неймана для уравнения Гельм-
гольца в областях, ограниченных единичной сферой и трехосным эллипсоидом, а также
задача дифракции плоской волны на единичном шаре. Также проверялась сходимость
приближенных решений к точным решениям тех же задач на сгущающихся сетках. Кро-
ме того, использовались результаты численного решения трехмерных задач дифракции,
полученные другим приближенным способом, основанным на сведении исходной задачи
к системе из двух граничных интегральных уравнений Фредгольма первого и второго
рода, приведенные в [30]. Во всех рассмотренных случаях имело место хорошее согла-
сование решений.

Пример 1. Рассматривается задача дифракции плоской акустической волны на еди-
ничном шаре с центром в начале координат и тремя различными наборами параметров
вмещающей среды и включения. Комплексная амплитуда исходного волнового поля
давлений имеет вид 𝑢0(𝑥) = exp(𝑖𝑘𝑒𝑥3), параметры сред: I) 𝑘𝑖 = 12.5, 𝜌𝑖 = 4, 𝑘𝑒 = 8,
𝜌𝑒 = 3; II) 𝑘𝑖 = 7, 𝜌𝑖 = 2, 𝑘𝑒 = 16.5, 𝜌𝑒 = 5; III) 𝑘𝑖 = 21 𝜌𝑖 = 7, 𝑘𝑒 = 13.5, 𝜌𝑒 = 4.5.

Точное решение этой задачи имеет вид (см. [31])

𝑢𝑒(𝑟, 𝜃) =
∞∑︁

𝑚=0

(2𝑚+ 1) 𝑖𝑚𝑎𝑚
𝑏𝑚

ℎ𝑚 (𝑘𝑒𝑟)𝑃𝑚 (cos 𝜃) , 𝑟 ≥ 1, (15)
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𝑢𝑖(𝑟, 𝜃) =
∞∑︁

𝑚=0

(2𝑚+ 1) 𝑖𝑚+1𝑝𝑒
𝑘𝑒𝑏𝑚

𝑗𝑚 (𝑘𝑖𝑟)𝑃𝑚 (cos 𝜃) , 𝑟 ≤ 1. (16)

Здесь 𝑟 = |𝑥|, cos 𝜃 = 𝑥3/𝑟,

𝑎𝑚 = (𝑝𝑖𝑗𝑚 (𝑘𝑒𝑟) 𝑗
′
𝑚 (𝑘𝑖𝑟) − 𝑝𝑒𝑗𝑚 (𝑘𝑖𝑟) 𝑗

′
𝑚 (𝑘𝑒𝑟))|𝑟=1 ,

𝑏𝑚 = (𝑝𝑒𝑗𝑚 (𝑘𝑖𝑟)ℎ
′
𝑚 (𝑘𝑒𝑟) − 𝑝𝑖ℎ𝑚 (𝑘𝑒𝑟) 𝑗

′
𝑚 (𝑘𝑖𝑟))|𝑟=1 ,

𝑗𝑚 (𝑘𝑟) =

√︂
𝜋

2𝑘𝑟
𝐽𝑚+1/2 (𝑘𝑟) , ℎ𝑚 (𝑘𝑟) =

√︂
𝜋

2𝑘𝑟
𝐻

(1)
𝑚+1/2 (𝑘𝑟) ,

𝐽𝑚+1/2 и 𝐻
(1)
𝑚+1/2 — функции Бесселя и функции Ханкеля 1-го рода (𝑚 + 1/2)-го порядка

соответственно, 𝑃𝑚 — полиномы Лежандра 𝑚-го порядка.
Известно, что положительные корни функций 𝑗𝑚, которые образуют спектр зада-

чи (9), не являются алгебраическими числами [32]. Поэтому 𝑘2𝑒 не совпадают с собствен-
ными значениями задачи (9) и задача дифракции из примера 1 сводится к эквивалент-
ным уравнениям (6) и (8) в силу теоремы 2.

Используя (15), (16), вспомогательные задачи Дирихле и формулы для предельных
значений нормальных производных потенциала простого слоя, можно показать, что
решения уравнений (6) и (8) в примере 1 имеют соответственно вид

𝑞 = −
∞∑︁

𝑚=0

(2𝑚+ 1) 𝑖𝑚+1𝑎𝑚
𝑘𝑒𝑏𝑚

𝑃𝑚 (cos 𝜃)

𝑗𝑚 (𝑘𝑒)
, (17)

𝑞 = −
∞∑︁

𝑚=0

(2𝑚+ 1) 𝑖𝑚+2𝑝𝑒
𝑘𝑖𝑘𝑒𝑏𝑚

𝑃𝑚 (cos 𝜃)

ℎ𝑚 (𝑘𝑖)
. (18)

Расчеты проводились для проверки правильности работы алгоритма и определения
скорости сходимости приближенных решений интегральных уравнений (6) и (8) к их
точным решениям (17) и (18) в норме пространства сеточных функций [19]

⃦⃦
𝑞ℎ
⃦⃦2
𝐻

−1/2
ℎ (Γ)

=
𝑀∑︁

𝑚,𝑛=1

𝐴𝑚𝑛𝑞𝑚𝑞
*
𝑛, (19)

где 𝑞*𝑛 — комплексно-сопряженное к 𝑞𝑛 число,

𝐴𝑚𝑛 =
𝜙𝑚𝜙𝑛

2𝜋3/2𝑟𝑚𝑛

𝛾𝑚𝑛∫︁
0

exp
(︀
−𝑡2
)︀
𝑑𝑡, 𝑚 ̸= 𝑛, 𝐴𝑚𝑚 =

𝜙2
𝑚

2𝜋3/2𝜎𝑚𝑚

+
𝜎𝑚𝑚𝜙𝑚

2𝜋1/2
.

С этой целью результаты расчетов в примере 1 представлены в виде графиков зависи-
мости lg 𝜀 от lg𝑀 , где 𝜀 — относительная погрешность вычисления решения. При точ-
ном степенном законе убывания погрешности эти графики асимптотически переходят
в прямые линии с наклоном tg𝛼 = −𝑝/2, где 𝑝 — порядок аппроксимации относительно
“шага” ℎ ∼𝑀−1/2 сетки, заданной на граничной поверхности.

Дискретизация уравнений (6) и (8) осуществлялась по формулам (13), (14), коли-
чество точек дискретизации 𝑀 здесь и далее варьировалось от 500 до 128 000, решения
СЛАУ находились численно при помощи обобщенного метода минимальных невязок
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(GMRES). В работе [14] показано, что именно этот итерационный метод вариационного
типа является наилучшим для численного решения СЛАУ, полученных в результате
дискретизации интегральных уравнений задач дифракции.

Вычисления проводились на кластере ВЦ ДВО РАН. Декомпозиции подвергались
наиболее ресурсоемкие части алгоритма: подпрограмма решения СЛАУ и подпрограм-
ма вычисления решения задачи дифракции во внешней области. Эксперименты пока-
зали, что алгоритм хорошо поддается распараллеливанию: при удвоении числа процес-
соров время работы программы уменьшается в среднем в 1.8 раза (см. ниже рис. 4, а).
Это обусловлено достаточно большим числом действий, пригодных для параллельного
расчета, по сравнению с теми, которые необходимо выполнять на одном процессоре.

На рис. 1 приведены значения относительных погрешностей решений уравнений (6)
и (8) в норме (19) для примера 1. Здесь и далее результаты для первого набора парамет-
ров помечены квадратами, для второго — треугольниками, для третьего — кружками.
Видно, что при достаточно больших 𝑀 погрешность решений имеет порядок не хуже
ℎ2 ∼𝑀−1.

На рис. 2 приведены значения относительных погрешностей решений задач дифрак-
ции из примера 1, посчитанных в норме пространств сеточных функций 𝐻0

ℎ(Ω𝑖(𝑒)). Вид-
но, что и в этом случае при достаточно больших𝑀 погрешность решений имеет порядок
не хуже ℎ2 ∼𝑀−1.
Пример 2. Рассматривается задача дифракции для эллипсоида с полуосями (0.4, 1, 0.2),
падающее поле создается точечным источником и имеет вид

𝑢0(𝑥) = exp (𝑖𝑘 |𝑥− 𝑦0|)/(|𝑥− 𝑦0|), (20)

параметры сред те же, что и в примере 1, 𝑦0 = (2, 2, 2).
Поскольку решения задачи из примера 2 неизвестны, в качестве “точных” выби-

рались ее приближенные решения с наибольшим количеством точек дискретизации
𝑀 = 127 969. На рис. 3, а приведены графики погрешностей решений этой задачи, полу-
ченных с использованием уравнения (6). Видно, что имеет место сходимость последова-

Рис. 1. Погрешности решений интегральных уравнений из примера 1: сплошная линия — урав-
нение (8), штриховая — уравнение (6)
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тельности приближенных решений к “точным”. При этом погрешность решений имеет
порядок не хуже ℎ2 ∼𝑀−1.

На рис. 3, б изображены вещественная (сплошная линия) и мнимая (штриховая)
части решения 𝑢𝑒 на отрезке 𝑥1 = 0, −5 ≤ 𝑥2 ≤ 5, 𝑥3 = −1 для исходных данных
𝑘𝑖 = 21, 𝜌𝑖 = 7, 𝑘𝑒 = 13.5, 𝜌𝑒 = 4.5.

а б

Рис. 2. Погрешности решений задач дифракции из примера 1, полученные с использованием
уравнения (6) — а и уравнения (8) — б: сплошная линия — для функции 𝑢𝑖, штриховая — для
функции 𝑢𝑒

а б

Рис. 3. Результаты решения задач дифракции из примера 2, полученные с использовани-
ем уравнения (6): а — погрешности решений (сплошная линия — для функции 𝑢𝑖, штри-
ховая — для функции 𝑢𝑒); б — вещественная (сплошная линия) и мнимая (штриховая) ча-
сти отраженного поля 𝑢𝑒 на отрезке 𝑥1 = 0, −5 ≤ 𝑥2 ≤ 5, 𝑥3 = −1 с параметрами сред
𝑘𝑖 = 21, 𝜌𝑖 = 7, 𝑘𝑒 = 13.5, 𝜌𝑒 = 4.5
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Пример 3. Рассматривается задача дифракции акустических волн на включении, гра-
ницей которого является эллипсоид (0.75, 1, 0.5) с центром в точке (0, 0,−1). Падающее
поле создается точечным источником вида (20), расположенным в точке (0, 2, 2). Кру-
говая частота колебаний 𝜔 = 1, параметры сред: 𝑐𝑒 = 0.125, 𝜌𝑒 = 3, 𝛾𝑒 = 0.05, 𝑐𝑖 =
0.07, 𝜌𝑖 = 5, 𝛾𝑖 = 0.02.

На рис. 4, а приведены графики времени решения СЛАУ из примера 3 для различ-
ных значений 𝑀 , измеренного в секундах, в зависимости от количества ядер 𝑃 , а на
рис. 4, б — значения добавочного поля ∆|𝑢𝑒| = |𝑢𝑒 + 𝑢0| − |𝑢0| на квадрате −5 ≤ 𝑥1 ≤ 5,

а б

Рис. 4. Время решения СЛАУ из примера 3 при распараллеливании в зависимости от коли-
чества ядер 𝑃 (а) и добавочное поле Δ|𝑢𝑒| на квадрате −5 ≤ 𝑥1 ≤ 5, −5 ≤ 𝑥2 ≤ 5, 𝑥3 = 0 (б)

а б

Рис. 5. Вещественная (сплошная линия) и мнимая (штриховая) части отраженного поля 𝑢𝑒
из примера 3 на отрезках: −5 ≤ 𝑥1 ≤ 5, 𝑥2 = 0, 𝑥3 = 0 (а) и 𝑥1 = 0, −5 ≤ 𝑥2 ≤ 5, 𝑥3 = 0 (б)
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Рис. 6. Добавочное поле Δ|𝑢𝑒| из примера 4 на квадрате −5 ≤ 𝑥1 ≤ 5, −5 ≤ 𝑥2 ≤ 5, 𝑥3 = 0

−5 ≤ 𝑥2 ≤ 5, 𝑥3 = 0. На рис. 5 изображены вещественная (сплошная линия) и мнимая
(штриховая) части отраженного поля 𝑢𝑒 на отрезках −5 ≤ 𝑥1 ≤ 5, 𝑥2 = 0, 𝑥3 = 0 и
𝑥1 = 0, −5 ≤ 𝑥2 ≤ 5, 𝑥3 = 0 соответственно.

Пример 4. В отличие от примера 3 границей включения является эллипсоид (0.8, 2, 0.4)
с центром в точке (0, 0,−1).

На рис. 6 изображено значение добавочного поля ∆|𝑢𝑒| на квадрате −5 ≤ 𝑥1 ≤ 5,
−5 ≤ 𝑥2 ≤ 5, 𝑥3 = 0.

Заключение

Изучены возможности численного решения стационарных задач дифракции акустичес-
ких волн на трехмерных однородных включениях, сформулированных в виде эквива-
лентных этим задачам граничных интегральных уравнений Фредгольма первого рода
с одной неизвестной функцией, которые ранее для численного решения задач дифрак-
ции не применялись. По результатам вычислительных экспериментов можно сделать
вывод, что предложенный численный метод обладает достаточно высокой точностью и
при больших значениях числа точек дискретизации𝑀 является методом второго поряд-
ка относительно “шага” ℎ заданной на граничной поверхности сетки. Метод допускает
эффективное распараллеливание, позволяет проводить расчеты в широком диапазоне
волновых чисел и может быть использован для решения других задач математичес-
кой физики, сформулированных в виде слабо сингулярных граничных или объемных
интегральных уравнений Фредгольма. Дальнейшее развитие предложенного подхода
к численному решению задач дифракции может быть связано с понижением его вычис-
лительной сложности, например, за счет использования быстрых методов матрично-
векторного умножения [23].
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Purpose. The purpose of the article is to develop efficient algorithms for numerical
solution of the diffraction (transmission) problem of stationary acoustic waves on three-
dimensional homogeneous inclusions.

Methods. By using the combinations of simple and double layer potentials, two
Fredholm boundary integral equations of the first kind with one unknown function are
obtained for these potentials, each of which is equivalent to the original problem. When
sampling these equations, a special method of averaging integral operators with weak
singularities in the kernels is applied.

Outcomes. The obtained integral equations are approximated by systems of linear
algebraic equations with easily-calculated coefficients, which are then solved numerically
by means of the generalized method of minimal residuals (GMRES). A series of compu-
ting experiments for numerical solution of particular stationary three-dimensional dif-
fraction problems of acoustic waves has been conducted.
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Conclusions. Computing experiments have shown that the proposed numerical
method possesses high accuracy in finding approximate solutions of these problems. It
allows both effective parallelization and ability to perform calculations in a wide range
of wave numbers and can be used to solve other problems of mathematical physics,
formulated in the form of boundary integral equations.

Keywords: diffraction problem, Helmholtz equation, boundary integral equation,
numerical method of solution.
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