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При решении задач электромагнетизма в широком частотном диапазоне в облас-
тях с тонкими пластинами, оболочками и экранами численными методами возни-
кает проблема резкого роста сеточной дискретизации вблизи внутренних структур
с разномасштабными габаритными размерами. В работе предложена модификация
вариационной постановки векторного метода конечных элементов, основанная на
снижении размерности модели в окрестности тонких включений, которая позво-
ляет преодолеть эту проблему за счет специфического учета таких структур на
уровне вариационной постановки. Так как редуцирование модели обычно приводит
к появлению ограничений на область ее применимости, выполнено исследование
диапазона допустимых частот, контрастности электрофизических характеристик
матрицы и включений, геометрических особенностей внутренней структуры, для
которых предложенная модель позволяет получить корректные с точки зрения
физики результаты.
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Введение

Тонкие пластины, обладающие свойствами геометрической и физической разномас-
штабности, встречаются во многих технических приложениях, таких как экранирование
отдельных частей расчетных областей или аппаратных узлов от воздействия электро-
магнитного поля [1, 2], моделирование поведения электромагнитных полей в тонкосло-
истых структурах — композитах и метаматериалах [3, 4], решение инженерных задач
в областях с тонкими оболочками — стенками резервуаров, внешними и внутренними
оболочками устройств и т. д. [1]. Разномасштабность габаритных размеров пластин-
включений означает необходимость построения адаптивных подробных сеточных раз-
биений, что приводит к значительному росту вычислительных затрат.

В настоящее время предлагается несколько основных подходов к редукции матема-
тических моделей для решения задач в областях, содержащих тонкие пластины. Сре-
ди них применение специальных постановок на основе асимптотических разложений
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по малому параметру, в качестве которого выбирается толщина пластины [2, 5–9], введе-
ние на межфрагментарных границах вмещающая среда — тонкое включение импеданс-
ных или передающих условий (impedance boundary conditions или interface transmission
conditions) [10–12]. Для решения данного класса задач используются также технологии
плоского элемента (shell-элемента) [1, 13–16] и неконформные численные методы, такие
как разрывный метод Галёркина [17–19].

В реализованном K. Schmidt и др. [2, 5–9] асимптотическом подходе к учету тон-
ких пластин предполагается, что включение достаточно гладкое, а проводимость плас-
тины обратно пропорциональна ее толщине. Введенные предположения позволяют на
основе асимптотического разложения некоторых коэффициентов уравнений Максвелла
по малому параметру (толщине пластины) вывести передающие условия на границах
раздела сред для пластин разной проводимости. В работах [2, 7] выполнен анализ схо-
димости и устойчивости рассмотренной вычислительной схемы. K. Schmidt и соавторы
рассматривают как двумерные [2], так и трехмерные постановки [7]. В [8] данный метод
применяется для решения прикладной задачи о распределении электрического потенци-
ала в расчетной области с криволинейным экраном, возникающей при моделировании
физических процессов в скважинах с тонкой обсадкой.

Альтернативный подход основан на редуцировании модели путем замены тонкого
включения эквивалентной поверхностью, на которой задаются специальные импеданс-
ные условия (impedance boundary conditions), которые также называют передающими
условиями (interface transmission conditions) [10–12]. В данном случае тонкое прово-
дящее включение заменяется поверхностью, либо проходящей через середину пласти-
ны [16], либо совпадающей с одной из ее продольных граней [12]. Импедансные условия
задают поведение поля на границе раздела сред. В зависимости от решаемой задачи
и сделанных авторами физических предположений импедансные условия могут быть
сформулированы различным образом.

Концепция плоского элемента (shell-element) широко представлена в литературе
[1, 13–16] и близка к методам на основе импедансных условий. Предполагается вве-
дение специальных элементов дискретизации, не имеющих объема и ассоциированных
с поверхностью включения. Данный подход показывает высокую точность в случае,
если скин-слой [20] пластины значительно превышает ее толщину [2].

Для получения численного решения для редуцированных моделей используют метод
конечных элементов, как скалярный [5, 6, 10–12, 15], так и векторный [21], а также метод
граничных элементов [7, 16] и метод интегральных уравнений [1]. Однако применение
данных конформных методов, требующих согласованного сеточного разбиения во всей
расчетной области и определенной гладкости решения, в силу особенностей внутренней
геометрии рассматриваемых областей в классических постановках затруднительно.

Применение неконформных методов к решению данного класса задач получило раз-
витие только в последние десятилетия [17–19]. Одним из таких методов является раз-
рывный метода Галёркина, однако в приложении к задачам с тонкими пластинами тре-
буется введение в вариационную постановку дополнительных условий на внутренних
границах расчетной области, позволяющих учесть тонкую структуру без выполнения
процедуры дискретизации ее объема [17, 18]. Данный метод, как и shell-элементы, по-
казывает наибольшую эффективность в случае, когда толщина проводящей пластины
меньше, чем скин-слой.

В данной работе предлагается подход, основанный на редуцировании геометрии
включений для уравнения Гельмгольца в естественных переменных. Авторами вво-
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дится специальная вариационная постановка векторного метода конечных элементов
(ВМКЭ), позволяющая учитывать протяженные тонкие включения и протяженные пла-
стины, выполняющие функцию экранов, как плоские, так и криволинейные, без учета
их объема. Такое упрощение для ряда задач позволяет уменьшить размерность конеч-
но-элементной дискретизации и сократить время моделирования.

Для предложенной специальной вариационной постановки в работе приведены ис-
следования допустимого диапазона частот, контрастностей, положений включений в рас-
четной области относительно источника электромагнитного поля для пластин-вклю-
чений, пластин-экранов и криволинейных тонких включений и экранов. Приведен ана-
лиз вычислительных затрат, позволяющий говорить о преимуществах предложенной
вариационной постановки по сравнению с классическим векторным методом конечных
элементов при дискретизации тонких включений как имеющих объем структур.

1. Постановка задачи

Поведение напряженности E (В/м) электрического поля в гармоническом режиме опи-
сывается дифференциальным векторным уравнением Гельмгольца:

∇× 𝜇−1∇× E + 𝑘2E = −𝑖𝜔J в Ω, (1)

где 𝑘2 = 𝑖𝜔𝜎 − 𝜔2𝜖; 𝜎 — электропроводность среды, См/м; 𝜖 — диэлектрическая про-
ницаемость, Ф/м; 𝜔 = 2𝜋𝑓 — циклическая частота, Гц; 𝜇 — магнитная проницаемость,
Гн/м; J — плотность тока, А/м2, причем ∇·J = 0. Расчетная область Ω ∈ 𝑅3 ограниче-
на непрерывной по Липшицу внешней границей 𝜕Ω (рис. 1), на которой заданы условия
непротекания электрического тока:

E× n|𝜕Ω = 0. (2)

Границы раздела сред матрица—включения обозначим Γ𝑖𝑛𝑐𝑙 и определим следую-
щим образом (рис. 1): Γ𝑖𝑛𝑐𝑙 =

⋃︀
𝑖 Γ𝑖

𝑆, где Γ𝑖
𝑆 = Γ𝑖

𝑆+

⋃︀
Γ𝑖
𝑆−.

Рис. 1. Пример расчетной области с тонкими сильнопроводящими пластинами толщиной ℎ𝑖
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Предполагается, что в рассматриваемых средах матрица является слабопроводящей
(либо диэлектрической), в то время как включения обладают высокой электропровод-
ностью. Пластина, таким образом, рассматривается как идеальный проводник со сле-
дующими условиями на границе раздела сред:

n+ × 𝐸+
⃒⃒
Γ𝑖𝑛𝑐𝑙

− n− × 𝐸−⃒⃒
Γ𝑖𝑛𝑐𝑙

= 0, n+ ×𝐻+
⃒⃒
Γ𝑖𝑛𝑐𝑙

− n− ×𝐻−⃒⃒
Γ𝑖𝑛𝑐𝑙

= j𝑆, (3)

где n+, n− — внутренняя и внешняя нормали к поверхности, j𝑆 — плотность тока на
поверхности пластины.

2. Вариационная постановка

Решение задачи (1), (2) выполняется векторным методом конечных элементов. Введем
функциональные пространства с определенными в них нормой и скалярным произве-
дением:

𝐻(rot,Ω) = {u ∈ 𝐿2(Ω) : ∇× u ∈ 𝐿2(Ω)},
𝐻0(rot,Ω) = {u ∈ 𝐻(rot,Ω) : u× n|𝜕Ω = 0}.

Вариационная постановка стандартного ВМКЭ для уравнения Гельмгольца форму-
лируется следующим образом: для J ∈ 𝐿2(Ω) найти E ∈ 𝐻0(rot,Ω) такое, что ∀v ∈
𝐻0(rot,Ω) выполняется∫︁

Ω

𝜇−1∇× E · ∇ × v𝑑Ω + 𝑘2

∫︁
Ω

E · v𝑑Ω = −𝑖𝜔

∫︁
𝐿

J · v𝑑𝑙. (4)

В данной постановке тонкие включения учитываются как объемные пластины с опре-
деленными электрофизическими характеристиками. В редуцированной постановке учет
тонких пластин осуществляется исходя из физически обоснованного предположения,
что тангенциальная компонента напряженности магнитного поля H на границе раздела
сильно- и слабопроводящей сред претерпевает скачок, равный плотности поверхност-
ного тока, сконцентрированного на границе раздела сред. Согласно векторной теореме
Грина [22], выпишем вариационную постановку в следующем виде: для J ∈ 𝐿2(Ω) найти
E ∈ 𝐻0(rot,Ω) такое, что ∀v ∈ 𝐻0(rot,Ω) выполняется∫︁
Ω

𝜇−1∇× E · ∇ × v𝑑Ω + 𝑘2

∫︁
Ω

E · v𝑑Ω −
∫︁

Γ𝑖𝑛𝑐𝑙

v · (n× 𝜇−1∇× E)𝑑𝑆 = −𝑖𝜔

∫︁
𝐿

J · v𝑑𝑙. (5)

В силу малости толщины ℎ пластины-включения, а также предположения об иде-
альном проводнике исходную пластину можно заменить эквивалентной усредненной
поверхностью Г, и тогда интеграл по поверхности в левой части выражения (5) может
быть записан в виде∫︁

Γ𝑖𝑛𝑐𝑙

v · (n× 𝜇−1∇× E)𝑑𝑆 =

∫︁
Γ

v ·
(︀
n𝑆 ×

(︀
𝜇−1∇× E+ − 𝜇−1∇× E−)︀)︀ 𝑑𝑆 =

= −𝑖𝜔

∫︁
Γ

v ·
(︀
n𝑆 ×

(︀
H+ −H−)︀)︀ 𝑑𝑆,

где n𝑆 — единичная нормаль к поверхности Γ.
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Условие (3) примет вид

n𝑆 ×H+
⃒⃒
Γ𝑖𝑛𝑐𝑙

− n𝑆 ×H−⃒⃒
Γ𝑖𝑛𝑐𝑙

= n𝑆 × (n𝑆 × j𝑆), (6)

j𝑆 =

∫︁
ℎ

j𝑑𝑙. (7)

Так как ℎ << 𝑎, ℎ << 𝑏, интеграл в правой части выражения (7) можно разложить
в ряд Тейлора в окрестности точки (𝑥, 𝑦, 𝑧0), т. е. при ℎ = 0

𝐼(ℎ) = 𝐼(0) + ℎ
𝜕𝐼(ℎ)

𝜕ℎ
(0) =

⎛⎝ 𝑧0+ℎ∫︁
𝑧0

j𝑑𝑙

⎞⎠
ℎ=0

+ ℎ

⎛⎝ 𝜕

𝜕ℎ

𝑧0+ℎ∫︁
𝑧0

j𝑑𝑙

⎞⎠
ℎ=0

= ℎj.

Тогда выражение (6) примет вид

n𝑆 ×
(︀
H+ −H−)︀ = n𝑆 × (n𝑆 × ℎj) = n𝑆 × (n𝑆 × ℎ𝜎𝑖E) .

Таким образом, вариационную формулировку (5) можно записать в следующем ви-
де: для J ∈ 𝐿2(Ω) найти E ∈ 𝐻0(rot,Ω) такое, что ∀v ∈ 𝐻0(rot,Ω) выполняется∫︁
Ω

𝜇−1∇×E ·∇×v𝑑Ω +𝑘2

∫︁
Ω

E ·v𝑑Ω + 𝑖𝜔𝜎𝑖ℎ

∫︁
Γ

(n𝑆 ×E) · (n𝑆 ×v)𝑑𝑆 = −𝑖𝜔

∫︁
𝐿

J ·v𝑑𝑙. (8)

Для среды с несколькими пластинами выражение (8) примет вид [23, 24]∫︁
Ω

𝜇−1∇× E · ∇ × v𝑑Ω + 𝑘2

∫︁
Ω

E · v𝑑Ω+

+𝑖𝜔
∑︁
𝑘

⎡⎢⎣𝜎𝑘ℎ𝑘

∫︁
Γ𝑘
𝑠+

(n𝑆𝑘
× E) · (n𝑆𝑘

× v)𝑑𝑆

⎤⎥⎦ = −𝑖𝜔

∫︁
𝐿

J · v𝑑𝑙, (9)

где n𝑆𝑘
— единичная нормаль к 𝑘-й тонкой пластине.

Дискретный аналог вариационных постановок (8) и (9) строится на нерегулярном
адаптивном тетраэдральном конечно-элементном разбиении расчетной области Ω в дис-
кретном подпространстве 𝐻ℎ

0 (rot,Ω) ⊂ 𝐻0(rot,Ω). Для постановки (4) триангуляция
расчетной области выполняется с учетом объема включений; для вариационной фор-
мулировки (9) включения дискретизируются как плоские поверхности.

Введенный в вариационную постановку дополнительный интеграл по поверхности
включения на уровне дискретной вариационной постановки предлагается учитывать
как добавочный член в глобальной матрице системы линейных алгебраических уравне-
ний (СЛАУ).
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3. Вычислительный эксперимент

3.1. Тонкие сильнопроводящие включения

Наличие тонких сильнопроводящих включений внутри слабопроводящей (или диэлек-
трической) вмещающей среды характерно для композитов и метаматериалов, в кото-
рых за счет периодической внутренней структуры, специфической формы включений
и высокой контрастности входящих в состав материалов удается добиться совершенно
новых электрофизических свойств всего образца в целом [25].

Приведенные в данной работе исследования позволяют ограничить допустимый диа-
пазон частот, возможную контрастность электропроводности матрицы и включений,
значения толщины пластин, для которых предложенная модифицированная вариаци-
онная постановка дает физически корректные результаты.

Численный эксперимент проводился в расчетной области с габаритными размерами
1 × 1 × 1 м, содержащей три тонкие пластины-включения, ориентированные различ-
ным образом по отношению к возбуждающей поле генераторной петле диаметром 5 см
(рис. 1). Сила тока в генераторной петле 1 А. Включения имеют следующие размеры:
0.7× 0.33× 0.016 м; 0.02× 0.2× 0.5 м; 0.3× 0.9× 0.02 м. Электрофизические характери-
стики подобластей: для вмещающей среды 𝜖 = 𝜖0 (Ф/м), 𝜎 = 0.1 См/м, 𝜇 = 𝜇0 (Гн/м);
для включений 𝜖 = 𝜖0 (Ф/м), 𝜎 = 7.69 · 106 См/м, 𝜇 = 𝜇0 (Гн/м).

3.1.1. Допустимая контрастность коэффициента электропроводности

Электропроводность включений варьируется в пределах от 10 до 107 См/м. Частота
50 МГц.

На рис. 2 приведены результаты, полученные с применением стандартной постанов-
ки векторного метода конечных элементов и предложенной модифицированной поста-
новки. Представлены действительная и мнимая части компоненты 𝐸𝑥 напряженности
электрического поля E по профилю 𝑥, (𝑦 = 0.2м, 𝑧 = 0.3м), проходящему через вклю-
чения (см. рис. 1), для расчетной области с проводимостью включений 107См/м. Здесь

а б

Рис. 2. Напряженность электрического поля E по профилю 𝑥: а — действительная компонента
𝑅𝑒(𝐸𝑥); б — мнимая компонента 𝐼𝑚(𝐸𝑥)
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и далее на легенде графиков и в таблицах индекс vol соответствует решению, получен-
ному с использованием стандартной постановки, когда тонкое включение учитывается
как имеющее объем, индекс surf — решению, полученному с использованием модифи-
цированной постановки, когда тонкое включение заменяется поверхностью.

Ниже в табличном виде приведены погрешности вычислений 𝜀 =

⃦⃦
𝐸𝑣𝑜𝑙 − 𝐸𝑠𝑢𝑟𝑓

⃦⃦
‖𝐸𝑣𝑜𝑙‖

в норме пространства 𝐻(rot,Ω). За “точное” принимается решение, полученное клас-
сическим ВМКЭ. Обозначим 𝛽 контрастность электропроводности включений отно-
сительно электропроводности вмещающей среды, введенную следующим образом: 𝛽 =
log(𝜎𝑖/𝜎𝑚), где 𝜎𝑖—электропроводность включений, 𝜎𝑚—электропроводность матрицы.

𝛽, ед. 2 3 4 5 6 7 8
𝜀 1.08E-01 9.41E-02 7.96E-02 7.77E-02 7.45E-02 6.89E-02 6.88E-02

Из приведенных результатов видно, что при увеличении контрастности 𝛽 точность
аппроксимации возрастает, что полностью объясняется особенностями вывода модифи-
цированной постановки и физическими предположениями, на основе которых выпол-
нена редукция трехмерной модели.

3.1.2. Допустимый частотный диапазон

Моделирование электромагнитного поля выполнялось на трех частотах: 100 кГц,
5 и 100 МГц. На рассмотренных частотах при заданных выше электрофизических ха-
рактеристиках в 𝑘2 доминирует мнимая часть, т. е. преобладают токи проводимости
и волновой процесс не формируется.

Ниже приведены погрешности вычислений в энергетической норме пространства
𝐻(rot,Ω).

𝑓 100 кГц 5 МГц 100 МГц
𝜀 1.14E+01 8.13E-02 6.54E-02

Модифицированная постановка задачи приводит к некорректным результатам в слу-
чаях, когда для 𝑘2 наблюдается значительное преобладание действительной компонен-
ты над мнимой.

3.1.3. Применение модифицированной постановки в расчетных областях
с нерегулярным расположением тонких пластин-включений

В средах, содержащих большое количество нерегулярно расположенных произвольно
ориентированных тонких включений, применение модифицированной постановки поз-
воляет значительно сократить вычислительные затраты, обеспечивая при этом при-
емлемую точность аппроксимации. Расчетные области (рис. 3) содержат по семь про-
извольно ориентированных и хаотично расположенных включений: прямых (рис. 3, а)
и смесь прямых и изогнутых (рис. 3, б) тонких пластин размерами 0.1 × 0.4 × 0.01 м.
Электрофизические характеристики соответствуют приведенным ранее.

Электрическое поле возбуждается генераторной петлей диаметром 5 см, располо-
женной под углом 𝛼 к плоскости 𝑥0𝑦. Моделирование проводилось на частоте 50МГц.
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Рис. 3. Расчетные области с нерегулярным расположением включений. Габаритные размеры
1×1×1 м: а — прямые произвольно ориентированные пластины; б — смесь прямых и изогнутых
произвольно ориентированных пластин

На рис. 4, а показана действительная компонента напряженности электрического
поля по профилю 𝑥 (𝑦 = 0.585 м, 𝑧 = 0.52 м), проходящему через включения, для рас-
четной области с прямыми произвольно ориентированными пластинами (см. рис. 3, а).
На рис. 4, б приведена действительная компонента напряженности электрического поля
в расчетной области со смесью прямых и изогнутых пластин (см. рис. 3, б) по профилю
𝑥 (𝑦 = 0.25 м, 𝑧 = 0.74 м), проходящему через включения.

Наличие в расчетной области криволинейных включений не оказывает существен-
ного влияния на точность приближения. Соответственно, предложенная постановка мо-
жет использоваться для моделирования в областях с тонкими проводящими криволи-
нейными включениями.

а б

Рис. 4. Действительная компонента напряженности электрического поля 𝑅𝑒(𝐸𝑥) по профи-
лю 𝑥: а — расчетная область с прямыми пластинами; б — расчетная область со смесью прямых
и изогнутых пластин
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3.2. Тонкие сильнопроводящие экраны

Электромагнитными экранами называют конструкции, предназначенные для ослабле-
ния влияния электромагнитных полей, создаваемых какими-либо источниками в неко-
торой области пространства, не содержащей этих источников [26]. Электромагнитные
экраны, применяющиеся для защиты от электрического поля, изготавливаются из ме-
таллов, таких как медь, алюминий, сталь. Для защиты от постоянных и низкочастот-
ных магнитных полей используются экраны из ферритов. Необходимость выполнять
моделирование в областях с тонкими протяженными проводящими оболочками и экра-
нами возникает в широком круге прикладных и инженерных задач, среди которых
можно выделить задачи геоэлектрики (моделирование обсаженных скважин и около-
скважинного пространства [27]), электротехники (моделирование тонких конструкций,
экранирующих отдельные части устройств [28, 29]) и других приложениях.

Поскольку поперечные и продольные габаритные размеры тонкого экрана могут
значительно превышать его толщину, представляется оправданным применение пред-
ложенной модифицированной постановки. Далее приведены результаты исследований,
позволяющие определить диапазон частот, допустимую контрастность экрана по от-
ношению к вмещающей среде, а также его толщину, при которой модифицированная
постановка дает физически корректные результаты.

3.2.1. Допустимый диапазон частот

Исследование диапазона частот проводилось на модельной задаче в расчетной облас-
ти, представленной на рис. 5, а. Расчетная область содержит сильнопроводящую тон-
кую пластину, расположенную под генерирующей петлей и выступающую в качестве
экрана. Размеры расчетной области 1 × 1 × 1 м. Радиус петли 𝑟 = 0.025 м. Сила тока
в петле 1А. Размеры включения 0.9×0.9×0.02 м. Электрофизические параметры среды:
для матрицы 𝜖 = 80𝜖0 (Ф/м), 𝜎 = 0.05 См/м, 𝜇 = 𝜇0 (Гн/м); для экрана 𝜖 = 𝜖0 (Ф/м),
𝜎 = 106 См/м, 𝜇 = 𝜇0 (Гн/м), для включений 𝜇𝑖 = 𝜇0 (Гн/м), 𝜖𝑖 = 2𝜖0 (Ф/м), 𝜎𝑖 =
1000 См/м. Моделирование проводилось в диапазоне частот от 100 кГц до 100 МГц.

а
б

Рис. 5. Расчетные области с экранами: а — плоским; б — цилиндрическим



Редуцированная вариационная постановка для моделирования... 101

а б

Рис. 6. Напряженность электрического поля E по профилю 𝑧, проведенному через пластину-
экран: а — действительная компонента 𝑅𝑒(𝐸𝑥); б — мнимая компонента 𝐼𝑚(𝐸𝑥)

На рис. 6 представлены соответственно действительная и мнимая компоненты на-
пряженности электрического поля по профилю 𝑧 (𝑥 = 0.3 м, 𝑦 = 0.4 м), проведенному
через пластину, на частоте 100 МГц.

Ниже приведены относительные погрешности в норме пространства 𝐻(rot,Ω).

𝑓 100 кГц 5 МГц 100 МГц
𝜀 2.34E+01 1.77E-03 9.23E-04

На низких частотах предложенная постановка дает нефизичные результаты за счет
низкой точности аппроксимации действительных компонент поля. Мнимые компоненты
на всех рассмотренных частотах аппроксимируются с более высокой точностью.

3.2.2. Допустимая контрастность электропроводности включений

Определение допустимых пределов контрастности электропроводности включений от-
носительно вмещающей среды проводилось в расчетной области, представленной на
рис. 5, а. Электрофизические характеристики вмещающей среды сохраняются. Элект-
ропроводность пластины варьируется в пределах от 103 до 107 См/м. Частота 5 МГц.

Т а б л и ц а 1. Относительная погрешность вычислений в нормах пространства ‖*‖𝐻(𝑟𝑜𝑡,Ω)

и ‖*‖ 𝐿2

Погрешность
𝛽

5 6 7 8 9
𝜀𝐻(𝑟𝑜𝑡,Ω) 7.58E-2 7.44E-3 8.38E-4 2.31E-4 2.15E-4

𝜀𝐿2 2.59E-1 4.72E-2 6.25E-3 2.92E-3 2.86E-3
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Компоненты напряженности электрического поля приведены в сечении расчетной
области плоскостью 𝑦0𝑧, 𝑥 = 0.6 м, проходящей через включение. Контрастность элект-
ропроводности пластины относительно электропроводности среды обозначена 𝛽.

В табл. 1 приведены погрешности решения, полученного с использованием модифи-
цированной вариационной постановки (𝐸𝑠𝑢𝑟𝑓 ) относительно решения, полученного при
объемной дискретизации пластины (𝐸𝑣𝑜𝑙), для различных значений 𝛽.

Приведенные выше результаты согласуются с предположением о сильной проводи-
мости тонкого включения по отношению к слабопроводящей вмещающей среде, исполь-
зованном при выводе модифицированной постановки.

3.2.3. Ограничения на толщину пластин-экранов

Расчетная область представлена на рис. 5, а. Электрофизические характеристики мат-
рицы сохраняются прежними. Электропроводность включения 𝜎 = 107 См/м. Толщина
пластины-включения варьировалась от 0.005 до 0.3 м.

В табл. 2 приведены погрешности решения с использованием редуцированной вари-
ационной постановки относительно решения, полученного при объемной дискретизации
пластины и различных толщинах пластины ℎ в соответствующих нормах.

При толщине пластины-экрана от 0.2 м и выше модифицированная постановка дает
некорректный результат. Толщина скин-слоя во включении с приведенными электро-
физическими характеристиками на частоте 5 МГц составляет 𝛿 = 0.16 м. Толщина

скин-слоя вычисляется по формуле 𝛿 = 𝑐

√︃
2

𝜖0

𝜔𝜇𝑚

𝜌. То есть предложенная модифициро-

ванная постановка дает корректное с физической точки зрения решение при толщине
пластины, которая меньше глубины скин-слоя, что совпадает с ограничениями других
подходов к редукции модели, предлагаемых в литературе [2].

3.2.4. Цилиндрический экран

Предложенная модифицированная вариационная постановка рассматривалась приме-
нительно к областям, содержащим полые цилиндрические сильнопроводящие включе-
ния, которые на высоких частотах демонстрируют свойства экранов. На рис. 5, б пред-
ставлена расчетная область размерами 1× 1× 1 м, содержащая проводящие цилиндри-
ческие включения и полое сильнопроводящее цилиндрическое включение диаметром
20 см и высотой 40 см. Толщина полого цилиндрического включения 2 см.

Электрофизические характеристики расчетной области: для вмещающей среды
𝜇𝑚 = 𝜇0 (Гн/м), 𝜖𝑚 = 40𝜖0 (Ф/м), 𝜎𝑚 =0.1 См/м; для сильнопроводящего полого ци-
линдрического включения-экрана 𝜇𝑠 = 𝜇0 (Гн/м), 𝜎𝑠 = 7.69 ·106 См/м; для проводящих
цилиндрических включений 𝜇𝑖 = 𝜇0 (Гн/м), 𝜖𝑖 = 2𝜖0 (Ф/м), 𝜎𝑖 = 1000 См/м.

Т а б л и ц а 2. Относительная погрешность вычислений в нормах пространства ‖*‖𝐻(𝑟𝑜𝑡,Ω)

и ‖*‖ 𝐿2

Погрешность
Толщина пластины ℎ,м

0.005 0.02 0.04 0.08 0.1 0.2 0.3
𝜀𝐻(𝑟𝑜𝑡,Ω) 1.74E-04 2.15E-04 2.95E-04 4.74E-04 5.07E-04 9.52E-02 1.00E+00

𝜀𝐿2 9.10E-04 2.86E-03 2.98E-03 5.75E-03 6,89E-03 1.16E+00 2.01E+01
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Рис. 7. Действительная компонента 𝑅𝑒(𝐸𝑥) напряженности электрического поля в сечении
расчетной области плоскостью 𝑦 = 0.4 м: а — стандартная постановка; б — модифицированная
постановка; в — вывод по профилю 𝑥

Электрическое поле возбуждается генераторной петлей диаметром 2.5 см. Модели-
рование проводилось на частотах от 5 кГц до 50 МГц. На рис. 7 приведены действи-
тельные части компоненты 𝐸𝑥 напряженности электрического поля частотой 50 МГц,
выведенные в сечении расчетной области плоскостью 𝑥0𝑧, 𝑦 = 0.4 м и по профилю 𝑥
(𝑦 = 0.4 м, 𝑧 = 0.3 м).

На низких частотах (от 5 до 50 кГц) действительная часть напряженности элект-
рического поля близка к нулю и не аппроксимируется корректно при использовании
модифицированной постановки. Мнимая часть напряженности электрического поля ап-
проксимируется достаточно хорошо во всем рассмотренном диапазоне частот.
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Т а б л и ц а 3. Вычислительные затраты при решении СЛАУ в стандартной и модифициро-
ванной постановке

Постановка Размерность СЛАУ Время решения
Расчетная область, содержащая 7 плоских пластин (рис. 3, а)

Стандартная 661 136 27 мин 20 с
Модифицированная 572 028 19 мин 23 с
Расчетная область, содержащая 7 плоских и изогнутых пластин (рис. 3, б)
Стандартная 792 762 1 ч 07 мин 05 с
Модифицированная 613 126 34 мин 13 с

Расчетная область с цилиндрическим экраном (рис. 5, б)
Стандартная 551 012 1 ч 02 мин 02 с
Модифицированная 448 518 33 мин 06 с

3.3. Оценка вычислительных затрат

Оценка вычислительных затрат (табл. 3) произведена для задач в расчетных облас-
тях, содержащих тонкие пластины-включения, и в расчетной области, содержащей
цилиндрический экран. Вычислительные затраты получены с применением стандарт-
ной ВМКЭ-постановки и модифицированной вариационной постановки. Моделирование
выполнялось на нерегулярном тетраэдральном разбиении расчетной области, на edge-
элементах Неделека [30] второго типа. Полученные в результате конечно-элементной
дискретизации СЛАУ являются несимметричными и комплекснозначными, в качестве
итерационного метода решения СЛАУ используется BICGStab с выходом по невяз-
ке 10−9. Вычисления выполнялись на ПК с процессором Intel R○ CoreTM i5-4590 CPU
330GHz.

Использование модифицированной постановки значительно сокращает вычислитель-
ные затраты, при этом обеспечивает достаточно высокую точность аппроксимации тон-
ких включений-пластин различной геометрии и расположения.

Заключение

Предложена модифицированная постановка векторного метода конечных элементов
в функциональном пространстве 𝐻(rot,Ω), ориентированная на круг прикладных и ин-
женерных задач моделирования электромагнитного поля в частотном диапазоне в рас-
четных областях с тонкими сильнопроводящими пластинами. Такая постановка позво-
ляет получать корректное решение в средах с протяженными экранами и пластинами-
включениями (прямолинейными, криволинейными и изогнутыми), значительно сокра-
тив вычислительные затраты в силу более грубой сеточной дискретизации. Однако так
как данная модификация предполагает редукцию исходной физической модели, реа-
лизованная вычислительная схема имеет ряд ограничений на допустимый диапазон
частот, минимальные контрастность “включение— среда” и толщину пластины.
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A reduced formulation for modelling time-harmonic electromagnetic field
in the media with thin highly conductive inclusions

Shurina, EllaP.1,2,3,*, Dobrolyubova, DaryaV.1,2,3, Shtanko, Ekaterina I.1,3

1Trofimuk Institute of Petroleum Geology and Geophysics SB RAS, Novosibirsk, 630090, Russia
2Novosibirsk State Technical University, Novosibirsk, 630087, Russia
3Novosibirsk State University, Novosibirsk, 630090, Russia
*Corresponding author: Shurina, Ella P., e-mail: shurina@online.sinor.ru

Purpose. In this paper, we propose a reduced variational formulation for the
Helmholtz equation for the electric field, in which thin highly conductive objects are
approximated by surfaces with the equivalent surface current density. We conduct
a study aimed at defining the range of application for the reduced variational formulation,
focusing on highly contrasting thin objects of various geometrical shape and arrangement
in a wide frequency range.

Methodology. The modelling is performed on unstructured tetrahedral meshes.
Since the reduced variational formulation treats thin highly conductive objects as
surfaces, no volume mesh is constructed inside of them. We compare the results obtained
by the vector FEM using the proposed variational formulation with the results obtained
using standard formulation.

Findings. Due to the fact that the proposed variational formulation does not
require volume meshing of the thin objects, its computational cost is significantly lower.
However, the reduced formulation yields correct results in a restricted frequency range.
It also imposes some limitations on the minimal contrast and maximal thickness of the
thin highly conductive objects.

Originality/value. The proposed reduced variational formulation can be applied
to simulate the time-harmonic electric field in the media with thin highly conductive
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inclusions of either regular or chaotic arrangement, as well as thin shielding plates or
casings of various geometrical forms.

Keywords: vector finite element method, reduced models, media with thin inclusions,
electromagnetic shielding.
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