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С применением математической модели, включающей осредненные уравнения
движения и дифференциальные уравнения переноса нормальных рейнольдсовых
напряжений и скорости диссипации, выполнено численное моделирование эволю-
ции безымпульсного закрученного турбулентного следа с ненулевым моментом
количества движения за телом вращения. Получено, что начиная с расстояний
порядка 1000 диаметров от тела течение становится автомодельным. На основе
анализа результатов численных экспериментов построены упрощенные математи-
ческие модели дальнего следа.
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Введение

Закрученные турбулентные струйные течения представляют интерес в связи с разра-
боткой и использованием различного рода энергетических и химико-технологических
устройств, при исследовании обтекания тел, в задачах гидродинамики окружающей
среды и др. Хорошо известным примером закрученного турбулентного струйного тече-
ния является течение в закрученном турбулентном следе за телом вращения (см. [1–13],
где можно найти более полную библиографию). Особо следует отметить работы [5, 7],
в которых приведены результаты выполненных в ИГиЛ СО РАН уникальных деталь-
ных лабораторных измерений в закрученных турбулентных следах с варьируемыми
суммарными избыточным импульсом и моментом количества движения. Один из вари-
антов течения — безымпульсный закрученный турбулентный след [5]. Этому варианту
течения соответствует частный случай перемещения тела с движителем, тяга которого
компенсирует силу гидродинамического сопротивления, но в потоке остается ненулевая
интегральная закрутка.

c○ ИВТ СО РАН, 2018
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Результаты расчетно-теоретического анализа вырождения закрученных турбулент-
ных следов, основанного на ранних экспериментальных исследованиях, обсуждают-
ся в [2]. В этой работе изложены результаты расчетов с применением упрощенной
𝑒-модели турбулентности и указаны недостатки использования алгебраических моде-
лей рейнольдсовых напряжений и более общих дифференциальных моделей второго
порядка, которые, возможно, обусловлены неполнотой экспериментальных данных [7].
Оценки законов автомодельного вырождения закрученных турбулентных следов приве-
дены в [1, 11]. Расчетно-теоретическому моделированию закрученных следов посвяще-
ны также работы [3, 4], в которых исследовались автомодельность и законы вырожде-
ния для следов с различной степенью компенсации по импульсу и моменту количест-
ва движения. В этих работах используется 𝑒∼ 𝜀-модель турбулентности. Вырождение
рейнольдсовых напряжений не анализируется. Продемонстрированы сильная чувстви-
тельность дефекта продольной компоненты скорости к первоначальному дисбалансу
импульса и слабая зависимость от него окружной компоненты скорости, энергии тур-
булентности и ширины следа. Анализ асимптотического поведения возмущений средней
скорости позволил установить, что наличие даже небольшой тангенциальной составля-
ющей скорости заметно влияет на картину течения.

Численное моделирование закрученного безымпульсного турбулентного следа с нену-
левым моментом количества движения для небольших расстояний от тела выполнено
в [6]. Показано, что лишь математическая модель, включающая дифференциальные
уравнения переноса нормальных рейнольдсовых напряжений, позволяет дать удовле-
творительное описание экспериментальных данных. Обзор теоретических и экспери-
ментальных работ на момент написания книги приведен в [8].

В работе [10] на основе полуэмпирической модели турбулентности второго порядка
осуществлено численное моделирование ряда свободных турбулентных течений, вклю-
чая закрученный безымпульсный турбулентный след. Результаты численного модели-
рования свободных турбулентных течений сопоставлялись с известными данными лабо-
раторных измерений и расчетами других авторов, они удовлетворительно согласуются.
В этой работе приведен также обзор ряда известных теоретических и эксперименталь-
ных работ.

Закрученный турбулентный след за самодвижущимся телом (такой конфигурации
соответствует вариант следа с двумя нулевыми законами сохранения суммарных избы-
точного импульса и момента количества движения) численно исследовался в [7, 9, 12].
Показано, что на расстояниях порядка и более 100 диаметров от тела течение стано-
вится практически бессдвиговым. Исследована автомодельность вырождения. Постро-
ены упрощенные математические модели дальнего турбулентного следа. Важная роль
закрученным турбулентным спутным течениям отводится в связи с исследованием те-
чений в ветро- и гидротурбинах [14, 15].

На основе анализа известных работ по численному моделированию безымпульсного
закрученного турбулентного следа за телом можно сделать вывод об отсутствии по-
дробного исследования вырождения течения на больших удалениях от тела на основе
усовершенствованной математической модели [6, 9], результаты расчетов с применением
которой хорошо согласуются с экспериментальными данными [5]. В настоящей работе
выполнено численное моделирование эволюции дальнего безымпульсного закрученного
турбулентного следа. Показано, что на расстояниях порядка и более 1000 диаметров от
тела течение выходит на автомодельный режим. На основе анализа результатов рас-
четов построены упрощенные математические модели течения в дальнем безымпульс-
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ном закрученном турбулентном следе. Выполненные исследования являются развитием
и продолжением работ [6, 7, 9, 12, 13].

1. Постановка задачи

Численный анализ динамики турбулентного следа проводится с применением математи-
ческой модели, включающей систему осредненных уравнений движения, неразрывнос-
ти, переноса нормальных рейнольдсовых напряжений и скорости диссипации энергии
турбулентности во вращательно-симметричном течении в приближении тонкого сдвиго-
вого слоя [6, 9, 16] в цилиндрической системе координат (𝑥, 𝑟, 𝜙); ось 𝑥 противоположна
направлению движения тела:
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Здесь 𝑈, 𝑉, 𝑊, 𝑢′, 𝑣′, 𝑤′ — продольная, радиальная и тангенциальная компоненты ско-
рости осредненного и пульсационного движения; ⟨𝑢′2⟩, ⟨𝑣′2⟩, ⟨𝑤′2⟩, ⟨𝑢′𝑣′⟩, ⟨𝑢′𝑤′⟩, ⟨𝑣′𝑤′⟩ —
рейнольдсовы напряжения; 𝑒 = (⟨𝑢′2⟩+ ⟨𝑣′2⟩+ ⟨𝑤′2⟩)/2 — энергия турбулентности; ⟨ ⟩ —
знак осреднения. В правых частях уравнений (1), (2), (4)–(7) члены с молекулярной
вязкостью отброшены в предположении малости.
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Для определения касательных турбулентных напряжений применяются неравновес-
ные алгебраические соотношения [6, 9, 17]
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где 𝛼 = −𝜆1𝑒/𝜀, 𝜆1 = (1 − 𝐶2)/(𝐶1 + 𝑃/𝜀 − 1). В уравнениях (4)–(7) и соотношениях
(8)–(10) величина 𝑃 — порождение энергии турбулентности за счет осредненного дви-
жения:
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Величины 𝐶1 = 2.2, 𝐶2 = 0.55, 𝐶𝜀1 = 1.44, 𝐶𝜀1 = 1.92 — известные эмпирические
постоянные.

Назовем систему дифференциальных уравнений (1)–(7) и алгебраических соотно-
шений (8)–(10) математической моделью 1.

Начальные поперечные распределения осредненных продольной и тангенциальной
компонент скорости, скорости диссипации и нормальных рейнольдсовых напряжений
𝑈, 𝑊, 𝜀, ⟨𝑢′

𝑖𝑢
′
𝑖⟩ (𝑖 = 1, 2, 3) задавались исходя из лабораторных экспериментов [5]. Опы-

ты проведены при числе Рейнольдса Re = 𝑈0𝐷/𝜈 = 26 000, где 𝜈 — кинематический
коэффициент вязкости; 𝑈0 — скорость невозмущенной жидкости; 𝐷 — диаметр тела.

При 𝑟 → ∞ ставились условия невозмущенного потока, при 𝑟 = 0 — условия сим-
метрии для 𝑈 , ⟨𝑢′

𝑖𝑢
′
𝑖⟩, 𝜀 и антисимметрии для 𝑉, 𝑊 :
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Следствием уравнений математической модели, начальных и граничных условий
в предположении достаточно быстрого убывания искомых функций для рассматривае-
мого течения являются законы сохранения суммарных избыточного импульса и момен-
та количества движения
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Здесь 𝑈1 = 𝑈 −𝑈0 — дефект продольной компоненты скорости; 𝜌0 = const — плотность
жидкости. Переменные задачи могут быть обезразмерены с применением в качестве
характерной скорости величины скорости невозмущенного потока 𝑈0 и характерной
длины 𝐷 (диаметра тела).

Подробности численной реализации математической модели и результаты деталь-
ного тестирования численной модели приведены в [6, 7, 9].
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2. Результаты расчетов

На начальном этапе развития безымпульсного закрученного турбулентного следа с нену-
левым моментом количества движения результаты расчетов (подробно изложенные
в [6]) достаточно хорошо согласуются с экспериментальными данными [5], поэтому в на-
стоящей работе мы ограничились лишь сопоставлениями, представленными на рис. 1.

На рис. 1 показано изменение рассчитанных обезразмеренных характерных мас-
штабов турбулентности в зависимости от расстояния от тела. Здесь |𝑈10| = |𝑈1(0, 𝑥)| —
модуль осевого значения дефекта продольной компоненты скорости; |𝑊 |𝑚, |⟨𝑢′𝑣′⟩|𝑚 ,
|⟨𝑣′𝑤′⟩|𝑚, |⟨𝑢′𝑤′⟩|𝑚 — максимальные в данном сечении следа значения модулей окружной
компоненты скорости и касательных рейнольдсовых напряжений; 𝑒0 — осевые значения
кинетической энергии турбулентных возмущений; 𝜀0 — осевые значения скорости дис-
сипации кинетической энергии турбулентности; 𝐿1/2 — характерный масштаб ширины
следа, определяемый из условия 𝑒(𝐿1/2, 𝑥) = 0.5𝑒(0, 𝑥); R𝜆 =

√︀
(2/3)𝑒0𝜆/𝜈 — осевое зна-

чение турбулентного числа Рейнольдса (𝜆 =
√︀

10𝑒0𝜈/𝜀0 — тейлоровский микромасштаб
течения). Значками помечены экспериментальные данные [5].

Можно видеть, что на достаточно больших расстояниях от тела (𝑥/𝐷 ≥ 1000) по-
ведение всех масштабных функций демонстрирует степенную зависимость от 𝑥 (в ло-
гарифмических координатах это сплошные линии на рис. 1). В рамках использованной
математической модели подобное поведение масштабных функций является одним из
необходимых признаков достижения автомодельности турбулентного движения в сле-
де [18]. Осевые значения энергии турбулентных возмущений вырождаются по закону
𝑒0(𝑥) ∼ 𝑥−1.45, скорость диссипации — по закону 𝜀0(𝑥) ∼ 𝑥−2.45, касательные напряжения
Рейнольдса |⟨𝑢′𝑣′⟩|𝑚, |⟨𝑣′𝑤′⟩|𝑚 , |⟨𝑢′𝑤′⟩|𝑚 — по законам 𝑥−2.695, 𝑥−1.43, 𝑥−2.675 соответ-
ственно. Окружная компонента скорости при больших 𝑥/𝐷 убывает как |𝑊 (𝑥)|𝑚 ∼
𝑥−0.735, что согласуется с законом расширения следа и законом сохранения (2), а осе-
вой дефект продольной компоненты скорости |𝑈10| ∼ 𝑥−2. Размер следа 𝐿1/2 и тур-

Рис. 1. Изменение обезразмеренных характерных масштабов турбулентности в следе с ростом
расстояния от тела
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булентное число Рейнольдса R𝜆 характеризуются законами 𝑥0.245 и 𝑥−0.273. Отметим,
что для закрученного турбулентного следа за самодвижущимся телом [12] получены
следующие законы вырождения: R𝜆 ∼ 𝑥−0.273, 𝐿1/2 ∼ 𝑥0.215,|𝑊 |𝑚 ∼ 𝑥−2.8,|𝑈10| ∼ 𝑥−2.05,
𝑒0(𝑥) ∼ 𝑥−1.522, |⟨𝑢′𝑣′⟩|𝑚∼ 𝑥−2.787, |⟨𝑣′𝑤′⟩|𝑚 ∼ 𝑥−3.537, |⟨𝑢′𝑤′⟩|𝑚 ∼ 𝑥−4.802, 𝜀0(𝑥) ∼ 𝑥−2.522.
Дефект продольной компоненты скорости и энергия турбулентности убывают в рас-
смотренных течениях практически одинаково. Убывание тангенциальной компоненты
скорости в случае самодвижения [9, 12] значительно более быстрое. Аналогичная ситуа-
ция наблюдается и для касательных напряжений, включающих пульсационную состав-
ляющую тангенциальной компоненты скорости. Можно видеть, что значения величин
дефекта продольной компоненты скорости и касательных рейнольдсовых напряжений,
содержащих пульсации продольной компоненты скорости, существенно медленнее вы-
ходят на автомодельность. Обращает на себя внимание тот факт, что, несмотря на
весьма дальние расстояния от тела, течение в следе можно считать близким к раз-
витому турбулентному течению (см., например, [19]). Последнее связано с достаточно
большими значениями турбулентного числа Рейнольдса R𝜆 =

√︀
(2/3)𝑒0𝜆/𝜈: в расчетах

оно варьировалось в пределах от 62 при 𝑥/𝐷 = 10 до 18 при 𝑥/𝐷 = 6000.
На больших расстояниях от тела 𝑥/𝐷 ≥ 1000 автомодельные распределения диспер-

сий флуктуаций продольной, радиальной и азимутальной компонент скорости практи-
чески совпадают, и поэтому мы приводим автомодельное распределение энергии турбу-
лентности 𝑒. На рис. 2 (кривые 1) продемонстрированы рассчитанные автомодельные
профили дефекта продольной компоненты скорости, тангенциальной компоненты ско-
рости и энергии турбулентности.

Основные результаты расчетов получены на стационарной равномерной по пере-
менным 𝑟 и 𝑥 сетке с шагами ℎ𝑟/𝐷 = 0.01 и ℎ𝑥/𝐷 = 0.01. Для контроля точности
осуществлялся расчет на более мелкой сетке с ℎ𝑟/𝐷 = 0.005 и ℎ𝑥/𝐷 = 0.005. Отклоне-
ния сеточных решений в равномерной норме не превышали 1.5–2%. Сеточные аналоги
суммарного избыточного импульса и момента количества движения в расчетах равны
соответственно 4.5 · 10−12 и 6.3 · 10−3.

Рис. 2. Автомодельные профили дефекта продольной и тангенциальной компонент скорости
и энергии турбулентности. Кривые 1 получены по модели 1; кривые 2 и 3 — по упрощенным
математическим моделям 1 и 2 соответственно
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Приведенный выше численный анализ автомодельного вырождения течения в тур-
булентном следе базируется на обработке результатов расчетов. Обоснование такого
подхода на примере незакрученного безымпульсного турбулентного следа подробно об-
суждалось в [20].

С целью упрощения математической модели течения в табл. 1 приводятся данные
об изменении суммарных значений характеристик турбулентного следа. Здесь

𝐸(𝑥) =

∞∫︁
0

𝑒𝑟𝑑𝑟, 𝐸𝑈(𝑥) =

∞∫︁
0

𝑈2
1

2
𝑟𝑑𝑟, 𝐸𝑊 (𝑥) =

∞∫︁
0

𝑊 2

2
𝑟𝑑𝑟,

𝑃𝑈(𝑥) = −
∞∫︁
0

⟨𝑢′𝑣′⟩ 𝜕𝑈
𝜕𝑟

𝑟𝑑𝑟, 𝑃𝑊 (𝑥) = −
∞∫︁
0

⟨𝑣′𝑤′⟩ 𝜕

𝜕𝑟

(︂
𝑊

𝑟

)︂
𝑟2𝑑𝑟,

𝒫(𝑥) =

∞∫︁
0

𝑃𝑟𝑑𝑟, ℰ(𝑥) =
∞∫︁
0

𝜀𝑟𝑑𝑟.

Первые три интегральные величины характеризуют обезразмеренные суммарные по
сечению следа кинетическую энергию турбулентности и части кинетической энергии
осредненного движения, обусловленные продольной и окружной компонентами скорос-
ти. Для перехода к размерным суммарным значениям энергий достаточно умножить
их на 2𝜋𝜌0𝑈

2
0𝐷

2. Остальные величины характеризуют суммарные по сечению следа
порождения и скорость диссипации.

Анализ рассчитанных характеристик дальних закрученных безымпульсных турбу-
лентных следов (см. рис. 1, табл. 1) позволяет сделать вывод о возможности построения
упрощенных математических моделей. Видно, что величина |𝑈10| убывает значительно
быстрее, чем |𝑊 |𝑚. Поэтому следует предположить, что на больших расстояниях от
тела вкладом этой величины в слагаемые порождения можно пренебречь. В связи с
этим была построена упрощенная модель 1, представляющая в сравнении с исходной
приближение дальнего следа и замену уравнений переноса нормальных напряжений
одним уравнением баланса энергии турбулентности:

𝑈0
𝜕𝑈1

𝜕𝑥
=

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
𝑟𝐾𝑈

𝜕𝑈1

𝜕𝑟
+

𝜕

𝜕𝑥

∞∫︁
𝑟

𝑊 2

𝑟′
𝑑𝑟′, 𝑈0

𝜕𝑊

𝜕𝑥
=

1

𝑟2
𝜕

𝜕𝑟

[︂
𝑟3𝐾𝑊

𝜕

𝜕𝑟

(︂
𝑊

𝑟

)︂]︂
, (11)

𝑈0
𝜕𝑒

𝜕𝑥
=

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
𝑟𝐾𝑒

𝜕𝑒

𝜕𝑟
+ 𝑃𝑊 − 𝜀, 𝑈0

𝜕𝜀

𝜕𝑥
=

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
𝑟𝐾𝜀

𝜕𝜀

𝜕𝑟
+ 𝐶𝜀1

𝜀𝑃𝑊

𝑒
− 𝐶𝜀2

𝜀2

𝑒
. (12)

Т а б л и ц а 1. Интегральные характеристики течения в безымпульсном закрученном следе
за телом

𝑥/𝐷 𝐸𝑈 𝐸𝑊 𝐸 𝑃𝑈 𝑃𝑊 𝒫 ℰ
110 2.13 · 10−6 1.24 · 10−5 9.78 · 10−5 2.97 · 10−8 1.19 · 10−7 1.49 · 10−7 9.92 · 10−7

1810 9.19 · 10−10 8.84 · 10−7 6.31 · 10−6 1.82 · 10−12 5.26 · 10−10 5.28 · 10−10 3.97 · 10−9

3010 1.48 · 10−10 5.36 · 10−7 3.82 · 10−6 1.79 · 10−13 1.95 · 10−10 1.95 · 10−10 1.45 · 10−9
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Здесь

𝐾𝑈 = 𝐾𝑊 =
2

3

1− 𝐶2

𝐶1 + 𝑃𝑊/𝜀− 1

𝑒2

𝜀
, 𝐾𝑒 = 0.147

𝑒2

𝜀
, 𝐾𝜀 = 0.113

𝑒2

𝜀
,

𝑃𝑊 = 𝐾𝑈𝑟
2

(︂
𝜕 (𝑊/𝑟)

𝜕𝑟

)︂2

, 𝐶𝜀1 = 1.44, 𝐶𝜀2 = 1.92, 𝐶1 = 2.2, 𝐶2 = 0.55.

Дальнейшее упрощение модели (11), (12) состоит в пренебрежении величиной 𝑃𝑊/𝜀
в выражениях для коэффициентов турбулентной вязкости (по результатам расчетов
в дальнем следе 𝑃𝑊/𝜀 ≤ 0.1). В упрощенной модели 2 коэффициенты турбулентной
вязкости определяются следующим образом: 𝐾𝑈 = 𝐾𝑊 = 0.25𝑒2/𝜀. Таким образом,
модель 2 близка к известной 𝑒 ∼ 𝜀-модели турбулентности [21], но ее эмпирические
постоянные в коэффициентах турбулентной вязкости отличаются от общепринятых в
связи с тем, что она является упрощением существенно более общей математической
модели [6, 9, 16].

Дополнительно выполнены численные эксперименты с применением полной и одной
из упрощенных математических моделей (табл. 2). Вариант В1 (строки 1, 4) в табл. 2
соответствует расчетам по полной модели; вариант В2 (строки 2, 5, 6) — расчетам по
упрощенной модели 1 с заданием начальных условий при 𝑥/𝐷 = 510 и 𝑥/𝐷 = 910. На-
чальный этап в варианте В2 проводился по полной модели. В строках 3, 7, 8 приведены
относительные погрешности величин, полученных по полной и упрощенной моделям
(в связи с замечаниями рецензента). Величина 𝛿(𝑋1 − 𝑋2) означает относительную
разность решений, полученных по полной и упрощенной моделям с постановкой на-
чальных условий для упрощенной модели при 𝑥/𝐷 = 𝑋1; сопоставление выполнено при
𝑥/𝐷 = 𝑋2.

Из анализа табл. 2 можно сделать вывод о том, что применение упрощенной мате-
матической модели начиная с расстояний 𝑥/𝐷 = 910 приводит к результатам, незначи-
тельно отклоняющимся от полученных по полной модели. Отклонения массивов зна-
чений функций 𝑈1, 𝑊 , 𝑒, 𝜀, полученных по полной и упрощенным моделям, не превы-
шают отклонений соответствующих характерных (осевых и максимальных) значений,
представленных в таблице. Упрощенная модель 2 приводит к аналогичным результа-
там. Как показали численные эксперименты, интегральным слагаемым в правой части
уравнения (1) и его упрощенного аналога можно пренебречь.

Т а б л и ц а 2. Характерные масштабы турбулентного течения в закрученном следе за
самодвижущимся телом

Строка Вариант 𝑥/𝐷 |𝑈10| |𝑊 |max 𝑒0 𝜀0 l
1 В1 910 0.183·10−3 0.120·10−2 0.587·10−5 0.752·10−8 2.068
2 В2 510 0.195·10−3 0.125·10−2 0.578·10−5 0.736·10−8 2.054
3 𝛿(510− 910) — 0.066 0.042 0.015 0.021 0.0068
4 В1 2010 0.382·10−4 0.678·10−3 0.183·10−5 0.106·10−8 2.507
5 В2 510 0.437·10−4 0.716·10−3 0.183·10−5 0.105·10−8 2.476
6 В2 910 0.409·10−4 0.696·10−3 0.184·10−5 0.106·10−8 2.488
7 𝛿(510− 2010) — 0.144 0.056 0 0.0094 0.0124
8 𝛿(910− 2010) — 0.071 0.027 0.0054 0 0.0076
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а б

Рис. 3. Рассчитанные профили дефекта продольной (а) и тангенциальной компонент скоро-
сти (б), а также экспериментальные данные [5] при 𝑥/𝐷 = 20 (∙) и 50 (�)

Кривые 2, 3 на рис. 2 относятся к упрощенным математическим моделям 1 и 2.
Законы вырождения следа, полученные на основе исходной и упрощенных математичес-
ких моделей, удовлетворительно согласуются; отличия автомодельных распределений
на рис. 2 также можно считать незначительными. Применение упрощенных математи-
ческих моделей позволяет в два-три раза сократить время расчета течения; значительно
упрощается теоретический анализ.

Следует отметить, что упрощенные математические модели не претендуют на описа-
ние наблюдавшейся в экспериментальных данных анизотропии вырождения закручен-
ного безымпульсного турбулентного следа с ненулевым суммарным избыточным момен-
том количества движения [5]. В первом приближении основная математическая модель
(1)–(10) настоящей работы позволяет дать описание анизотропии [6]. А как упрощен-
ные математические модели могут описывать начальную стадию вырождения следа
применительно к продольной и тангенциальной осредненным компонентам скорости?
С целью ответа на поставленный вопрос выполнены численные эксперименты, резуль-
таты которых представлены на рис. 3.

Наряду с упрощенной моделью 1, построенной в настоящей работе, рассмотрены
также классическая 𝑒∼𝜀-модель турбулентности (со стандартными эмпирическими по-
стоянными 𝐶𝜀1 = 1.44, 𝐶𝜀2 = 1.92, 𝐶𝜇 = 0.09) и математическая модель из работы [3],
представляющая собой также 𝑒 ∼ 𝜀-модель [21] с эмпирическими постоянными
𝐶𝜀1 = 1.44, 𝐶𝜀2 = 2.0, 𝐶𝜇 = 0.16. Рассчитанные с применением этих математических
моделей профили осредненного дефекта продольной компоненты скорости сопоставля-
ются с результатами лабораторных измерений [5] на рис. 3, а, профили тангенциальной
компоненты скорости — на рис. 3, б. Можно видеть, что классическая 𝑒 ∼ 𝜀-модель
турбулентности приводит к существенным отклонениям результатов расчетов от экс-
периментальных данных как для дефекта продольной компоненты, так и окружной
скорости. Результаты расчетов по 𝑒 ∼ 𝜀-модели турбулентности работы [3] удовлетво-
рительно согласуются с экспериментальными данными [5], однако в отличие от упро-
щенной модели 2 настоящей работы модель работы [3] характеризуется нестандартным
набором эмпирических постоянных.
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Заключение

Выполнено численное моделирование вырождения безымпульсного закрученного тур-
булентного следа с ненулевым моментом количества движения за сферой в однородной
жидкости. Осуществлен численный анализ автомодельности вырождения и построены
упрощенные математические модели дальнего следа.

Авторы посвящают настоящую работу светлой памяти Владимира Алексеевича
Костомахи.
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Swirling turbulent jet flows are of interest in connection with the design and develop-
ment of various energy and chemical-technological devices as well as both study of flow
around bodies and solving problems of environmental hydrodynamics, etc. An interes-
ting example of such a flow is a swirling turbulent wake behind bodies of revolution.

Analysis of the known works on the numerical simulation of swirling turbulent
wakes behind bodies of revolution indicates lack of knowledge on the dynamics of the
momentumless swirling turbulent wake. A special case of the motion of a body with a
propulsor whose thrust compensates the swirl is studied, but there is a nonzero integral
swirl in the flow. In previous works with the participation of the authors, a numerical
simulation of the initial stage of the evolution of a swirling momentumless turbulent
wake based on a hierarchy of second-order mathematical models was performed. It is
shown that a satisfactory agreement of the results of calculations with the available
experimental data is possible only with the use of a mathematical model that includes
the averaged equations of motion and differential equations for the transfer of normal
Reynolds stresses along the rate of dissipation.

In the present work, based on the above mentioned mathematical model, a numerical
simulation of the evolution of a far momentumless swirling turbulent wake with a
nonzero angular momentum behind the body of revolution is performed. It is shown
that starting from distances of the order of 1000 diameters from the body the flow
becomes self-similar. Based on the analysis of the results of numerical experiments,
simplified mathematical models of the far wake are constructed.

The authors dedicate this work to the blessed memory of Vladimir Alekseevich
Kostomakha.

Keywords: momentumless swirling turbulent wake, mathematical models, self-similar
degeneration.
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