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Описывается метод численного решения трехмерной стационарной задачи ди-
фракции акустических волн на однородном включении. Исходная задача сводится
к граничным слабо сингулярным интегральным уравнениям Фредгольма первого
рода с одной неизвестной функцией, имеющим дискретный спектр. Эти уравнения
решаются численно. Для поиска решения исходной задачи на спектре предложен
метод интерполяции решения. Приводятся результаты численных экспериментов.
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Введение

Рассматривается стационарная задача дифракции акустических волн на трехмерном
однородном включении в обобщенной постановке. Она формулируется в виде двух сла-
бо сингулярных граничных интегральных уравнений Фредгольма первого рода с од-
ной неизвестной функцией (плотностью). Каждое из этих уравнений условно экви-
валентно исходной задаче [1, 2]. Для их численного решения используется специаль-
ный метод осреднения ядер интегральных операторов со слабыми особенностями [3, 4].
Он позволяет рассчитывать коэффициенты систем линейных алгебраических уравне-
ний (СЛАУ), аппроксимирующих соответствующие интегральные уравнения, по весь-
ма простым формулам. Метод не требует предварительной триангуляции поверхности,
одинаково просто реализуется как на регулярных, так и на нерегулярных сетках и поз-
воляет обойтись без трудоемкого приближенного вычисления кратных поверхностных
интегралов.

Дискретизация граничных интегральных уравнений приводит к СЛАУ с плотно за-
полненными матрицами. Приближенные решения этих систем находятся с помощью
обобщенного метода минимальной невязки (GMRES) [5]. После этого искомое прибли-
женное решение задачи дифракции восстанавливается в любой точке пространства.

∗Title translation and abstract in English can be found on page 49.
© ИВТ СО РАН, 2019.
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Интегральные операторы указанных уравнений имеют спектр. Он состоит из счет-
ного количества положительных волновых чисел. В каждой точке спектра нарушается
условие эквивалентности интегральных уравнений исходной задаче. В работе предлага-
ется метод интерполяции решения. Этот метод не требует знания спектра и позволяет
находить приближенные решения задачи дифракции для всех положительных волно-
вых чисел.

Обзор других подходов к численному решению задачи дифракции имеется, напри-
мер, в [4].

1. Исходная задача и эквивалентные ей граничные интегральные
уравнения

Задача 1. Найти в ограниченной области Ω𝑖 трехмерного евклидова пространства
R3 и в неограниченной области Ω𝑒 = R3∖Ω̄𝑖, разделенных замкнутой поверхностью
Γ ∈ 𝐶𝑟+𝛽, 𝑟+𝛽 > 1, комплекснозначные функции 𝑢𝑖(𝑒) ∈ 𝐻1(Ω𝑖(𝑒),∆), удовлетворяющие
интегральным тождествам∫︁

Ω𝑖(𝑒)

∇𝑢𝑖(𝑒)∇𝑣*𝑖(𝑒)𝑑𝑥− 𝑘2
𝑖(𝑒)

∫︁
Ω𝑖(𝑒)

𝑢𝑖(𝑒)𝑣
*
𝑖(𝑒)𝑑𝑥 = 0 ∀𝑣𝑖(𝑒) ∈ 𝐻1

0

(︀
Ω𝑖(𝑒)

)︀
,

условиям сопряжения на границе раздела сред из Ω𝑖 и Ω𝑒⟨︀
𝑢−
𝑖 − 𝑢+

𝑒 , 𝜇
⟩︀
Γ

= ⟨𝑓0, 𝜇⟩Γ ∀𝜇 ∈ 𝐻−1/2(Γ),⟨︀
𝜂, 𝑝𝑖𝑁

−𝑢𝑖 − 𝑝𝑒𝑁
+𝑢𝑒

⟩︀
Γ

= ⟨𝜂, 𝑝𝑒𝑓1⟩Γ ∀𝜂 ∈ 𝐻1/2(Γ),

а также условию излучения на бесконечности для 𝑢𝑒

𝜕𝑢𝑒/𝜕 |𝑥| − 𝑖𝑘𝑒𝑢𝑒 = 𝑜
(︀
|𝑥|−1)︀ , |𝑥| → ∞,

если на границе включения Γ заданы функции 𝑓0 ∈ 𝐻1/2(Γ) и 𝑓1 ∈ 𝐻−1/2(Γ).

Здесь 𝑣* — комплексно-сопряженная к 𝑣 функция; ⟨·, ·⟩Γ — отношение двойственно-
сти на 𝐻1/2(Γ) × 𝐻−1/2(Γ), обобщающее скалярное произведение в 𝐻0(Γ); 𝑢± ≡ 𝛾±𝑢,
𝛾− : 𝐻1(Ω𝑖) → 𝐻1/2(Γ), 𝛾+ : 𝐻1(Ω𝑒) → 𝐻1/2(Γ) — операторы следов; 𝑁− : 𝐻1(Ω𝑖,∆) →
𝐻−1/2(Γ), 𝑁+ : 𝐻1(Ω𝑒,∆) → 𝐻−1/2(Γ) — операторы нормальных производных [6],

𝑘2
𝑖(𝑒) = 𝜔

(︀
𝜔 + 𝑖𝛾𝑖(𝑒)

)︀⧸︀
𝑐2𝑖(𝑒), Im(𝑘𝑖(𝑒)) ≥ 0, 𝑝𝑖(𝑒) = 𝑐−2

𝑖(𝑒)𝑘
−2
𝑖(𝑒)𝜌

−1
𝑖(𝑒),

𝜔 — круговая частота колебаний, 𝑐𝑖(𝑒) > 0, 𝜌𝑖(𝑒) > 0, 𝛾𝑖(𝑒) ≥ 0. Определения используемых
здесь и далее функциональных пространств имеются в работе [6].

Замечание 1. Если Im(𝑘𝑒) = 0, то 𝑢𝑒 ∈ 𝐻1
𝑙𝑜𝑐(Ω𝑒,∆).

В статье [1]1 и работе [2] доказана

Теорема 1. Задача 1 имеет не более одного решения.
1В работе [1] имеются опечатки: на с. 80 в выражении (9) для функции 𝜙𝑖 под знаком первого

интеграла 𝐺𝑒 следует заменить на 𝐺𝑖, а под знаком второго интеграла вместо 𝜙𝑖 должно быть 𝜙𝑒.
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Введем обозначения(︀
𝐴𝑖(𝑒)𝑞

)︀
(𝑥) ≡

⟨︀
𝐺𝑖(𝑒)(𝑥, ·), 𝑞

⟩︀
Γ
,
(︀
𝐵𝑖(𝑒)𝑞

)︀
(𝑥) ≡

⟨︀
𝑁𝑥𝐺𝑖(𝑒)(𝑥, ·), 𝑞

⟩︀
Γ
,

(︀
𝐵*

𝑖(𝑒)𝑞
)︀

(𝑥) ≡
⟨︀
𝑁(·)𝐺𝑖(𝑒)(𝑥, ·), 𝑞

⟩︀
Γ
, 𝐺𝑖(𝑒) (𝑥, 𝑦) = exp

(︀
𝑖𝑘𝑖(𝑒) |𝑥− 𝑦|

)︀⧸︀
(4𝜋 |𝑥− 𝑦|). (1)

Решение задачи 1 будем искать в виде потенциалов

𝑢𝑒(𝑥) = (𝐴𝑒𝑞) (𝑥), 𝑥 ∈ Ω𝑒,

𝑢𝑖(𝑥) =
(︀
𝑝𝑒𝑖𝐴𝑖

(︀
𝑁+𝑢𝑒 + 𝑓1

)︀
−𝐵*

𝑖

(︀
𝑢+
𝑒 + 𝑓0

)︀)︀
(𝑥), 𝑥 ∈ Ω𝑖, (2)

где 𝑞 ∈ 𝐻−1/2(Γ) — неизвестная плотность; 𝑓0 ∈ 𝐻1/2(Γ), 𝑓1 ∈ 𝐻−1/2(Γ); 𝑝𝑒𝑖 = 𝑝𝑒/𝑝𝑖.
Это позволяет сформулировать задачу дифракции в виде граничного слабо сингу-

лярного интегрального уравнения Фредгольма первого рода

⟨𝐶𝑞, 𝜇⟩Γ = ⟨𝑓2, 𝜇⟩Γ ∀𝜇 ∈ 𝐻−1/2(Γ), (3)

где
𝐶 = (0.5 + 𝐵*

𝑖 )𝐴𝑒 + 𝑝𝑒𝑖𝐴𝑖 (0.5 −𝐵𝑒) , 𝑓2 = − (0.5 + 𝐵*
𝑖 ) 𝑓0 + 𝑝𝑒𝑖𝐴𝑖𝑓1.

Если же искать решение задачи 1 в виде

𝑢𝑖(𝑥) = (𝐴𝑖𝑞) (𝑥), 𝑥 ∈ Ω𝑖,

𝑢𝑒(𝑥) =
(︀
𝐴𝑒

(︀
𝑓1 − 𝑝𝑖𝑒𝑁

−𝑢𝑖

)︀
−𝐵*

𝑒

(︀
𝑓0 − 𝑢−

𝑖

)︀)︀
(𝑥), 𝑥 ∈ Ω𝑒, (4)

где 𝑞 ∈ 𝐻−1/2(Γ) — неизвестная плотность, 𝑓0 ∈ 𝐻1/2(Γ), 𝑓1 ∈ 𝐻−1/2(Γ), 𝑝𝑖𝑒 = 𝑝𝑖/𝑝𝑒, то
в этом случае она сводится к уравнению

⟨𝐷𝑞, 𝜇⟩Γ = ⟨𝑓0, 𝜇⟩Γ ∀𝜇 ∈ 𝐻−1/2(Γ), (5)

𝐷 = (0.5 −𝐵*
𝑒 )𝐴𝑖 + 𝑝𝑖𝑒𝐴𝑒 (0.5 + 𝐵𝑖) .

Теорема 2. Пусть 𝑓0 ∈ 𝐻1/2(Γ), 𝑓1 ∈ 𝐻−1/2(Γ), 𝛾𝑒 > 0 или 𝜔 не является собственной
частотой задачи

∆𝑢 + 𝑘2
𝑒𝑢 = 0, 𝑥 ∈ Ω𝑖, 𝑢− = 0. (6)

Тогда уравнения (3) и (5) корректно разрешимы в классе плотностей 𝑞 ∈ 𝐻−1/2(Γ)
и формулы (2) и (4) дают решение задачи 1.

Теорема 2 для уравнения (3) доказана в работах [1, 2]. Доказательство этой теоремы
для уравнения (5) проводится аналогично, оно имеется в работе [2].

2. Численный метод

Кратко опишем общую схему реализации метода [3, 4]. Построим покрытие поверхно-
сти Γ системой {Γ𝑚}𝑀𝑚=1 окрестностей узловых точек 𝑥′

𝑚 ∈ Γ, лежащих внутри сфер
радиусов ℎ𝑚 с центрами в 𝑥′

𝑚, и обозначим через {𝜙𝑚} подчиненное ему разбиение
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единицы. В качестве 𝜙𝑚 будем использовать функции

𝜙𝑚(𝑥) = 𝜙′
𝑚(𝑥)

(︃
𝑀∑︁
𝑘=1

𝜙′
𝑘(𝑥)

)︃−1

, 𝜙′
𝑚(𝑥) =

{︂
(1 − 𝑟2𝑚/ℎ2

𝑚)
3
, 𝑟𝑚 < ℎ𝑚,

0, 𝑟𝑚 ≥ ℎ𝑚,

где 𝑥 ∈ Γ, 𝑟𝑚 = |𝑥− 𝑥′
𝑚|; 𝜙𝑚 ∈ 𝐶1(Γ) при Γ ∈ 𝐶𝑟+𝛽, 𝑟 + 𝛽 > 1.

Приближенные решения уравнений (3) и (5) будем искать на сетке {𝑥𝑚},

𝑥𝑚 =
1

𝜙𝑚

∫︁
Γ

𝑥𝜙𝑚𝑑Γ, 𝜙𝑚 =

∫︁
Γ

𝜙𝑚𝑑Γ,

узлами которой являются центры тяжестей функций 𝜙𝑚. Предполагаем, что для всех
𝑚 = 1, 2, . . . ,𝑀 выполняются неравенства

0 < ℎ′ ≤ |𝑥𝑚 − 𝑥𝑛| , 𝑚 ̸= 𝑛, 𝑛 = 1, 2, . . . ,𝑀,

ℎ′ ≤ 𝜎𝑚 ≤ ℎ𝑚 ≤ ℎ, ℎ/ℎ′ ≤ 𝑞0 < ∞,

где ℎ, ℎ′ — положительные числа, зависящие от 𝑀 , а 𝑞0 не зависит от 𝑀 , 𝜎2
𝑚 = 0.5𝜙𝑚.

Интегральные операторы из (1) на Γ аппроксимируются выражениями [2, 3]

⟨︀
𝐴𝑖(𝑒)𝑞, 𝜙𝑚

⟩︀
Γ
≈

𝑀∑︁
𝑛=1

𝐴𝑚𝑛
𝑖(𝑒)𝑞𝑛, 𝑚 = 1, 2, ...,𝑀, (7)

𝐴𝑚𝑛
𝑖(𝑒) ≡ 𝐴𝑚𝑛

(︀
𝑘𝑖(𝑒)

)︀
, 𝐴𝑚𝑛 (𝑘) =

𝜙𝑚𝜙𝑛

8𝜋𝑟𝑚𝑛

exp
(︀
𝜇2
𝑚𝑛 − 𝛾2

𝑚𝑛

)︀ (︀
𝑤
(︀
𝑧−𝑚𝑛

)︀
− 𝑤

(︀
𝑧+𝑚𝑛

)︀)︀
, 𝑛 ̸= 𝑚,

𝐴𝑚𝑚 (𝑘) =
𝜙2
𝑚

4𝜋
exp

(︀
𝜇2
𝑚𝑚

)︀ [︃
𝑖𝑘𝑤 (𝜇𝑚𝑚) +

√
2𝜋

𝜙𝑚

(︂
𝜙𝑚

𝜋𝜎𝑚

+ 2𝜎𝑚 − 𝑘2𝜎3
𝑚

3

)︂]︃
,

𝜎2
𝑚𝑛 = 𝜎2

𝑚 + 𝜎2
𝑛, 𝜇𝑚𝑛 = 0.5𝑘𝜎𝑚𝑛, 𝑧±𝑚𝑛 = 𝜇𝑚𝑛 ± 𝑖𝛾𝑚𝑛, 𝛾𝑚𝑛 = 𝑟𝑚𝑛/𝜎𝑚𝑛, 𝑖2 = −1,

𝑤 (𝑧) = − 2𝑖√
𝜋

exp
(︀
−𝑧2

)︀ ∞∫︁
𝑧

exp
(︀
𝑡2
)︀
𝑑𝑡,

⟨︀
𝑎𝑞 + 𝐵𝑖(𝑒)𝑞, 𝜙𝑚

⟩︀
Γ
≈

𝑀∑︁
𝑛=1

𝐵𝑚𝑛
𝑖(𝑒)𝑞𝑛, 𝑚 = 1, 2, ...,𝑀, 𝑎 = ±0.5, (8)

⟨︀
𝑎𝑞 + 𝐵*

𝑖(𝑒)𝑞, 𝜙𝑚

⟩︀
Γ
≈

𝑀∑︁
𝑛=1

𝐵𝑛𝑚
𝑖(𝑒)𝑞𝑛, 𝑚 = 1, 2, ...,𝑀, (9)

𝐵𝑚𝑛
𝑖(𝑒) =

𝜂𝑚𝑛

4𝜋𝑟2𝑚𝑛

exp
(︀
𝑖𝑘𝑖(𝑒)𝑟𝑚𝑛

)︀ (︀
𝑖𝑘𝑖(𝑒)𝑟𝑚𝑛 − 1

)︀
𝜙𝑚𝜙𝑛, 𝑛 ̸= 𝑚,

𝐵𝑚𝑚
𝑖(𝑒) = (− |𝑎| + 𝑎 + Gs𝑚)𝜙𝑚, 𝜂𝑚𝑛 =

3∑︁
𝑙=1

𝑛𝑚𝑙
𝑥𝑚𝑙 − 𝑥𝑛𝑙

𝑟𝑚𝑛

, Gs𝑚 = −
𝑀∑︁

�̸�=𝑚

𝜂𝑛𝑚𝜙𝑛

4𝜋𝑟2𝑚𝑛

,

𝑛𝑚𝑙 — компоненты единичного вектора внешней нормали к поверхности Γ в точке 𝑥𝑚.
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Операторы в левых частях уравнений (3) и (5) аппроксимируем композициями опе-
раторов (7)–(9):

⟨𝐶𝑞, 𝜙𝑚⟩Γ ≈
𝑀∑︁
𝑛=1

𝐶𝑚𝑛
𝑖𝑒 𝑞𝑛, ⟨𝐷𝑞, 𝜙𝑚⟩Γ ≈ −

𝑀∑︁
𝑛=1

𝐶𝑚𝑛
𝑒𝑖 𝑞𝑛, 𝑚 = 1, 2, ...,𝑀, (10)

𝐶𝑚𝑛
𝑖𝑒 =

𝑀∑︁
𝑘=1

(︀
𝐵𝑘𝑚

𝑖 𝐴𝑘𝑛
𝑒 − 𝑝𝑒𝑖𝐴

𝑚𝑘
𝑖 𝐵𝑘𝑛

𝑒

)︀
,

а правые части уравнений (3) и (5) — по формулам

⟨𝑓2, 𝜙𝑚⟩Γ ≈
𝑀∑︁
𝑛=1

(𝑝𝑒𝑖𝐴
𝑚𝑛
𝑖 𝑓1𝑛 −𝐵𝑛𝑚

𝑖 𝑓0𝑛), ⟨𝑓0, 𝜙𝑚⟩Γ = 𝜙𝑚𝑓0𝑚, (11)

𝑓𝑙𝑚 = ⟨𝑓𝑙, 𝜙𝑚/𝜙𝑚⟩Γ , 𝑙 = 0, 1, 𝑚 = 1, 2, ...,𝑀.

Решая соответствующие СЛАУ, находим приближенные решения интегральных урав-
нений в точках дискретизации. После этого искомое решение задачи дифракции с по-
мощью интегральных представлений может быть одинаково просто и точно вычислено
как в ближней, так и в дальней зонах.

2.1. Метод интерполяции решения

Для численного решения интегральных уравнений на спектре воспользуемся следую-
щей схемой. Пусть 𝑘𝑒 > 0 — некоторое собственное значение задачи (6), а 𝑞(𝑘𝑒) —
соответствующее ему частное решение уравнения (3) или (5). Выберем некоторое 𝛿 > 0.
Тогда справедлива интерполяционная формула

𝑞(𝑘𝑒) = 4𝑞(𝑘𝑒 + 𝑖𝛿) − 𝑞(𝑘𝑒 − 𝛿 + 𝑖𝛿) − 𝑞(𝑘𝑒 + 𝛿 + 𝑖𝛿) − 𝑞(𝑘𝑒 + 2𝑖𝛿) + 𝑂(𝛿4). (12)

Все плотности в ее правой части являются решениями корректно разрешимых инте-
гральных уравнений. Подстановка этих плотностей в формулы (2) или (4) дает при-
ближенное решение задачи дифракции при условии, что искомые частные решения
уравнений (3) и (5) существуют.

3. Результаты численных экспериментов

Пример 1. Рассматривается задача дифракции плоской акустической волны на еди-
ничном шаре с центром в начале координат и тремя различными наборами парамет-
ров вмещающей среды и включения. Комплексная амплитуда исходного волнового поля
давлений имеет вид 𝑢0(𝑥) = exp(𝑖𝑘𝑒𝑥3), 𝑓0 = 𝑢+

0 , 𝑓1 = 𝑁+𝑢0, параметры сред:
I) 𝑘𝑖 = 12.5, 𝜌𝑖 = 4 𝑘𝑒 = 7.725251836937, 𝜌𝑒 = 3;
II) 𝑘𝑖 = 7, 𝜌𝑖 = 2, 𝑘𝑒 = 16.9236212852138, 𝜌𝑒 = 5;
III) 𝑘𝑖 = 21, 𝜌𝑖 = 7, 𝑘𝑒 = 13.6980231532492, 𝜌𝑒 = 4.5.

Точное решение этой задачи имеет вид [7]

𝑢𝑒(𝑟, 𝜃) =
∞∑︁

𝑚=0

(2𝑚 + 1) 𝑖𝑚𝑎𝑚
𝑏𝑚

ℎ𝑚 (𝑘𝑒𝑟)𝑃𝑚 (cos 𝜃) , 𝑟 ≥ 1,

𝑢𝑖(𝑟, 𝜃) =
∞∑︁

𝑚=0

(2𝑚 + 1) 𝑖𝑚+1𝑝𝑒
𝑘𝑒𝑏𝑚

𝑗𝑚 (𝑘𝑖𝑟)𝑃𝑚 (cos 𝜃) , 𝑟 ≤ 1.
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Здесь 𝑟 = |𝑥|, cos 𝜃 = 𝑥3/𝑟,

𝑎𝑚 = (𝑝𝑖𝑗𝑚 (𝑘𝑒𝑟) 𝑗′𝑚 (𝑘𝑖𝑟) − 𝑝𝑒𝑗𝑚 (𝑘𝑖𝑟) 𝑗′𝑚 (𝑘𝑒𝑟))|𝑟=1 ,

𝑏𝑚 = (𝑝𝑒𝑗𝑚 (𝑘𝑖𝑟)ℎ′
𝑚 (𝑘𝑒𝑟) − 𝑝𝑖ℎ𝑚 (𝑘𝑒𝑟) 𝑗′𝑚 (𝑘𝑖𝑟))|𝑟=1 ,

𝑗𝑚 (𝑘𝑟) =

√︂
𝜋

2𝑘𝑟
𝐽𝑚+1/2 (𝑘𝑟) , ℎ𝑚 (𝑘𝑟) =

√︂
𝜋

2𝑘𝑟
𝐻

(1)
𝑚+1/2 (𝑘𝑟) ,

𝐽𝑚+1/2, 𝐻
(1)
𝑚+1/2 — функции Бесселя и функции Ханкеля первого рода (𝑚 + 1/2)-го

порядка соответственно, 𝑃𝑚 — полиномы Лежандра 𝑚-го порядка.
Если бы условия теоремы 2 были выполнены, то задача из примера 1 свелась бы

к эквивалентным уравнениям (3) и (5). В этом случае их решения имели бы вид

𝑞(𝑘𝑒) = −
∞∑︁

𝑚=0

(2𝑚 + 1) 𝑖𝑚+1𝑎𝑚
𝑘𝑒𝑏𝑚

𝑃𝑚 (cos 𝜃)

𝑗𝑚 (𝑘𝑒)
, (13)

𝑞(𝑘𝑒) = −
∞∑︁

𝑚=0

(2𝑚 + 1) 𝑖𝑚+2𝑝𝑒
𝑘𝑖𝑘𝑒𝑏𝑚

𝑃𝑚 (cos 𝜃)

ℎ𝑚 (𝑘𝑖)
(14)

соответственно [4]. Однако в примере 1 в качестве 𝑘𝑒 выбраны корни функций 𝑗𝑚, ко-
торые в данном случае образуют спектр задачи (6). Видно, что при таких 𝑘𝑒 функция
(13) не является непрерывной, т. е. уравнение (3) решения не имеет. Уравнение (5) в си-
лу теории Рисса—Фредгольма имеет бесконечное множество решений, а функция (14)
является его частным решением.

Для проведения экспериментов были использованы ресурсы ЦКП “Центр данных
ДВО РАН” [8]. Основной их целью являлась демонстрация возможностей метода ин-
терполяции решения. Поэтому задача из примера 1 решались дважды — с интерполя-
цией решения (формула (12), 𝛿 = 0.01) и без нее. Дискретизация уравнений (3) и (5)
осуществлялась по формулам (10), (11), количество точек дискретизации 𝑀 здесь и да-
лее варьировалось от 500 до 128 000, решения СЛАУ находились численно при помощи
GMRES.

Скорость сходимости приближенных решений интегрального уравнения (5) к плот-
ности (14) определялась в норме пространства сеточных функций [2]

⃦⃦
𝑞ℎ
⃦⃦2
𝐻

−1/2
ℎ (Γ)

=
𝑀∑︁

𝑚,𝑛=1

𝐴𝑚𝑛𝑞𝑚𝑞
*
𝑛,

где 𝑞*𝑛 — комплексно-сопряженное к 𝑞𝑛 число,

𝐴𝑚𝑛 =
𝜙𝑚𝜙𝑛

2𝜋3/2𝑟𝑚𝑛

𝛾𝑚𝑛∫︁
0

exp
(︀
−𝑡2
)︀
𝑑𝑡, 𝑚 ̸= 𝑛, 𝐴𝑚𝑚 =

𝜙2
𝑚

2𝜋3/2𝜎𝑚𝑚

+
𝜎𝑚𝑚𝜙𝑚

2𝜋1/2
.

На рис. 1 приведены относительные погрешности решений интегрального уравне-
ния (5). Результаты расчетов, относящиеся к первому, второму и третьему наборам
параметров, отмечены на графиках квадратами, треугольниками и кружками соответ-
ственно. Видно, что метод интерполяции решения позволяет находить приближенные
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а б

Рис. 1. Погрешности решений интегрального уравнения (5) из примера 1: а — без интерполяции
решения, б — с интерполяцией

решения уравнения (5). При достаточно больших 𝑀 погрешность решений имеет поря-
док не хуже ℎ2 ∼ 𝑀−1.

На рис. 2 и 3 приведены погрешности решений задачи из примера 1 с использованием
уравнений (3) и (5) соответственно: а — без интерполяции решения, б — с интерполя-
цией. Погрешности посчитаны в норме пространств сеточных функций 𝐻0

ℎ(Ω𝑖(𝑒)). При
интерполяции решения с использованием уравнения (3) применялась модификация ме-
тода, предложенная в [9]. В ней используется интерполяция для 𝑢𝑖(𝑒)(𝑘𝑒). Формула (12)

а б

Рис. 2. Погрешности решений задачи из примера 1 с использованием уравнения (3): сплошная
линия — для функции 𝑢𝑖, штриховая — для функции 𝑢𝑒
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а б

Рис. 3. Погрешности решений задачи из примера 1 с использованием уравнения (5): сплошная
линия — для функции 𝑢𝑖, штриховая — для функции 𝑢𝑒

в данном случае не дает результата. Видно, что с интерполяцией решения при доста-
точно больших 𝑀 погрешность имеет порядок не хуже ℎ2 ∼ 𝑀−1.

Заключение

Таким образом, изучены возможности численного решения стационарной задачи ди-
фракции акустических волн на трехмерном однородном включении в интегральной
форме с одной неизвестной функцией. Предложен метод интерполяции, который поз-
воляет находить приближенные решения задачи на спектре интегральных операторов.
Метод показал свою эффективность, он может быть рекомендован для тех же целей
при численном решении других задач математической физики в интегральной форме.

Благодарности. Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (грант № 17-
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A numerical method for solving the boundary integral equations of the
three-dimensional scalar diffraction problem
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Purpose. The article addresses developing efficient algorithms for numerical so-
lution of the diffraction problem for stationary acoustic waves by three-dimensional
homogeneous inclusions on the spectrum of integral operators.

Methods. By using the combinations of single- and double-layer potentials, two
Fredholm boundary integral equations of the first kind with one unknown function are
obtained for them. For discretization the equations, a special method of averaging inte-
gral operators with weak singularities in the kernels is applied. For a numerical solution
on the spectrum of integral operators, a solution interpolation method is proposed.
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Outcomes. The obtained integral equations are approximated by systems of linear
algebraic equations with easily calculated coefficients, which are then solved numeri-
cally by the generalized minimal residual method (GMRES). The computing experi-
ments for numerical solution of the three-dimensional diffraction problem have been
carried out on the spectrum of integral operators.

Conclusions. Computational experiments have shown that the proposed approach
is highly accurate in finding approximate solutions to the problems in question on the
spectrum of integral operators. It can be used to solve other problems of mathematical
physics formulated in the form of boundary integral equations.
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