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Выполнена математическая формализация уравнений модели, для построения
которой использовалась концепция системы ресурс — потребитель. В рассматрива-
емом случае потребителем выступает биомасса растений, а ресурсом — распреде-
ленные в узкой прикорневой зоне растений основные элементы его минерального
питания (азот, фосфор и калий). Динамические уравнения модели следуют ос-
новному положению химической кинетики, согласно которому результат взаимо-
действия динамических переменных в системах рассматриваемого профиля опре-
деляется их произведением. Выполнена оценка параметров и установлена адек-
ватность модели выборочным распределениям. В качестве выборочных распре-
делений используется массив экспериментальных данных роста яровой пшеницы
(Красноуфимская-100) на торфяной низинной почве, предварительная почвенная
обработка которой проведена с помощью азотных, фосфорных и калийных удоб-
рений.
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Введение

Почва является открытой динамической полидисперсной гетерогенной многокомпо-
нентной системой, состав которой характеризуют три абиотические и одна биотическая
фазы [1]. К этим фазам относятся: твердая фаза (минеральные, органические и орга-
номинеральные частицы), жидкая фаза (почвенный раствор), газообразная фаза (поч-
венный воздух) и находящаяся в непрерывном взаимодействии с окружающей средой
биотическая фаза (почвенные организмы). Многокомпонентный структурный состав
почвы обусловливает изучение динамики ее отдельных фаз в совокупности с другими.
Так, динамика биотической фазы детально рассмотрена в [2], где приводятся выра-
женные в количественных формах различные аспекты жизненного цикла растений:
их рост, дыхание, фотосинтез и распределение его продуктов. В [3] представлены ма-
тематические модели только биологических продукционных процессов в ассоциациях
организмов, исследуется динамика популяций микроорганизмов. В [4] приводится мо-
дель динамики пастбищной травы, где не учитывается органическое питание растений
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(в том числе и почвенной влаги), а определяющим фактором роста выступает фотосин-
тез. Модель логистического роста растения с линейной зависимостью ее коэффициентов
от температуры приведена в [3, 5–8].

За рамками представлений этих моделей оказываются проблемы согласования сов-
местной динамики биомассы растений и распределенных в ризосфере (прилегающая к
корням растений узкая зона почвы) элементов их минерального питания. Открытыми
остаются вопросы выбора и проведения процедуры параметрической идентификации
моделей, суть которой состоит в оценке параметров моделей и адекватности модельных
и репрезентативных выборочных распределений. Значимость решения перечисленных
проблем определяет актуальность построения модели системы, компонентами которой
выступают растение и элементы его минерального питания. Термин “динамика мине-
рального питания” означает процесс поглощения, перемещения и усвоения растением
химических элементов, получаемых им из почвы в форме ионов минеральных солей [9].
К элементам его питания относят минералы ризосферы, удобрения и составляющие ри-
зосферы органического происхождения (навоз, торф, компост, солома и др.).

Целями настоящей работы являются разработка математической модели совмест-
ной динамики роста биомассы растения и элементов его минерального питания, оценка
параметров модели и оценка соответствия экспериментальных выборочных распреде-
лений и распределений динамических переменных модели (модельных распределений).

Выполнено построение математической модели рассматриваемой системы, приведе-
но решение задачи ее параметрической идентификации (она состоит в поиске экстре-
мума меры отклонения выборочных и модельных распределений [10]) и представлен
алгоритм ее решения. Для оценки адекватности модели используются эксперименталь-
ные распределения, которые характеризуют влияние азотных, фосфорных и калийных
удобрений на рост яровой пшеницы сорта Красноуфимская-100 на торфяной низинной
почве.

1. Цифровой материал

Цифровым материалом для исследований выступают результаты выполненных
М.А. Ефремовой и Н.А. Сладковой экспериментов по оценке влияния азотных, фосфор-
ных и калийных удобрений на рост яровой пшеницы (Красноуфимская-100) на торфя-
ной низинной почве [11, 12]. Схема опытов и условия закладки экспериментов состоят в
следующем. Перед посевом специально отобранную торфяную низинную почву обрабо-
тали азотными (сульфат аммония), фосфорными (простой суперфосфат) и калийными
(сульфат калия) удобрениями. Набор (10, 14, 19, 24, 28, 34, 39, 46, 55) определяет в сутках
сроки изъятия растительных проб с момента появления первых всходов, которые соот-
ветствуют наиболее критическим фазам роста растений. В экспериментах учитывались
биомасса надпочвенной части растения и количественное содержание в ней элементов
минерального питания.

На рис. 1 представлены экспериментальные распределения динамических перемен-
ных модели. На рис. 1, а приведено распределение биомассы растений в момент отбора
проб, а в остальных случаях — пересчитанные на окислы (кроме азота) содержания
элементов в растениях. Ось абсцисс характеризует содержание K2O в почве при выпол-
нении экспериментов по влиянию удобрений на рост биомассы. Независимо от внесения
калийных удобрений почва также характеризуется наличием азота и фосфора. Всего
для выполнения экспериментов было подготовлено 10 вариантов торфяной низинной
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Рис. 1. Экспериментальные распределения динамических переменных модели: а — биомасса;
б — K2O; в — P2O5; г — N
Fig. 1. Experimental distributions of dynamic variables of the model: а — biomass; б — K2O;
в — P2O5; г — N

почвы с различным содержанием K2O. Для придания экспериментам обобщающего ха-
рактера в дальнейшем полагается, что число временны́х наблюдений равно 𝑇 , а число
типов почв — 𝐾.

Характер распределений экспериментальных поверхностей на рис. 1 указывает на
их плавные и согласованные между собой изменения, причем отмеченная тенденция
является общей для всех представленных здесь случаев. Достаточно отметить, что ес-
ли мерой согласованности распределений выступает коэффициент корреляции меж-
ду ними, то он превышает значение 0.918 (корреляция между наблюдениями на 39-е
и 55-е сутки). Для оценки корреляций сформирована матрица, столбцами которой
выступают биомассы и концентрации минеральных элементов за определенные сутки
отбора проб.

Форма поверхностей существенно отличается от формы поверхностей, которые обыч-
но определяются принятой в физиологии растений моделью Ферхюльста или так на-
зываемыми логистическими уравнениями [3, 7]. Можно заметить, что здесь имеет мес-
то более длительный индукционный период (от момента начала роста до момента его
быстрого роста или точки перегиба) по сравнению с логистической кривой.

2. Математическая модель

Комплексная модель динамики системы удобрение— почва—растение сформулирована
в [13], где вместе с ее составляющими учитывались динамика ризосферного (прилега-
ющего к корням растений узкого слоя почвы) сообщества микроорганизмов, а также
температура и влажность среды. Сегодня такие измерения, как правило, не произво-
дятся, поэтому в настоящей работе использован ее редуцированный вариант, где дина-
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мическими переменными выступают биомасса растения и содержание трех основных
элементов его минерального питания (азота, фосфора и калия).

При построении модели приняты следующие допущения.
1. Удельная скорость изменения биомассы растения �̇�𝐵−1 (скорость изменения для

единицы биомассы) определяется ее естественной скоростью роста 𝑝0, взвешенной сум-
мой содержаний в растении элементов минерального питания 𝑝1𝐶1 + 𝑝2𝐶3 + 𝑝3𝐶3 и
внутривидовой конкуренцией — 𝑝4𝐵 растения. Наборы {𝐶𝑖, 𝑖 = 1, 2, 3} и {𝑝𝑖, 𝑖 = 0, ..., 4}
определяют содержание элементов минерального питания в растении и коэффициенты
пропорциональности.

2. Скорость изменения содержания элементов минерального питания 𝑖-го вида, кото-
рая приходится на единицу биомассы �̇�𝑖𝐵

−1, пропорциональна их текущим содержани-
ям в ризосфере 𝑞𝑖,0(𝐶0,𝑖 −𝐶𝑖), где 𝐶0,𝑖(𝑘), и 𝑞𝑖,0 — соответственно начальное содержание
𝑖-го элемента в ризосфере с 𝑘-м содержанием удобрения K2O и коэффициент пропор-
циональности.

3. Между содержанием элементов минерального питания в растениях имеется опре-
деленная взаимосвязь, которая обусловлена их химической природой. Так, недостаток
фосфора замедляет синтез белков в тканях, при этом повышается содержание нитра-
тов. Чаще это проявляется при несбалансированном питании растений, т. е. в завышен-
ных дозах азота [6]. Поэтому на содержание в растениях одних элементов существенно
влияет содержание других элементов. Здесь полагается, что это влияние определяется

взвешенной суммой, т. е. �̇�𝑖𝐵
−1 пропорциональна

3∑︀
𝑗 ̸=𝑖

𝑞𝑖,𝑗𝐶𝑗. Тогда в соответствии с п. 2

можно записать

�̇�𝑖𝐵
−1 = 𝑞𝑖,0𝐶0,𝑖 +

3∑︁
𝑗 ̸=𝑖

𝑞𝑖,𝑗𝐶𝑗,

где {𝑞𝑖,𝑗, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, 3} и {𝑞𝑖,𝑗 < 0, 𝑖 = 1, 2, 3} — коэффициенты пропорциональности.
Следуя этим допущениям, модель динамики системы удобрение—почва— растение

принимает вид ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
�̇� = (𝑝0 + 𝑝1𝐶1 + 𝑝2𝐶2 + 𝑝3𝐶3 − 𝑝4𝐵)𝐵,

�̇�𝑖 =

(︂
𝑞𝑖,0𝐶0,𝑖 +

3∑︀
𝑗 ̸=𝑖

𝑞𝑖,𝑗𝐶𝑗

)︂
𝐵,

𝐵(0, 𝑘) = 𝐵0(𝑘) и 𝐶𝑖(0, 𝑘) = 0,

𝑖 = 1, 2, 3, (1)

где 𝐵 = 𝐵(𝑡, 𝑘) — биомасса растения в момент времени 𝑡 для почв с 𝑘-м содержанием
удобрения K2O.

Первое уравнение системы является модификацией уравнения Ферхюльста [3, 7]:
в рамках этого уравнения сумма первых четырех членов характеризует удельный при-
рост биомассы вследствие естественного прироста и воздействия на динамику растения
элементов минерального питания.

Оценка предельного содержания в растении 𝑖-го вида элементов минерального пи-
тания следует из приравнивания нулю правой части второго уравнения (1). В первом
приближении допускается, что предельные содержания определяются системой линей-
ных алгебраических уравнений, описывающей стационарное состояние системы.
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3. Оценка параметров модели

Задача параметрической идентификации состоит в нахождении экстремума функцио-
нала, вид которого зависит от специфики проведения наблюдений и имеющейся апри-
орной информации о распределениях параметров модели. Постановка задачи состоит
в следующем. Вводятся обозначения: p = (𝑝1, 𝑝2, ..., 𝑝𝑘) — вектор искомых параметров
модели и Φ(𝑝) — мера отклонений наблюдаемых величин от их модельных образов или
так называемая невязка. Задача состоит в нахождении такого p, который минимизи-
рует Φ(𝑝):

min Φ(𝑝) для p ∈ 𝑃, (2)

где 𝑃 — область допустимых значений параметров. Без ограничения общности полага-
ется, что область 𝑃 соответствует 𝑘-мерному гиперкубу.

Так как уравнения модели линейные по своим параметрам, их начальные приближе-
ния можно определить стандартным методом наименьших квадратов (МНК). Ограни-
ченность исходных наблюдений обусловливает переход к данным, которые получаются
применением к ним процедуры интерполяции для каждого участвующего в экспери-
ментах типа почвы (тип почвы задается концентрацией K2O). Поскольку отбор рас-
тительных проб начинается с десятых суток с момента появления первых всходов, а
заканчивается на 55-е сутки, для каждой динамической переменной имеются 46 вре-
менных точек. Кроме того, для каждого момента времени имеется экспериментальный
материал по десяти наблюдениям содержания K2O в почве. Таким образом, для каждой
динамической компоненты системы имеется 450 точек. Временной шаг составляет одни
сутки.

Нахождение начальных значений параметров следует решению четырех матричных
линейных уравнений:

𝑌𝑗 = 𝐴𝑗𝑃𝑗, 𝑗 = 1, ..., 4,

где размерность вектор-столбцов в левой части равна 450, матрицы 𝐴𝑗 для биомассы —
450×5, а в остальных случаях — 450×2 (число столбцов определяется количеством
параметров модели); 𝑃𝑗 — вектор-строка параметров модели. Обстоятельства оценки
только двух параметров поясняются ниже.

Для нахождения 𝑃1 элементы вектор-столбца 𝑌1 и матрицы 𝐴1 определяются выра-
жениями

𝑌1 = {𝐵𝑖+1𝐵
−1
𝑖 − 1 : 𝑖 = (𝑛− 1) · 10 + 𝑙, 𝑛 = 1, . . . , 45, 𝑙 = 1, . . . , 10},

(𝐴1)𝑖,1 = 1, (𝐴1)𝑖,2 = (𝐶1)𝑖, (𝐴1)𝑖,3 = (𝐶2)𝑖, (𝐴1)𝑖,3 = (𝐶3)𝑖,

для нахождения 𝑃𝑗 элементы вектор-столбца 𝑌𝑗 и матрицы 𝐴𝑗 определяются выраже-
ниями (𝑗 = 2, 3, 4)

𝑌𝑗−1 = {𝑊𝑗−1,𝑖 : 𝑖 = (𝑛− 1) · 10 + 𝑙, 𝑛 = 1, . . . , 45, 𝑙 = 1, . . . , 10},

𝑊𝑗−1,𝑖 = [(𝐶𝑗−1)𝑖+1 − (𝐶𝑗−1)𝑖]𝐵
−1
𝑖 ,

(𝐴𝑗−1)𝑖,1 = 𝐶0,𝑙, (𝐴𝑗−1)𝑖,2 = (𝐶𝑗−1)𝑖,

𝑖 = (𝑛− 1) · 10 + 𝑙, 𝑛 = 1, . . . , 45, 𝑙 = 1, . . . , 10.
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Тот факт, что оценивание параметров моделей для содержания элементов выполня-
ется только для двух параметров вместо трех, обусловлен зависимостью второго и тре-
тьего членов правой части уравнения. Такая ситуация приводит к коррелированности
столбцов матрицы плана МНК и, как следствие, ее вырожденности [10, 14, 15].

При построении функционала, минимизация которого определяет оценку парамет-
ров системы (1), следует учитывать различие масштабов динамических переменных.
В рассматриваемом случае его запись принимает вид

Φ(𝑝) =
𝑇∑︁
𝑡=2

𝐾∑︁
𝑘=1

[︃
(1 −𝐵

(𝑚)
𝑡,𝑘 /𝐵𝑡,𝑘)2 +

3∑︁
𝑗=1

(1 − (𝐶𝑗)
(𝑚)
𝑡,𝑘 /(𝐶𝑗)𝑡,𝑘)2

]︃
, (3)

где массивы 𝐵(𝑚) и (𝐶𝑗)
(𝑚) следуют решению системы (1). Начальное распределение

задается массивами {𝐵𝑡,𝑘=1,...,𝐾} и {(𝐶𝑗)𝑡,𝑘=1,...,𝐾}. Тогда общее количество наблюдений
(временны́х и почвенных) будет определяться числом (𝑇 − 1)𝐾, где номер наблюдения
обозначим как 𝜇.

На рис. 2 представлены графики распределения значений составляющих функци-
онала Φ(𝑝), которые соответствуют отдельным слагаемым в квадратных скобках (3).
Форма распределений указывает на сходимость итерационного процесса к точке мини-
мума (3). При этом для всех выделенных составляющих уже на пятидесятой итерации
этот минимум практически был достигнут для каждой из них. Всего выполнено 332 ите-
рации. Распределение динамических переменных системы (1) приведено на рис. 3.

При построении ковариационной матрицы оценок параметров полагаем, что наблю-
дения имеют стандартное отклонение 𝜎2. Тогда в соответствии с методикой нелинейного
оценивания параметров [10, 16] ковариационная матрица оценок параметров определя-
ется как

𝑉𝑝 ≈ 𝜎2(𝐽
′
𝐽)−1,

Рис. 2. Распределения невязок для динамических переменных: а — биомасса; б — K2O; в —
P2O5; г — N
Fig. 2. Distribution of residuals for dynamic variables: а — biomass; б — K2O; в — P2O5; г — N
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Рис. 3. Распределение динамических переменных системы (1): а — биомасса; б — K2O; в —
P2O5; г — N
Fig. 3. Distributions of dynamic variables of the system (1): а — biomass; в — P2O5; г — N

где 𝐽 = {𝜕𝑓𝜇/𝜕𝑝𝑙, 𝜇 = 1, ..., (𝑇 − 1)𝐾, 𝑙 = 1, ..., 17} — якобиан вектор-функции (здесь
вектор-функция описывается выражением в квадратных скобках); 𝜇 — номер наблюде-
ний, а 𝑙 — индекс параметров системы, которые необходимо вычислить. Доверительный
интервал оценок определяется выражением 𝑝𝑙 ± 𝑡𝛼/2,𝜈

√︀
(𝑉𝑃 )𝑙,𝑙, где 𝑡𝛼/2,𝜈 — так назы-

ваемая 𝑡-статистика Стьюдента [16] с уровнем значимости 𝛼 = 0.05 и наблюдениями
𝜈 = 1800.

Оценки параметров биомассы растений, а также коэффициент корреляции представ-
ления модельных значений натурным приведены в табл. 1, минерального питания —
в табл. 2, здесь число после знака ± указывает диапазон для доверительного интерва-
ла. В табл. 1 корреляция между экспериментальными и модельными распределениями
биомассы 0.893.

Т а б л и ц а 1. Оценки коэффициентов модели динамики биомассы
Table 1. Estimates of the coefficients of the biomass dynamics model

𝑝 𝑝0 𝑝1 𝑝2 𝑝3 𝑝4
𝐵 0.077± 0.020 0.001± 0.096 0.001± 0.613 11.244± 1.544 0.236± 0.036

Т а б л и ц а 2. Оценки коэффициентов модели содержания элементов в растении
Table 2. Estimates of the coefficients of the model of the content of elements in the plant

𝑞 𝑞𝑖,0 𝑞𝑖,1 𝑞𝑖,2 𝑞𝑖,3 𝑅

𝐶1 0.004± 0.001 0.023± 0.001 −0.027± 0.001 0.017± 0.001 0.890

𝐶2 0.004± 0.001 0.033± 0.001 0.002± 0.001 0.010± 0.006 0.888

𝐶3 0.007± 0.001 0.003± 0.001 −0.031± 0.001 0.00004± 0.00100 0.901
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Для установления адекватности модели экспериментальным распределениям следу-
ет оценить “качество” выполненной подгонки модельных данных к их наблюдаемым
прообразам. Здесь она основана на коэффициентах корреляции между ними. Коэф-
фициент корреляции между экспериментальным и модельным распределениями для
биомассы равен 0.893 (см. табл. 1). Коэффициенты корреляции для каждого вида ми-
нерального питания приведены в графе 𝑅 табл. 2. Их высокие значения и близость
выборочных (см. рис. 1) и модельных (см. рис. 3) распределений указывают на хоро-
шее соответствие модели (1) изучаемому процессу.

Из анализа таблиц следует существенное превышение по отношению к остальным
соответствующего азоту 𝐶3 коэффициента 𝑝3, что указывает на его ведущую роль в про-
цессе обеспечения роста биомассы растения и тем самым согласуется с установившейся
закономерностью накопления питательных веществ в процессе роста растения [9]. По-
скольку доверительные интервалы для 𝑝1 и 𝑝2 содержат нули, здесь проверялись гипоте-
зы 𝐻0 : 𝑝1 = 0, 𝐻0 : 𝑝2 = 0. С 95%-ной долей вероятности они оказались достоверными.
Поэтому в рамках модели (1) влиянием содержания в растении K2O и P2O5 можно
пренебречь. Для 𝑞3,3 также оказывается достоверной нулевая гипотеза 𝐻0 : 𝑞3,3 = 0. От-
рицательность 𝑞1,2 и 𝑞3,2 указывает на определенные “конкурентные” отношения между
K2O и P2O5, а также N и P2O5.

Тот факт, что растение выносит из почвы в надземную часть биомассы (в пересчете
на сухую массу) от 0.5 до 2.0 % почвенного азота, около 0.2 % фосфора и 0.9 % калия,
подтверждается взаимным соотношением коэффициентов друг с другом 𝑝1/𝑝2/𝑝3 [9].
Повышение содержания K2O также способствует увеличению содержания рассматри-
ваемых в данной работе остальных элементов минерального питания.

Из анализа рис. 3 следует, что на почвах с повышенным содержанием K2O име-
ет место повышенное значение биомассы. Так, самое большое влияние на темп роста
биомассы оказывает азот, затем — калий, а фосфор на него практически не влияет.
Превалирующая роль азота в росте и урожайности растительных культур объясняет-
ся тем, что он является строительным материалом для новых клеток растений [1, 11].
Результаты моделирования отражают этот факт, что подтверждается адекватностью
разработанной модели.

Заключение

Выполнено построение модели системы удобрение –– почва—растение на основании кон-
цепции системы ресурс —потребитель, где ресурсом выступают распределенные в ри-
зосфере основные элементы минерального питания растений, а потребителем — само
растение. Согласно этой концепции из постулата химической кинетики о линейной связи
скорости протекания реакции и количества взаимодействующего вещества [3, 17] выте-
кает следующее: взаимодействие динамических переменных систем рассматриваемого
профиля определяется их произведением. При построении модели динамики биомассы
растения полагается, что удельная скорость изменения его биомассы пропорциональна
взвешенной сумме элементов питания в тканях растения и члену, который характери-
зует внутривидовую ограниченность роста растения (внутривидовую конкуренцию [3]).
При построении модели динамики элементов питания в самом растении учитывается их
взаимосвязь, которая обусловлена их химической природой. Характер взаимодействия
определяется знаками соответствующих коэффициентов.
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Поскольку масштабы изменения динамических переменных соотносятся на несколь-
ко порядков их численных значений, процедура оценивания коэффициентов модели в
данной работе следует решению задачи поиска экстремума нелинейного безразмерного
функционала. Начальные значения коэффициентов определяются МНК. Полученные в
результате моделирования распределения динамических переменных с достаточно вы-
сокой степенью адекватности соответствуют их экспериментальным распределениям
и отражают реальную ситуацию, а именно: превышение над остальными численного
значения коэффициента для азота определяет его ведущую роль в обеспечении роста
растений.
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Abstract

Modern mathematical models for the simulation of dynamics in the “fertilizer — soil— plant”
system, the components of which are agricultural plants, soil microorganisms and elements of their
mineral nutrition, are considered. Based on the analysis of the adopted provisions, a model that
takes into account the relationships and the specific nature of the joint changes in its components
has been developed. The mathematical formalization of the model equations is carried out, for the
construction of which the concept of the “resource-consumer” system was used. In this case, the
consumer is the biomass of plants, and the content of the main elements of its mineral nutrition
distributed in the narrow basal zone of plants is a resource. The dynamic equations of the model
follow the basic principle of chemical kinetics, according to which the result of the interaction
between dynamic variables in the systems of the profile in question is determined by their product.
The equations also contain the self-limitation factor, which sets the growth rate of the curve for the
logistic equation and the specific rate of the model variables saturation effect. Thus, the specific
rate of change in biomass is determined by its natural growth rate, the weighted sum of the nutrient
contents in plants, and intraspecific competition. The rate of change in the content of these elements
per unit of biomass is proportional to their current content in the rhizosphere and to the factor of
the mutual influence of the elements on each other. The parameters are estimated and the adequacy
of the model to sample distributions is established. An array of experimental data on the growth of
spring wheat (Krasnoufimskaya-100) on peat lowland soil, the preliminary soil treatment of which
was carried out using nitrogen, phosphorus, and potassium fertilizers, is used as sample distributions.
The coefficients obtained as a result of parameter estimation and the calculated distributions of
model dynamic variables with a sufficiently high degree of adequacy correspond to their experimental
distributions and reflect the real situation of the system evolution.

Keywords: rhizosphere, elements of plant mineral nutrition, logistic equation, search for extremum
of a functional.
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