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Для решения уравнений в частных производных широко используется метод
конечных элементов. В процессе решения получается разреженная система линей-
ных алгебраических уравнений с сингулярной матрицей. Известно, что точность
решения систем линейных уравнений зависит от числа обусловленности матрицы
системы. Ранее было предложено оценивать число обусловленности для сингуляр-
ных матриц, используя их ненулевые собственные числа, как для регулярных мат-
риц. В статье аналитически вычислены все собственные числа матрицы жесткости,
возникающей при решении одномерной задачи с использованием одинаковых ли-
нейных конечных элементов. Приведены оценка числа обусловленности матрицы
и его асимптотика. Показано, что общепринятый путь повышения точности рас-
четов методом конечных элементов, состоящий в измельчении элементов, имеет
теоретический предел точности.
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Введение

Одним из основных численных методов решения задач механики сплошных сред явля-
ется метод конечных элементов (МКЭ). В рамках этого метода задача сводится к реше-
нию системы линейных алгебраических уравнений (СЛАУ). Для построения матрицы
СЛАУ по каждому конечному элементу (КЭ) 𝜀 вычисляется матрица [𝐾(𝜀)], называе-
мая локальной матрицей жесткости элемента 𝜀. Затем матрица СЛАУ [𝐾𝐺], называемая
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Рис. 1. Одномерные конечные элементы
Fig. 1. One-dimensional finite elements

глобальной матрицей жесткости, получается суммированием матриц одного порядка,
каждая из которых строится вложением матрицы [𝐾(𝜀)] в нулевую матрицу большего
порядка [1].

Матрица [𝐾𝐺] является симметричной [1], т. е. частным случаем нормальной [2],
а также неотрицательно-определенной, т. е. ее собственные числа (СЧ) удовлетворяют
неравенству

𝜆1 > 𝜆2 > . . . > 𝜆𝑁−𝑖 > 𝜆𝑁−𝑖+1 = . . . = 𝜆𝑁−1 = 𝜆𝑁 = 0,

где 𝑁 — размер матрицы, а число 𝑖 зависит от размерности решаемой задачи (для
одномерной задачи 𝑖 = 1).

Устойчивость решения СЛАУ относительно погрешностей исходных данных опре-
деляется числом обусловленности матрицы СЛАУ [3]. Спектральное число обуслов-
ленности 𝐶(𝐴) для невырожденных нормальных матриц 𝐴 равно отношению модуля
наибольшего собственного числа к модулю наименьшего [2].

В настоящей статье построена аналитическая оценка спектрального числа обуслов-
ленности глобальной матрицы жесткости [𝐾𝐺] для одномерной задачи, решаемой МКЭ
с одинаковыми одномерными линейными КЭ (рис. 1).

Такие матрицы жесткости возникают, в частности, как матрицы дискретного конеч-
но-элементного аналога уравнения диффузии [4, 5]. Этот аспект изложен в [5], где при-
ведена математическая постановка задачи и получены теоретические оценки сходимос-
ти, однако эти теоретические построения в [5] проведены без использования явных вы-
ражений для собственных чисел матрицы жесткости, которые получены в настоящей
статье.

1. Глобальная матрица жесткости для цепочки одномерных КЭ
и ее регуляризация

Для одномерного конечного элемента матрица [𝐾(𝜀)] имеет вид [6]

[𝐾(𝜀)] = 𝑄

(︂
1 −1
−1 1

)︂
,

где величина 𝑄 = const зависит от длины конечного элемента и физических констант
задачи и одинакова для всех КЭ. Для цепочки из (𝑛−1) одинаковых последовательных
одномерных КЭ, из которых каждые два соседних соединены друг с другом в общем
узле, глобальная матрица жесткости имеет вид
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[𝐾𝐺] = 𝑄

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 −1 0 0 0 . . . 0 0
−1 2 −1 0 0 . . . 0 0
0 −1 2 −1 0 . . . 0 0
...

. . . . . . . . . . . . . . .
...

...
. . . . . . . . . . . . . . .

...
0 0 . . . 0 −1 2 −1 0
0 0 . . . 0 0 −1 2 −1
0 0 . . . 0 0 0 −1 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. (1)

Для устранения сингулярности матрицы (1) нужно задать (в рассматриваемом одно-
мерном случае) одно перемещение. Как показано в [1, 6] (вопросы технической органи-
зации самих вычислений МКЭ опущены), это соответствует вычеркиванию некоторой
строки и столбца матрицы (1) с одним и тем же номером 𝑗 (считаем, что перемещение
задано в узле с номером 𝑗).

Так как в рассматриваемом одномерном случае можно задать перемещение в любом
узле (т. е. вычеркнуть строку и столбец с любым одним и тем же номером), имеется
всего 𝑛 возможностей такого вычеркивания. На рис. 2 показаны пример вычеркивания и
получившаяся после него матрица. Видно, что при вычеркивании любого диагонального
элемента, кроме первого или последнего (𝑗 ̸= 1 и 𝑗 ̸= 𝑛), полученная матрица включает
два блока одинаковой структуры, которые (с точностью до перенумерации строк и
столбцов) имеют вид

[𝐾0] = 𝑄

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 −1 0 0 0 . . . 0 0
−1 2 −1 0 0 . . . 0 0
0 −1 2 −1 0 . . . 0 0
...

. . . . . . . . . . . . . . .
...

...
. . . . . . . . . . . . . . .

...
0 0 . . . 0 −1 2 −1 0
0 0 . . . 0 0 −1 2 −1
0 0 . . . 0 0 0 −1 2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, (2)

т. е. отличаются от матрицы [𝐾𝐺] заменой последнего элемента диагонали на 2. Отме-
тим, что ожидаемая невырожденность матрицы (2) очевидна, так как последователь-

а б⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 −1 0 0 0 0 0
−1 2 −1 0 0 0 0

0 −1 2 −1 0 0 0

0 0 −1 2 −1 0 0
0 0 0 −1 2 −1 0
0 0 0 0 −1 2 −1
0 0 0 0 0 −1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 −1 0 0 0 0
−1 2 0 0 0 0

0 0 2 −1 0 0
0 0 −1 2 −1 0
0 0 0 −1 2 −1
0 0 0 0 −1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Рис. 2. Вычеркивание диагонального элемента матрицы (а) и матрица, полученная после та-
кого вычеркивания (б )
Fig. 2. Deleting the diagonal element of the matrix (а) and the matrix obtained after such
deletion (б )
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ным прибавлением первой строки ко второй, получившейся второй — к третьей и т. д.
имеем det[𝐾0] = 1.

В случае вычеркивания диагонального элемента матрицы [𝐾𝐺] с номером 𝑗 = 1 или
𝑗 = 𝑛 полученная матрица состоит из одного блока вида (2).

Таким образом, если обозначить характеристический многочлен матрицы (2) раз-
мера 𝑘× 𝑘 через 𝐻𝑘 (полагая 𝐻0 = 1), то характеристический многочлен ℎ𝑛,𝑗 матрицы,
получающейся при вычеркивании 𝑗-го диагонального элемента матрицы [𝐾𝐺] размера
𝑛× 𝑛, будет равен

ℎ𝑛,𝑗 = 𝐻𝑗−1𝐻𝑛−𝑗. (3)

Так как различные многочлены 𝐻𝑘, как можно убедиться непосредственными вы-
числениями, имеют, вообще говоря, различные корни, регуляризация матрицы [𝐾𝐺]
является неканонической (ее результат зависит от выбора задаваемого перемещения).

Матрица (2) является частным случаем квазитеплицевых трехдиагональных мат-
риц. Оценкам спектра и числа обусловленности квазитеплицевых трехдиагональных
матриц посвящены работы [7–11], причем в работе [11] установлено асимптотическое
поведение числа обусловленности ряда матриц указанного типа без аналитического вы-
числения их собственных чисел, и, в частности, для матрицы (2) установлено стремле-
ние числа обусловленности к бесконечности.

В [12] с целью устранения этой неканоничности регуляризации предложено опреде-
лить спектральное число вырожденной матрицы [𝐾𝐺] указанного типа (нормальной и
имеющей вещественные неотрицательные собственные числа) как

𝐶([𝐾𝐺]) =
𝜆1

𝜆𝑁−𝑖

(4)

и рекомендовано использовать число 𝐶([𝐾𝐺]) для оценки чисел обусловленности регу-
ляризаций матрицы жесткости.

Таким образом, необходимо вычислить все собственные числа матриц вида (2) и
вида (1).

2. Вывод рекуррентной формулы для характеристических
многочленов матриц (1) и (2)

Рассмотрим матрицу

𝐾 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−1 −1 0 0 0 . . . 0 0
−1 0 −1 0 0 . . . 0 0
0 −1 0 −1 0 . . . 0 0
...

. . . . . . . . . . . . . . .
...

...
. . . . . . . . . . . . . . .

...
0 0 . . . 0 −1 0 −1 0
0 0 . . . 0 0 −1 0 −1
0 0 . . . 0 0 0 −1 *

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. (5)

Если обозначить через 𝐼 единичную матрицу соответствующего размера, то обе мат-
рицы [𝐾𝐺]/𝑄− 2𝐼 и [𝐾0]/𝑄− 2𝐼 будут иметь вид (5), только правый нижний элемент
“*” будет равен (−1) для [𝐾𝐺]/𝑄− 2𝐼 и нулю для [𝐾0]/𝑄− 2𝐼.
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Вычислим характеристический многочлен матрицы 𝐾:

det(𝑥𝐼 −𝐾) = Δ𝑛 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

1 + 𝑥 1 0 0 0 . . . 0 0
1 𝑥 1 0 0 . . . 0 0
0 1 𝑥 1 0 . . . 0 0
...

. . . . . . . . . . . . . . .
...

...
. . . . . . . . . . . . . . .

...
0 0 . . . 0 1 𝑥 1 0
0 0 . . . 0 0 1 𝑥 1
0 0 . . . 0 0 0 1 𝑥+ *

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑛

.

Индекс 𝑛 указывает здесь на размер определителя.
Считаем 𝑛 > 3. Заметим, что Δ𝑛 можно представить в виде

Δ𝑛 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

𝐹0(𝑥) 𝐺0(𝑥) 0 0 0 . . . 0 0
1 𝑥 1 0 0 . . . 0 0
0 1 𝑥 1 0 . . . 0 0
...

. . . . . . . . . . . . . . .
...

...
. . . . . . . . . . . . . . .

...
0 0 . . . 0 1 𝑥 1 0
0 0 . . . 0 0 1 𝑥 1
0 0 . . . 0 0 0 1 𝑥+ 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑛

,

где 𝐹0(𝑥) = 𝑥+1,𝐺0(𝑥) = 1. Вычитая из первой строкиΔ𝑛 вторую строку, домноженную
на 𝐹0(𝑥), получаем

Δ𝑛 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

0 𝐺0(𝑥)− 𝑥𝐹0(𝑥) −𝐹0(𝑥) 0 0 . . . 0 0
1 𝑥 1 0 0 . . . 0 0
0 1 𝑥 1 0 . . . 0 0
...

. . . . . . . . . . . . . . .
...

...
. . . . . . . . . . . . . . .

...
0 0 . . . 0 1 𝑥 1 0
0 0 . . . 0 0 1 𝑥 1
0 0 . . . 0 0 0 1 𝑥+ 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑛

=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
Раскладываем
по первому
столбцу

и меняем знаки
в первой
строке

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ =

=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑥𝐹0(𝑥)−𝐺0(𝑥) 𝐹0(𝑥) 0 0 0 . . . 0 0
1 𝑥 1 0 0 . . . 0 0
0 1 𝑥 1 0 . . . 0 0
...

. . . . . . . . . . . . . . .
...

...
. . . . . . . . . . . . . . .

...
0 0 . . . 0 1 𝑥 1 0
0 0 . . . 0 0 1 𝑥 1
0 0 . . . 0 0 0 1 𝑥+ 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑛−1

.

Обозначаем 𝐹1(𝑥) = 𝑥𝐹0(𝑥)−𝐺0(𝑥), 𝐺1(𝑥) = 𝐹0(𝑥). Продолжая точно так же, получаем

Δ𝑛 =

⃒⃒⃒⃒
𝐹𝑛−2(𝑥) 𝐺𝑛−2(𝑥)

1 𝑥+ *

⃒⃒⃒⃒
= (𝑥+ *)𝐹𝑛−2(𝑥)−𝐺𝑛−2(𝑥),
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где 𝐺𝑛(𝑥) = 𝐹𝑛−1(𝑥) и 𝐹𝑛(𝑥) = 𝑥𝐹𝑛−1(𝑥)−𝐺𝑛−1, откуда

Δ𝑛 = (𝑥+ *)𝐹𝑛−2(𝑥)− 𝐹𝑛−3(𝑥). (6)

Или

Δ𝑛 =(𝑥+ *)𝐹𝑛−2(𝑥)− 𝐹𝑛−3(𝑥) =

=(𝑥+ *) (𝑥𝐹𝑛−3(𝑥)− 𝐹𝑛−4)− (𝑥𝐹𝑛−4(𝑥)− 𝐹𝑛−5) =

=𝑥 ((𝑥+ *)𝐹𝑛−3(𝑥)− 𝐹𝑛−4(𝑥))− ((𝑥+ *)𝐹𝑛−4(𝑥)− 𝐹𝑛−5(𝑥)) .

(7)

Заменяя содержимое последних двух скобок в (7) по (6), устанавливаем

Δ𝑛 = 𝑥Δ𝑛−1 −Δ𝑛−2. (8)

Для матрицы [𝐾𝐺]/𝑄− 2𝐼 имеем

Δ2([𝐾𝐺]/𝑄− 2𝐼) =

⃒⃒⃒⃒
1 + 𝑥 1
1 1 + 𝑥

⃒⃒⃒⃒
= 𝑥2 + 2𝑥 = (𝑥+ 2)𝑥, (9)

Δ3([𝐾𝐺]/𝑄− 2𝐼) =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 1 + 𝑥 1 0

1 𝑥 1
0 1 1 + 𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = 𝑥3 + 2𝑥2 − 𝑥− 2 = (𝑥+ 2)(𝑥2 − 1). (10)

Из (8)–(10) следует, что при любом 𝑛 > 2 многочлен Δ𝑛([𝐾𝐺]/𝑄 − 2𝐼) делится
на скобку (𝑥 + 2). В многочленах Δ𝑛([𝐾𝐺]/𝑄 − 2𝐼) обозначим множитель при (𝑥 + 2)
через 𝑃𝑛(𝑥):

Δ𝑛([𝐾𝐺]/𝑄− 2𝐼) = (𝑥+ 2)𝑃𝑛(𝑥), (11)

т. е. 𝑃2(𝑥) = 𝑥, 𝑃3(𝑥) = 𝑥2 − 1. Тогда из равенства (8) получаем

(𝑥+ 2)𝑃𝑛 = 𝑥(𝑥+ 2)𝑃𝑛−1 − (𝑥+ 2)𝑃𝑛−2,

𝑃𝑛 = 𝑥𝑃𝑛−1 − 𝑃𝑛−2.
(12)

Для матрицы [𝐾0]/𝑄− 2𝐼, обозначая 𝐻𝑛 = Δ𝑛([𝐾0]/𝑄− 2𝐼), имеем

𝐻2 =

⃒⃒⃒⃒
1 + 𝑥 1
1 𝑥

⃒⃒⃒⃒
= 𝑥2 + 𝑥− 1, 𝐻3 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 1 + 𝑥 1 0

1 𝑥 1
0 1 𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = 𝑥3 + 𝑥2 − 2𝑥− 1.

3. Конечные формулы для характеристических многочленов

Утверждение 1.

1. Если 𝑛 = 2𝑁 > 2 — четное, то

𝑃𝑛(𝑥) =
𝑁−1∑︁
𝑘=0

(−1)𝑁−1−𝑘𝐶2𝑘+1
𝑁+𝑘 𝑥

2𝑘+1. (13)

2. Если 𝑛 = 2𝑁 − 1 > 3 — нечетное, то

𝑃𝑛(𝑥) =
𝑁−1∑︁
𝑘=0

(−1)𝑁−1−𝑘𝐶2𝑘
𝑁+𝑘−1𝑥

2𝑘. (14)
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Доказательство выполним по индукции. Для 𝑛 = 2 и 𝑛 = 3 многочлены 𝑃𝑛(𝑥)
выписаны выше. Для четного 𝑛 = 2𝑁 + 2 вычислим многочлен 𝑃𝑛(𝑥) по формуле (12)
с учетом индукционного предположения:

𝑃2𝑁+2(𝑥) = 𝑥

(︃
𝑁∑︁
𝑘=0

(−1)𝑁−𝑘𝐶2𝑘
𝑁+𝑘𝑥

2𝑘

)︃
−

𝑁−1∑︁
𝑘=0

(−1)𝑁−1−𝑘𝐶2𝑘+1
𝑁+𝑘 𝑥

2𝑘+1 =

= 𝑥2𝑁+1 +
𝑁−1∑︁
𝑘=0

(−1)𝑁−𝑘𝐶2𝑘
𝑁+𝑘𝑥

2𝑘+1 +
𝑁−1∑︁
𝑘=0

(−1)𝑁−𝑘𝐶2𝑘+1
𝑁+𝑘 𝑥

2𝑘+1 =

= 𝑥2𝑁+1 +
𝑁−1∑︁
𝑘=0

(−1)𝑁−𝑘𝑥2𝑘+1

(︂
(𝑁 + 𝑘)!

(2𝑘)!(𝑁 − 𝑘)!
+

(𝑁 + 𝑘)!

(2𝑘 + 1)!(𝑁 − 𝑘 − 1)!

)︂
=

= 𝑥2𝑁+1 +
𝑁−1∑︁
𝑘=0

(−1)𝑁−𝑘𝑥2𝑘+1 (𝑁 + 𝑘)!

(2𝑘)!(𝑁 − 𝑘 − 1)!

(︂
1

𝑁 − 𝑘
+

1

2𝑘 + 1

)︂
=

= 𝑥2𝑁+1 +
𝑁−1∑︁
𝑘=0

(−1)𝑁−𝑘𝑥2𝑘+1 (𝑁 + 𝑘 + 1)!

(2𝑘 + 1)!(𝑁 − 𝑘)!
=

𝑁∑︁
𝑘=0

(−1)𝑁−𝑘𝐶2𝑘+1
𝑁+1+𝑘𝑥

2𝑘+1.

Аналогично для нечетного 𝑛 = 2𝑁 + 1:

𝑃2𝑁+1(𝑥) = 𝑥

(︃
𝑁−1∑︁
𝑘=0

(−1)𝑁−1−𝑘𝐶2𝑘+1
𝑁+𝑘 𝑥

2𝑘+1

)︃
−

𝑁−1∑︁
𝑘=0

(−1)𝑁−1−𝑘𝐶2𝑘
𝑁−1+𝑘𝑥

2𝑘 =

= 𝑥2𝑁 +
𝑁−2∑︁
𝑘=0

(−1)𝑁−1−𝑘𝐶2𝑘+1
𝑁+𝑘 𝑥

2𝑘+2 −
𝑁−1∑︁
𝑘=1

(−1)𝑁−1−𝑘𝐶2𝑘
𝑁−1+𝑘𝑥

2𝑘 − (−1)𝑁−1.

Делая в первой сумме сдвиг суммирования 𝑚 = 𝑘 + 1, получаем

𝑥2𝑁 +
𝑁−1∑︁
𝑚=1

(−1)𝑁−𝑚𝐶2𝑚−1
𝑁+𝑚−1𝑥

2𝑚 +
𝑁−1∑︁
𝑘=1

(−1)𝑁−𝑘𝐶2𝑘
𝑁−1+𝑘𝑥

2𝑘 − (−1)𝑁−1 =

= 𝑥2𝑁 +
𝑁−1∑︁
𝑘=1

(−1)𝑁−𝑘𝑥2𝑘

(︂
(𝑁 + 𝑘 − 1)!

(2𝑘 − 1)!(𝑁 − 𝑘)!
+

(𝑁 + 𝑘 − 1)!

(2𝑘)!(𝑁 − 𝑘 − 1)!

)︂
− (−1)𝑁−1 =

= 𝑥2𝑁 +
𝑁−1∑︁
𝑘=1

(−1)𝑁−𝑘𝑥2𝑘 (𝑁 + 𝑘 − 1)!

(2𝑘 − 1)!(𝑁 − 𝑘 − 1)!

(︂
1

𝑁 − 𝑘
+

1

2𝑘

)︂
− (−1)𝑁−1 =

= 𝑥2𝑁 +
𝑁−1∑︁
𝑘=1

(−1)𝑁−𝑘𝑥2𝑘 (𝑁 + 𝑘)!

(2𝑘)!(𝑁 − 𝑘)!
− (−1)𝑁−1 =

𝑁∑︁
𝑘=0

(−1)𝑁−𝑘𝐶2𝑘
𝑁+𝑘𝑥

2𝑘.

Замечание. С учетом того, что для четных 𝑛 = 2𝑁 выполнено

[︂
𝑛− 1

2

]︂
=

[︂
2𝑁 − 1

2

]︂
=

𝑁 − 1, а для нечетных 𝑛 = 2𝑁 − 1 выполнено

[︂
𝑛− 1

2

]︂
=

[︂
2𝑁 − 2

2

]︂
= 𝑁 − 1, сделав

замену индекса суммирования 𝑚 = 𝑁 − 1 − 𝑘 и учитывая равенство 𝐶ℓ
𝑀 = 𝐶𝑀−ℓ

𝑀 (для
произвольных целых 𝑀 > 0, 0 6 ℓ 6 𝑀), для многочленов 𝑃𝑛(𝑥) из утверждения 1
формулы (13), (14) можно переписать в едином виде:

𝑃𝑛(𝑥) =

[𝑛−1
2 ]∑︁

𝑚=0

(−1)𝑚𝐶𝑚
𝑛−𝑚−1𝑥

𝑛−2𝑚−1. (15)
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Утверждение 2.

Для 𝑛 > 2

𝐻𝑛 =
𝑛∑︁

𝑘=0

(−1)𝑛−𝑘𝐶𝑛−𝑘
𝑛+𝑘 (2 + 𝑥)𝑘. (16)

Доказательство выполним по индукции. Для 𝑛 = 2 и 𝑛 = 3 многочлены 𝐻𝑛(𝑥)
выписаны выше. Заменим 𝑦 = 𝑥+ 2.

𝐻𝑛+1
по (8)
= 𝑥𝐻𝑛 −𝐻𝑛−1 = (𝑦 − 2)

𝑛∑︁
𝑘=0

(−1)𝑛−𝑘𝐶𝑛−𝑘
𝑛+𝑘𝑦

𝑘 −
𝑛−1∑︁
𝑘=0

(−1)𝑛−1−𝑘𝐶𝑛−1−𝑘
𝑛−1+𝑘𝑦

𝑘 =

=
𝑛∑︁

𝑘=0

(−1)𝑛−𝑘𝐶𝑛−𝑘
𝑛+𝑘𝑦

𝑘+1 − 2
𝑛∑︁

𝑘=0

(−1)𝑛−𝑘𝐶𝑛−𝑘
𝑛+𝑘𝑦

𝑘 −
𝑛−1∑︁
𝑘=0

(−1)𝑛−1−𝑘𝐶𝑛−1−𝑘
𝑛−1+𝑘𝑦

𝑘 =

=
𝑛+1∑︁
ℓ=1

(−1)𝑛−ℓ+1𝐶𝑛−ℓ+1
𝑛+ℓ−1𝑦

ℓ−2
𝑛−1∑︁
𝑘=1

(−1)𝑛−𝑘𝐶𝑛−𝑘
𝑛+𝑘𝑦

𝑘−2(−1)𝑛−2𝑦𝑛−
𝑛−1∑︁
𝑘=1

(−1)𝑛−1−𝑘𝐶𝑛−1−𝑘
𝑛−1+𝑘𝑦

𝑘−(−1)𝑛−1=

= 𝑦𝑛+1−(2𝑛−1)𝑦𝑛+
𝑛−1∑︁
ℓ=1

(−1)𝑛−ℓ+1𝐶𝑛−ℓ+1
𝑛+ℓ−1𝑦

ℓ−2
𝑛−1∑︁
𝑘=1

(−1)𝑛−𝑘𝐶𝑛−𝑘
𝑛+𝑘𝑦

𝑘−
𝑛−1∑︁
𝑘=1

(−1)𝑛−1−𝑘𝐶𝑛−1−𝑘
𝑛−1+𝑘𝑦

𝑘+

+(−1)𝑛+1−2𝑦𝑛=𝑦𝑛+1−(2𝑛+1)𝑦𝑛+
𝑛−1∑︁
𝑘=1

(−1)𝑛+1−𝑘𝑦𝑘
(︀
𝐶𝑛−𝑘+1

𝑛+𝑘−1+2𝐶𝑛−𝑘
𝑛+𝑘−𝐶𝑛−1−𝑘

𝑛−1+𝑘
)︀
+(−1)𝑛+1.

Отдельно преобразуем скобку в сумме:

𝐶𝑛−𝑘+1
𝑛+𝑘−1 + 2𝐶𝑛−𝑘

𝑛+𝑘 − 𝐶𝑛−1−𝑘
𝑛−1+𝑘 =

(𝑛+ 𝑘 − 1)!

(𝑛− 𝑘 + 1)!(2𝑘 − 2)!
+

2(𝑛+ 𝑘)!

(𝑛− 𝑘)!(2𝑘)!
− (𝑛+ 𝑘 − 1)!

(𝑛− 𝑘 − 1)!(2𝑘)!
=

=
(𝑛+ 𝑘 − 1)!

(2𝑘)!(𝑛+ 1− 𝑘)!

(︂
(2𝑘 − 1)2𝑘 + 2(𝑛+ 𝑘)(𝑛+ 1− 𝑘)− (𝑛− 𝑘)(𝑛− 𝑘 + 1)

)︂
=

=
(𝑛+ 𝑘 − 1)!

(2𝑘)!(𝑛+ 1− 𝑘)!

(︁
4𝑘2−2𝑘+2𝑛2+2𝑘𝑛+2𝑛+2𝑘−2𝑛𝑘−2𝑘2−𝑛2+2𝑛𝑘−𝑘2−𝑛+𝑘

)︁
=

=
(𝑛+ 𝑘 − 1)!

(2𝑘)!(𝑛+ 1− 𝑘)!

(︁
𝑘2 + 𝑛2 + 2𝑘𝑛+ 𝑛+ 𝑘

)︁
=

(𝑛+ 𝑘 − 1)!

(2𝑘)!(𝑛+ 1− 𝑘)!

(︁
(𝑘 + 𝑛)2 + 𝑛+ 𝑘

)︁
=

=
(𝑛+ 𝑘 + 1)!

(2𝑘)!(𝑛+ 1− 𝑘)!
= 𝐶𝑛+1−𝑘

𝑛+𝑘+1 .

Таким образом,

𝐻𝑛+1 =
𝑛+1∑︁
𝑘=0

(−1)𝑛+1−𝑘𝐶𝑛+1−𝑘
𝑛+1+𝑘 (2 + 𝑥)𝑘.

4. Собственные числа глобальной матрицы жесткости [KG] и ее
регуляризаций

Вычислим СЧ для матрицы [𝐾𝐺]. Из (11) и (15)

Δ𝑛([𝐾𝐺]/𝑄− 2 · 𝐼) = (𝑥+ 2)

⎛⎜⎝[𝑛−1
2 ]∑︁

𝑚=0

(−1)𝑚𝐶𝑚
𝑛−𝑚−1𝑥

𝑛−2𝑚−1

⎞⎟⎠ . (17)
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Для синуса кратного угла есть формула (см. формулу (11) в [13])

sin(𝑛𝛼) = sin𝛼

[𝑛−1
2 ]∑︁

𝑚=0

(−1)𝑚𝐶𝑚
𝑛−𝑚−1 (2 cos𝛼)

𝑛−2𝑚−1 . (18)

Из сравнения формул (17) и (18) следует, что все корни многочлена Δ𝑛 — это

𝑥 = −2, 𝑥𝑘 = 2 cos
𝜋𝑘

𝑛
, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛− 1.

Тогда собственными числами матрицы [𝐾𝐺] (1) являются

𝑥 = 0, 𝑥𝑘 = 𝑄

(︂
2 + 2 cos

𝜋𝑘

𝑛

)︂
, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛− 1. (19)

Для регуляризации матрицы [𝐾𝐺], полученной вычеркиванием 𝑗-го диагонального
элемента, рассмотрим сумму

sin((𝑁 + 1)𝛼)

sin𝛼
+

sin(𝑁𝛼)

sin𝛼
=

2 sin

(︂
2𝑁 + 1

2
𝛼

)︂
cos
(︁𝛼
2

)︁
sin𝛼

=

sin

(︂
2𝑁 + 1

2
𝛼

)︂
sin
(︁𝛼
2

)︁ . (20)

С другой стороны, по формуле (18) получаем

sin((𝑁 + 1)𝛼)

sin𝛼
+

sin(𝑁𝛼)

sin𝛼
=

[ 2𝑁+1−1
2 ]∑︁

𝑚=0

(−1)𝑚𝐶𝑚
2𝑁+1−𝑚−1

(︁
2 cos

(︁𝛼
2

)︁)︁2𝑁+1−2𝑚−1

= (21)

=
𝑁∑︁

𝑚=0

(−1)𝑚𝐶𝑚
2𝑁−𝑚

(︁
2 cos

(︁𝛼
2

)︁)︁2𝑁−2𝑚

=
𝑁∑︁

𝑚=0

(−1)𝑚𝐶𝑚
2𝑁−𝑚 (2 + 2 cos (𝛼))𝑁−𝑚 = (22)

=

⃒⃒⃒⃒
𝑘 = 𝑁 −𝑚
𝑚 = 𝑁 − 𝑘

⃒⃒⃒⃒
=

𝑁∑︁
𝑘=0

(−1)𝑁−𝑘𝐶𝑁−𝑘
𝑁+𝑘 (2 + 2 cos (𝛼))𝑘 . (23)

Сравнивая (16), (20) и (21)–(23), устанавливаем, что корнями многочлена 𝐻𝑛 являются

𝑥 = 2 cos
2𝜋𝑘

2𝑁 + 1
, 𝑘 = 1, . . . , 𝑁. (24)

По (3) и (24) корни многочлена ℎ𝑛,𝑗⎡⎢⎣ 𝑥 = 2 + 2 cos
2𝜋𝑘

2(𝑗 − 1) + 1
, 𝑘 = 1, . . . , 𝑗 − 1,

𝑥 = 2 + 2 cos
2𝜋𝑖

2(𝑛− 𝑗) + 1
, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛− 𝑗.

(25)

5. Числа обусловленности регуляризаций глобальной матрицы
жесткости

Если обозначить 𝑚𝑗 = max(𝑛 − 𝑗, 𝑗 − 1), то минимальным и максимальным корнями
𝑥min,𝑗, 𝑥max,𝑗 многочлена ℎ𝑛,𝑗 по (25) будут

𝑥min,𝑗 = 2 + 2 cos
2𝜋𝑚𝑗

2𝑚𝑗 + 1
, 𝑥max,𝑗 = 2 + 2 cos

2𝜋

2𝑚𝑗 + 1
,

поэтому спектральное число обусловленности матрицы, получающейся при вычеркива-
нии 𝑗-го диагонального элемента матрицы [𝐾𝐺], будет равно
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𝐶𝑗 =
𝑥max,𝑗

𝑥min,𝑗

=

1 + cos
2𝜋

2𝑚𝑗 + 1

1 + cos
2𝜋𝑚𝑗

2𝑚𝑗 + 1

.

Из определения числа 𝑚𝑗 и монотонного возрастания числа 𝐶𝑗 при 𝑚𝑗 ∈ [1; +∞) сле-
дует, что для фиксированного размера матрицы 𝑛× 𝑛

𝐶𝑟𝑒𝑔𝑢𝑙𝑎𝑟 = min
16𝑗6𝑛

𝐶𝑗 =
1 + cos

2𝜋

2𝑁 + 1

1 + cos
2𝜋𝑁

2𝑁 + 1

∼
𝑁→+∞

16𝑁2

𝜋2
,

где 𝑁 =
[︁𝑛
2

]︁
, которое для нечетных 𝑛 = 2𝑁 +1 будет достигаться при 𝑗 = 𝑁 +1, а для

четных 𝑛 = 2𝑁 — при 𝑗 = 𝑁 и 𝑗 = 𝑁 + 1.
В свою очередь, число обусловленности глобальной матрицы жесткости, определен-

ное по формуле (4), по (19) будет равно

𝐶([𝐾𝐺]) =
2 + 2 cos

𝜋

𝑛

2 + 2 cos
𝜋(𝑛− 1)

𝑛

=
1 + cos

𝜋

𝑛

1− cos
𝜋

𝑛

∼
𝑛→+∞

4𝑛2

𝜋2
.

Сравнивая 𝐶([𝐾𝐺]), 𝐶𝑟𝑒𝑔𝑢𝑙𝑎𝑟 и произвольные 𝐶𝑗, устанавливаем, что

𝐶([𝐾𝐺]) < 𝐶𝑟𝑒𝑔𝑢𝑙𝑎𝑟 < min
1 6 𝑗 6 𝑛,

𝑗 ̸= 𝑁, 𝑗 ̸= 𝑁 + 1

𝐶𝑗 при 𝑛 = 2𝑁,

𝐶𝑟𝑒𝑔𝑢𝑙𝑎𝑟 < 𝐶([𝐾𝐺]) < min
1 6 𝑗 6 𝑛,
𝑗 ̸= 𝑁 + 1

𝐶𝑗 при 𝑛 = 2𝑁 + 1.

Причем асимптотически (как при 𝑛 = 2𝑁 , так и при 𝑛 = 2𝑁 + 1) они эквивалентны

𝐶([𝐾𝐺]) ∼
𝑁→+∞

𝐶𝑟𝑒𝑔𝑢𝑙𝑎𝑟 ∼
𝑁→+∞

16𝑁2

𝜋2
.

Поэтому (4) можно применять для оценки числа обусловленности глобальной матрицы
жесткости без перехода к регуляризациям.

Из стремления спектральных чисел обусловленности к бесконечности и факта раз-
балтывания решения СЛАУ [3] при большом числе обусловленности следует, что сущест-
вует предел точности решения задачи при помощи одинаковых одномерных конечных
элементов.

Заметим, что матрицы (1) и (2) от матриц вида⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑎 𝑏 0 0 0 . . . 0 0
𝑏 𝑎 𝑏 0 0 . . . 0 0
0 𝑏 𝑎 𝑏 0 . . . 0 0
...

. . . . . . . . . . . . . . .
...

...
. . . . . . . . . . . . . . .

...
0 0 . . . 0 𝑏 𝑎 𝑏 0
0 0 . . . 0 0 𝑏 𝑎 𝑏
0 0 . . . 0 0 0 𝑏 𝑎

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, (26)

имеющих важное значение в методе сеток [14], существенно отличаются тем, что край-
ние элементы главной диагонали матрицы (26) совпадают с остальными элементами
диагонали. Полный перечень собственных чисел и векторов для матриц (26) известен.
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Выводы

1. Аналитически вычислены все собственные числа глобальной матрицы жесткости
для одномерной задачи, решаемой МКЭ с одинаковыми одномерными линейными
конечными элементами.

2. Вычислено наименьшее возможное спектральное число обусловленности всех ре-
гуляризаций вырожденной глобальной матрицы жесткости.

3. Из стремления к бесконечности числа обусловленности (с ростом количества КЭ)
следует существование предела точности решения для задач указанного класса.
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Abstract

The finite element method is widely used to solve partial differential equations. The process of
solving leads to a sparse system of linear algebraic equations with a singular matrix. It is known
that the accuracy of solving systems of linear equations depends on the condition number of the
system matrix. Previously, it was proposed to estimate the condition number for singular matrices
using their non-zero eigenvalues, as for regular matrices. In the article, all eigenvalues of the stiffness
matrix that arises when solving a one-dimensional problem using the same linear finite elements
and all possible regularizations of the stiffness matrix — matrices obtained by deleting the row and
column containing the selected diagonal element are analytically calculated. It is shown that for a
stiffness matrix with an odd number of rows, the smallest of the condition numbers of regularization
matrices is less than the number previously proposed as the condition number of a singular matrix.
However, they are asymptotically equal. An estimate for the condition number of the matrix and
its asymptotics are given. It is shown that the generally accepted method to increase the accuracy
of calculations by the finite element method, which consists in element refinement, has a theoretical
accuracy limit.
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Citation: Vinnik P.M., Vinnik T.V., Khakimov A.A. Finite element method: Proof of the
existence for the accuracy limit when applying one-dimensional linear finite elements. Computational
Technologies. 2022; 27(1):39–51. DOI:10.25743/ICT.2022.27.1.004. (In Russ.)

References

1. Zienkiewicz O.C. The finite element method in engineering science, Second edition. McGraw-Hill-
London; 1971: 521.

2. Horn R.A., Johnson C.R. Matrix analysis. Cambridge University Press; 2012: 662.
3. Faddeev D.K., Faddeeva V.N. Computational methods in linear algebra. Freeman, San Francisco,

Calif.; 1963: 621.
4. Samarskii A.A., Vabishchevich P.N. Chislennye metody resheniya zadach konvektsii–diffuzii

[Numerical methods for solving convection–diffusion problems]. Moscow: Knizhnyy dom
“LIBROKOM”; 2015: 248. (In Russ.)

5. Olshanskii M.A., Reusken A. Convergence analysis of a multigrid method for a convection-
dominated model problem. SIAM Journal on Numerical Analysis. 2004; (42):1261–1291.
DOI:10.1137/S0036142902418679.

6. Segerlind L.J. Applied finite element analysis. N.Y., London, Sydney, Toronto: John Wiley & Sons,
Inc.; 1985: 448.



Доказательство существования предела точности МКЭ . . . 51

7. Veerman J.J.P., Hammondy D.K., Baldiviesoz P.E. Spectra of tridiagonal matrices. Available
at: https://arxiv.org/pdf/1801.04977.pdf (accessed November 02, 2021).

8. Noschese S., Pasquini L., Reichel L. Tridiagonal Toeplitz matrices: Properties and novel
applications. Available at: https://www.math.kent.edu/~reichel/publications/toep3.pdf

(accessed November 02, 2021).
9. Alvarez-Nodarse R., Petronilho J., Quinteroc N.R. Spectral properties of certain tridiagonal

matrices. Linear Algebra and Its Applications. 2012; (436):682–698.
10. Godunov S.K., Malyshev A.N. On a special basis of approximate eigenvectors with local supports

for an isolated narrow cluster of eigenvalues of a symmetric tridiagonal matrix. Computational
Mathematics and Mathematical Physics. 2008; (48):1089–1099. DOI:10.1134/S0965542508070026.

11. Batagaeva T.A., Kazakov A.L. Analytical and numerical study of condition number of quasi-
Toeplitz tridiagonal matrix with unlimited dimension. Vestnik Irkutskogo Gosudarstvennogo
Tekhnicheskogo Universiteta. 2015; 4(99):122–130. Available at: https://www.elibrary.ru/item.
asp?id=23411978. (In Russ.)

12. Ivanov K.M., Vinnik P.M., Ivanov V.N.Numerical simulation of separation process in mechanical
working. Vestnik of Samara University. Aerospace and Mechanical Engineering. 2012; 11(2):192–199.
(In Russ.)

13. Weisstein E.W. Multiple-angle formulas. Available at: https://mathworld.wolfram.com

/Multiple-AngleFormulas.html (accessed July 08, 2019).
14. Daugavet I.K. Teoriya priblizhennykh metodov. Lineynye uravneniya [Approximation Theory. Linear

equations]. SPb.: BHV-Peterburg; 2006: 288. (In Russ.)

https://arxiv.org/pdf/1801.04977.pdf
https://www.math.kent.edu/~reichel/publications/toep3.pdf
https://www.elibrary.ru/item.asp?id=23411978
https://www.elibrary.ru/item.asp?id=23411978
https://mathworld.wolfram.com
/Multiple-AngleFormulas.html

	Глобальная матрица жесткости для цепочки одномерных КЭ и ее регуляризация
	Вывод рекуррентной формулы для характеристических многочленов матриц (1) и (2)
	Конечные формулы для характеристических многочленов
	Собственные числа глобальной матрицы жесткости [KG] и ее регуляризаций
	Числа обусловленности регуляризаций глобальной матрицы жесткости

