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О ЧИСЛЕННОМ МОДЕЛИРОВАНИИ
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ПО НЕЛИНЕЙНО-ДИСПЕРСИОННЫМ МОДЕЛЯМ∗

†
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Рассматриваются разностные алгоритмы для трех одномерных вариантов нели-
нейно–дисперсионных моделей мелкой воды, в которых функция, задающая дно бас-
сейна, зависит от времени. Проводится качественное сравнение результатов модель-
ных задач, полученных по различным моделям.

1.Введение

Для моделирования волновых движений, вызываемых перемещениями дна, в частности,
возникновения и распространения волн цунами, давно и успешно применяются линейная и
нелинейная модели мелкой воды. Обширная библиография по этому вопросу и результаты
численных расчетов приведены в [1–4].

В последнее время все больший интерес вызывают нелинейно-дисперсионные модели
мелкой воды. Эти уравнения, в отличие от уравнений линейной и нелинейной мелкой во-
ды, учитывают зависимость фазовых скоростей движения волны от волнового числа, что
позволяет описывать эффекты волнового движения, не описываемые в рамках линейной
и нелинейной мелкой воды. В ряде работ приводятся и анализируются результаты чис-
ленного моделирования волновых процессов в бассейнах со сложной батиметрией [5, 6].

В настоящей статье рассматриваются эффекты движущегося дна при численном мо-
делировании по линейной, нелинейной и нелинейно-дисперсионным моделям Грина — На-
гди [7] и Дорфмана — Яговдика [8].

2.Описание моделей

Известно несколько моделей мелкой воды, описывающих возникновение волн при движе-
нии дна. Во-первых, это линейная модель:

ht + (Hu)x = 0,
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ut + gηx = 0, (1)

где u — скорость, h — полная глубина, h = η + H(x, t), η — возвышение свободной поверх-
ности, H(x, t) — глубина бассейна, H(x, t) = H̃(x) − h̃(x, t).
Во-вторых, нелинейная модель:

ht + (hu)x = 0,

ut + uux + gηx = 0, (2)

и нелинейно-дисперсионные модели: модель Грина — Нагди [9], которая в одномерном
случае имеет вид

ht + (hu)x = 0,

ut + uux + gηx = −1/6(−D2H(2η − H) + D2η(4η + H)x + h(2D2η − D2H)x),

D = ∂/∂t + u∂/∂x, (3)

и нелинейно-дисперсионные модели Дорфмана— Яговдика [8]. Третья модель Дорфма-
на — Яговдика имеет одинаковое с (3) дисперсионное соотношение, в котором частота
есть вещественная функция волнового числа, и записывается в виде

ht + (hu)x + 1/2(H̃H̃xh̃t)x = 1/6(3H̃H̃2
xu + H̃2H̃xux)x,

ut + uux + gηx + 1/2(H̃h̃tt)x = (1/3H̃2utx + 1/2H̃H̃xut)x. (4)

При h̃ = 0, H̃ = const данная модель, как и модель Грина — Нагди, совпадает с первой
моделью Перегрина [10]:

ηt + (hu)x = 0,

ut + uux + gηx = 1/2H((Hu)xx − 1/3Huxx)t.

Уравнения первой модели Дорфмана — Яговдика в этом случае запишутся в виде

ht + (hu)x + 1/2(H̃2h̃t)xx = 1/6(H̃3u)xxx,

ut + uux + gηx + (H̃h̃tt)x = 1/2(H̃2ut)xx. (5)

Эта модель представляет собой модель, описанную в [11], в которой теперь учтена зави-
симость положения дна от времени. По своему дисперсионному соотношению модель [11]
совпадает с моделью [12], из которой она получается при определенном условии на пара-
метры нелинейности и дисперсии. При этом частота есть вещественная функция волнового
числа и возможно построение устойчивых разностных схем [13].

Уравнения второй модели Дорфмана — Яговдика запишутся в виде

ht + (hu)x + (1/3(H̃3ux)x + 1/2H̃2H̃xxu)x = 1/2(H̃2h̃tx)x,

ut + uux + gηx = 0.

При h̃ = 0 эта модель совпадает с уравнениями второй модели Перегрина:

ηt + (Hu)x + 1/2(H2(Hu)xx − 1/3H3uxx)x = 0,

ut + uux + gηx = 0,

имеющей дисперсионное соотношение, в котором частота есть мнимая функция волнового
числа, и для нее не удается построить устойчивой разностной схемы [13].
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Для построения устойчивого численного алгоритма следуя [9, 14] перепишем уравнения
модели Грина — Нагди в виде, когда в уравнении движения производные ηt, ηtx, ηtt замене-
ны на производные от u по x с использованием уравнения для h и все члены, содержащие
дифференцирование по t, отнесены в левую часть:

ht + (hu)x = 0, Bt = φ(η, u,H),

φ = −(u2/2)x − gηx + uux(ηxHx + 3/2hHxx) + u2(ηxHxx + Hxxxh/2)+

+(ux)
2ηxh + uuxxhhx + h2/3(uuxxx − uxuxx) − u((hu)xxHx + (hu)xHxx/2)−

−ux(hx(hu))x + h(hu)xx − 2/3uxxh(hu)x + u(2ηxHtx + hHtxx) + ηxHtt + huxHtx + 1/2hHttx,

B = u − u(ηxHx + Hxxh/2) − uxhhx − uxxh
2/3.

Уравнения первой и третьей моделей Дорфмана — Яговдика перепишем в виде, ко-
торый ранее применялся при построении численных алгоритмов для уравнения модели
Алешкова [14]. Для первой модели имеем

ht + (hu)x + 1/2(H̃2h̃t)xx = (1/6(H̃3u)xx)x,

(u − (1/2H̃2u)xx)t = f(η, u,H)x = (−gη − 1/2u2 − H̃h̃tt)x,

Ct = f(η, u,H), f = −gη − 1/2u2 − H̃h̃tt,

Cx = u − (1/2H̃2u)xx,

для третьей модели

ht + (uh)x + 1/2(H̃(x)H̃xh̃t)x = F (η, u,H)x = 1/6(3H̃H̃2
xu + H̃2H̃xux)x,

Ct = f(η, u,H), (η, u,H) = −gη − 1/2u2 − 1/2H̃h̃tt,

Cx = u − (1/3H̃2ux + 1/2H̃H̃xu)x.

Формулы разностных алгоритмов для таких моделей приведены, например, в [14].

3.Описание численных результатов

Ниже в таблице приведены значения максимального возвышения свободной поверхности
при возмущении дна бассейна постоянной глубины H̃0(x) = 1 по закону

h̃(x, t) = β0β1(t)β2(x),

β1(t) =

{

t/d, 0 < t < d
e−b(t−d), t > d, d = 1 − 1/b,

β2(x) = β0sech
2[(3β0/4(β0 + H0))

1/2(x − x0)]

для разных значений d и различных моделей. При численных расчетах принималось dx =
0.2, dt = 0.02, β0 = 0.1, x0 = 200dx, g = 1.
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d 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

( 1) 0.1 0.0999 0.0998 0.0997 0.0995 0.0993 0.0962 0.0988 0.0963

( 2) 0.1 0.0999 0.0998 0.0996 0.0995 0.0993 0.0962 0.0987 0.0962

( 3) 0.1 0.0999 0.0998 0.0996 0.0994 0.0992 0.0961 0.0986 0.0961

( 4) 0.1 0.0999 0.0998 0.0997 0.0995 0.0993 0.0963 0.0988 0.0964

( 5) 0.107 0.107 0.107 0.106 0.106 0.106 0.102 0.105 0.102

При генерировании длинных волн подъемом дна результаты, полученные по моделям
(1) – (4) практически совпадают, а модель (5) в том виде, как она записана в [8], дает
значения, большие, чем другие модели.

На рис. 1 показана волновая картина при первоначальном опускании и дальнейшем
подъеме дна для dx = 0.2, dt = 0.02, β0 = −0.1, d = 0.1, x0 = 200dx, t = 300dt, g = 1.
В соответствии с моделью (3) получаем волну большей амплитуды, чем по моделям (1)
и (2). На рис. 2 приведены волновые картины при опускании и дальнейшем подъеме дна,
представляющего откос с тангенсом угла наклона 0.025 для dx = 0.2, dt = 0.04, β0 = −0.2,
d = 0.2, x0 = 120dx, t = 300dt, 700dt. Различия в поведении волновых картин становятся
более ощутимы при выходе волны на берег, где существенны параметры нелинейности и
дисперсии (рис. 3).

Рис. 1.

Рис. 2.
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Рис. 3.
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