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The third boundary problem is considered fro an ordinary weakly non-linear differential

equation of the second order with a small parameter of the highest derivative. The problem

solution does not contain an explicit boundary layer and in order to solve it on a uniform

grid it is suggested that the Samarskii scheme be employed. The uniform convergence

of the scheme is substantiated. The possibility to make use of this scheme for solving a

boundary problem on a semi-infinite material is studied.

Для слабо нелинейного обыкновенного дифференциального уравнения второго порядка
рассмотрим краевую задачу:

εu′′ − a(x)u′ − f(x, u) = 0, (1)

u(0) = A, Rεu = ηu(1) + δu′(1) = B, (2)

где
a ∈ C1[0, 1], f ∈ C1([0, 1] × R), a(x) ≥ α > 0, ε ∈ (0, 1],

∂f/∂u ≥ −β, β > 0, α2 − 4βε ≥ γ > 0, η ≥ 0, δ > 0. (3)

Решение задачи (1)–(2) не содержит выраженный пограничный слой (первая производ-
ная решения ограничена равномерно по параметру ε), поэтому для нахождения решения
схема, учитывающая погранслойный рост решения [1 – 3], не используется. Для аппрок-
симации дифференциального уравнения на равномерной сетке применяется монотонная
схема Самарского [4] второго порядка точности.

В случае линейной сингулярно-возмущенной первой краевой задачи с экспоненциаль-
ным пограничным слоем схема Самарского исследовалась в [5, 6], где показано, что эта
схема не сходится в пограничном слое. В работе [7] для случая линейной первой краевой
задачи рассмотрена модификация схемы Самарского и на специальной сетке с кусочно-
постоянным шагом, мелким в пограничном слое, обоснован второй порядок сходимости
схемы с точностью до логарифмического множителя от числа узлов. В [8] на такой же
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неравномерной сетке рассмотрена третья краевая задача, причем краевые условия тако-
вы, что решение имеет экспоненциальный пограничный слой. Доказательство сходимости
основано на равномерной ограниченности функции Грина для разностной схемы.

В данной работе вводится аппроксимация краевого условия, соответствующая порядку
аппроксимации самого уравнения. Доказывается, что анализируемая схема имеет точность
O(h2/(h + ε)). Исследуется возможность применения этой схемы к решению уравнения на
полубесконечном интервале. Показывается, что схема устойчива к погрешностям, возни-
кающим при переносе краевого условия с бесконечности. Предварительно исследуются
условия, при которых выполняется принцип максимума для трехточечного разностного
оператора с краевым условием, соответствующим аппроксимации производной со вторым
порядком.

Всюду под C и Ci будем понимать положительные постоянные, не зависящие от ε и
шагов сетки. Определим норму сеточной функции ph: ||ph|| = max

i
|ph

i |. Под неравенством

векторов будем подразумевать соответствующее покомпонентное неравенство.

1. Анализ монотонности трехточечных

разностных схем

Рассмотрим трехточечную разностную схему:

Lh
nu

h = Anu
h
n+1 − Bnu

h
n + Cnu

h
n−1 = fh

n , n = 1, 2, ..., N − 1, (1.1)

uh
0 = A, Rhuh = ηuh

N + δ[3uh
N − 4uh

N−1 + uh
N−2]/(2h) = B. (1.2)

Предполагаем, что при всех n An > 0, Cn > 0. Сформулируем условие, когда для схемы
(1.1)–(1.2) справедлив принцип максимума.

Лемма 1. Пусть существует сеточная функция φh:

φh > 0, Lh
nφ

h < 0, n = 1, 2, ..., N − 1, φh
N ≥ φh

N−1 ≥ φh
N−2,

AN−1

CN−1

φh
N − 4φh

N−1 + φh
N−2 ≤ 0, 3φh

N − 4φh
N−1 + φh

N−2 > 0. (1.3)

Тогда из условий
Lh

nuh ≤ 0, n = 1, 2, ..., N − 1, uh
0 ≥ 0, Rhuh ≥ 0 (1.4)

следует uh ≥ 0.
Доказательство. Предположим, что при каких-то n оказалось uh

n < 0, и получим
противоречие. Определим V h : uh

n = φh
nV

h
n . Тогда

Lh
nu

h = Cnφ
h
n−1V

h
n−1 − [−Lh

nφh + Cnφ
h
n−1 + Anφ

h
n+1]V

h
n + Anφ

h
n+1V

h
n+1. (1.5)

Предположим, что uh
N ≥ 0. Тогда V h

N ≥ 0 и сеточная функция V h имеет локальный от-
рицательный минимум, для некоторого m будет V h

m−1 ≥ V h
m, V h

m+1 ≥ V h
m, что противоречит

неравенству
Cmφh

m−1(V
h
m−1 − V h

m) + Amφh
m+1(V

h
m+1 − V h

m) < 0. (1.6)

Предположим теперь, что uh
N < 0. Если uh

N > uh
N−1, то существует точка локального

отрицательного минимума, и снова получим противоречие.
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Пусть uh
N ≤ uh

N−1. Из условия Rhuh ≥ 0 следует uh
N−2 ≥ uh

N−1. Наконец, осталось
рассмотреть случай uh

N ≤ uh
N−1 ≤ uh

N−2 < 0. В силу условий (1.3) выполнится V h
N ≤ V h

N−1 ≤
V h

N−2 < 0. Из (1.3)-(1.4) следует:

3φh
NV h

N − 4φh
N−1V

h
N + φh

N−2V
h
N < 0,

3φh
NV h

N − 4φh
N−1V

h
N−1 + φh

N−2V
h
N−2 ≥ 0,

значит,
4φh

N−1(V
h
N − V h

N−1) + φh
N−2(V

h
N−2 − V h

N) > 0.

Это неравенство можно записать в виде

(4φh
N−1 − φh

N−2)(V
h
N − V h

N−1) + φh
N−2(V

h
N−2 − V h

N−1) > 0. (1.7)

С другой стороны, из (1.5) получим

AN−1φ
h
N(V h

N − V h
N−1) + CN−1φ

h
N−2(V

h
N−2 − V h

N−1) < 0. (1.8)

Из (1.7)–(1.8) вытекает

(V h
N−2 − V h

N−1)[AN−1φ
h
N − CN−1(4φ

h
N−1 − φh

N−2)] > 0,

что противоречит условиям (1.3). Лемма доказана.
Лемма 2. Пусть для некоторой сеточной функции φh выполнены условия (1.3). Тогда

для произвольной сеточной функции vh при всех n справедлива оценка

|vh
n| ≤ Mφh

n, M = max

{

max
n

∣

∣

∣

∣

Lh
nv

h

Lh
nφ

h

∣

∣

∣

∣

,
|Rhvh|

Rhφh
,
|vh

0 |

φh
0

}

. (1.9).

Доказательство. Определим сеточную функцию Ψh:

Ψh
n = Mφh

n ± vh
n.

Тогда, как нетрудно убедиться, для Ψh выполнятся соотношения (1.4) и в силу леммы 1
Ψh ≥ 0. Это доказывает лемму.

Эта лемма, при соблюдении ее условий, дает единственность и ограниченность решения
схемы (1.1)–(1.2).

2. Анализ монотонной схемы Самарского

Для задачи (1)–(2) на равномерной сетке Ω выпишем разностную схему:

T h
n uh = εnΛxx,nu

h − anΛx,nu
h − f(xn, u

h
n) = 0, (2.1)

uh
0 = A, Rhuh = ηuh

N + δ[3uh
N − 4uh

N−1 + uh
N−2]/(2h) = B, (2.2)

где n = 1, 2, ..., N − 1, an = a(xn)

Λxx,nu
h =

uh
n+1 − 2uh

n + uh
n−1

h2
, Λx,nu

h =
uh

n − uh
n−1

h
, εn =

ε

1 + anh/(2ε)
.
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Лемма 3. Пусть ∂f/∂u ≥ 0, ph и qh — две произвольные сеточные функции. Тогда
при всех n

|ph
n − qh

n| ≤ α−1‖T hph − T hqh‖ + |ph
0 − qh

0 |+

+δ−1α−1(ε + αh)|Rhph − Rhqh| exp[α(ε + αh)−1(xn − 1)].

Доказательство. Пусть zh = ph − qh. Из (2.1)–(2.2) получим:

Lh
nzh = εnΛxx,nz

h − anΛx,nz
h −

f(xn, p
h
n) − f(xn, q

h
n)

ph
n − qh

n

zh
n = T h

n ph − T h
n qh,

zh
0 = ph

0 − qh
0 , Rhzh = Rhph − Rhqh, n = 1, 2, ..., N − 1.

Покажем, что при выполнении условий леммы для оператора Lh справедлив принцип
максимума. Определим

φh
n = (1 + ε−1αh)n−N .

Докажем, что для функции φh справедливы соотношения (1.3). Нетрудно убедиться, что
Lh

nφ
h < 0. Остановимся на проверке остальных условий. Имеем

CN−1

AN−1

> 1 +
αh

ε
, 3φh

N − 4φh
N−1 + φh

N−2 >
2αh

ε + αh
> 0,

откуда следует (1.3).
Итак, принцип максимума для Lh имеет место. Определим сеточную функцию Ψh:

Ψh
n = α−1‖T hph − T hqh‖xn + |ph

0 − qh
0 | + α−1δ−1(ε + αh)|Rhph − Rhqh|φh

n ± zh
n.

Тогда для функции Ψh выполнены условия (1.4) и в силу принципа максимума Ψh ≥ 0.
Можно показать:

φh
n ≤ exp[α(ε + αh)−1(xn − 1)].

Это доказывает лемму.
Из леммы 3 следует единственность решения схемы (2.1)–(2.2) и оценка устойчивости:

‖uh‖ ≤ α−1 max
n

|f(xn, 0)| + |A| + α−1δ−1(ε + αh)|B|.

Исследуем устойчивость схемы (2.1)–(2.2) к возмущению коэффициентов в краевых
условиях. От (2.1)–(2.2) перейдем к краевой задаче:

T h
n ũh = 0, ũh

0 = Ã, R̃hũh = η̃ũh
N + δ̃[3ũh

N − 4ũh
N−1 + ũh

N−2]/(2h) = B̃.

Лемма 4. Пусть ∂f/∂u ≥ 0,

|δ − δ̃| ≤ ∆, |η − η̃| ≤ ∆, |B − B̃| ≤ ∆, η̃ ≥ 0, δ̃ > 0,

тогда найдется C, такое, что при всех n

|uh
n − ũh

n| ≤ C∆(ε + αh) exp[α(ε + αh)−1(xn − 1)] + |A − Ã|.

Доказательство. Пусть zh = uh − ũh. Тогда для некоторой сеточной функции θh

εnΛxx,nz
h − anΛx,nz

h −
∂

∂u
f(xn, th

h
n)zh

n = 0, an = a(xn),

zh
0 = A − Ã, R̃hzh = B − B̃ + (η − η̃)uh

N + (δ − δ̃)[3uh
N − 4uh

N−1 + uh
N−2]/(2h).
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Можно показать, что

|R̃hzh| ≤ C0∆, C0 = 1 + |B|δ−1 + (δ−1η + 1)||uh||.

Задавая сеточную функцию Ψh

Ψh
n = C∆(ε + αh)(1 + αε−1h)n−N + |A − Ã| ± zh

n,

используя принцип максимума и подбирая подходящую постоянную C, придем к утвер-
ждению леммы.

Оценим погрешность аппроксимации правого краевого условия согласно (2.2).
Лемма 5. Найдется C такое, что

I =

∣

∣

∣

∣

3uN − 4uN−1 + uN−2

2h
− u′(1)

∣

∣

∣

∣

≤ C
h2

θ2
, (2.3)

где un = u(xn), th = max(h, ε).
Доказательство. Учитывая, что для произвольной достаточно гладкой функции r(x)

справедливо представление

r(x) = r(x0) + r′(x0)(x − x0) +

x
∫

x0

(x − s)r′′(s)ds,

используя интегрирование по частям, получим:

I =
1

2h

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2

xN
∫

xN−1

(s − xN−1)
2u′′′(s)ds − 0.5

xN
∫

xN−2

(s − xN−2)
2u′′′(s)ds

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Следовательно,
I ≤ S1 + S2,

где

S1 =
1

h

∣

∣

∣

∣

∣

∣

xN
∫

xN−1

[(s − xN−1)
2 − (s − xN−2)

2/4]u′′′(s)ds

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

S2 =
1

4h

∣

∣

∣

∣

∣

∣

xN−1
∫

xN−2

(s − xN−2)
2u′′′(s)ds

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Можно показать, что

S1 =
1

4h

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1
∫

1−h

[3(s − 1)2 + 4h(s − 1)]u′′′(s)ds

∣

∣

∣

∣

∣

∣

. (2.4)

Для решения задачи (1)–(2) справедливы оценки [9]:
∣

∣

∣

∣

dj

dxj
u(x)

∣

∣

∣

∣

≤ C[1 + ε1−j exp[αε−1(x − 1)]], j = 1, 2, 3, 4. (2.5)

Учитывая, что в (2.4) множитель при u′′′(s) знакопостоянен, подставляя оценку (2.5) в
(2.4) и осуществляя интегрирование, несложно показать:

S1 ≤ C1h
2/ th2 .
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Можно доказать, что аналогичная оценка справедлива для S2. Это доказывает лемму.
Остановимся на вопросе равномерной сходимости схемы (2.1)–(2.2).
Теорема 1. Пусть ∂f/∂u ≥ 0, Тогда для решения схемы (2.1)–(2.2) справедлива

оценка точности:

||uh − [u]Ω|| ≤ C
h2

h + ε
. (2.6)

Доказательство. Определим zh = uh − [u]Ω. Тогда для некоторого thh

Lh
nzh = εnΛxx,nz

h − anΛx,nz
h −

∂

∂u
f(xn, th

h
n)zh

n = T h
n uh − T h

n [u]Ω,

zh
0 = 0, Rhzh = δ(u′(1) − [3uN − 4uN−1 + uN−2]/(2h)), un = u(xn). (2.7)

По аналогии с линейным случаем [5] несложно убедиться, что для некоторой постоянной
C1 справедлива оценка

|T h
n [u]Ω − T h

n uh| ≤
C1h

h + ε

xn+1
∫

xn−1

[ε2|u(4)(x)| + ε|u(3)(x)| + |u(2)(x)|]dx. (2.8)

Учитывая (2.5), из (2.8) получим:

|T h
n [u]Ω − T h

n uh| ≤ C2
h2

h + ε
[1 + th−1 exp[αε−1(xn+1 − 1)]]. (2.9)

Определим сеточные функции φh, ρh с компонентами:

φh
n = [1 + αh/(2ε)]n−N , ρh

n = [1 + αh/(2ε)]n+1−N . (2.10)

Тогда

Lh
nφ

h ≤ 0, Lh
nρh ≤ −

0.5α2

2ε + αh
ρh

n, ρh
n ≥ exp[αε−1(xn+1 − 1)],

Rhφh ≥ δα/(2ε + αh), Rhρh ≥ 0. (2.11)

Определим сеточную функцию Ψh:

Ψh
n = C3h

2 th−1(φh
n + ρh

n + xn) ± zh
n.

Учитывая лемму 5, соотношения (2.7), (2.9), (2.11), можно показать, что для некоторой
постоянной C3 для функции Ψh выполнятся условия (1.4). В силу принципа максимума
Ψh ≥ 0. Следовательно, при всех n < N

|uh
n − un| ≤ C

h2

h + ε
.

Покажем, что такая же оценка имеет место при n = N. Учитывая (2.3), несложно показать:

∣

∣

∣

∣

ηzh
N + δ

3zh
N − 4zh

N−1 + zh
N−2

2h

∣

∣

∣

∣

≤ C
h2

th2 .

Из этого неравенства следует требуемое при n = N . Теорема доказана.
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Остановимся теперь на случае, когда производная ∂f/∂u может быть отрицательной.
Лемма 6. Пусть выполнены ограничения (3),

α2 − 4β(ε + αh/2) ≥ γ > 0, (2.12)

и пусть ph и qh — две произвольные сеточные функции. Тогда при всех n

|ph
n − qh

n| ≤ [2α2β−1γ−1‖T hph − T hqh‖ + |ph
0 − qh

0 |] exp(2βα−1xn)+

+δ−1α−1(2ε + αh)|Rhph − Rhqh| exp[α(2ε + αh)−1(xn − 1)].

Доказательство. Определим линейный оператор Lh таким же образом, как и в лем-
ме 3. Покажем, что при выполнении условий леммы для оператора Lh справедлив принцип
максимума. Определим φh согласно (2.10), sh

n = [1 + 2βhα−1]n. Тогда при всех n

Lh
nφ

h ≤ −γ(4ε + 2αh)−1φh
n < 0, Lh

ns
h ≤ −0.5βγα−2sh

n,

sh
n ≤ exp[2βα−1xn], Rhsh ≥ 0, Rhφh ≥ δα[2ε + αh]−1. (2.13)

Условия (1.3) ограничения выполнены, и для оператора Lh справедлив принцип максиму-
ма. Определим функцию Ψh:

Ψh
n = [2α2β−1γ−1‖T hph − T hqh‖ + |ph

0 − qh
0 |]s

h
n+

+δ−1α−1(2ε + αh)|Rhph − Rhqh|φh
n ± (ph

n − qh
n).

Учитывая (2.13), несложно показать, что для функции Ψh справедливы соотношения (1.4)
и в силу принципа максимума, имеющего место согласно лемме 1, Ψh ≥ 0. Это доказывает
лемму.

Остановимся на вопросе обоснования сходимости схемы (2.1)–(2.2) в случае выполнения
ограничений (3).

Теорема 2. Пусть выполнены ограничения (3), причем шаг сетки удовлетворяет
ограничению (2.12). Тогда для решения схемы (2.1)–(2.2) справедлива оценка точности

||uh − [u]Ω|| ≤ C
h2

h + ε
.

Доказательство теоремы повторяет доказательство теоремы 1, сеточная функция Ψh

при этом имеет вид
Ψh

n = Ch2 th−1(φh
n + ρh

n + sh
n) ± zh

n.

Рассмотрим процедуру нахождения решения схемы (2.1)–(2.2). Аппроксимация про-
изводной в краевом условии (2.2) нарушает трехдиагональность матрицы системы раз-
ностных уравнений. Учитывая (2.1) при n = N − 1, исключим uh

N−2 в (2.2). Тогда правое
краевое условие в (2.2) примет вид

2hδ−1ηuh
N + (3 − AN−1C

−1
N−1)(u

h
N − uh

N−1) = 2hδ−1B − f(xN−1, u
h
N−1)C

−1
N−1.

Определим итерационный метод для нахождения решения схемы (2.1)–(2.2):

L̃h
nu

k+1 = εnΛxx,nu
k+1 − anΛx,nu

k+1 − Muk+1
n = f(xn, u

k
n) − Muk

n, uk+1
0 = A,

R̃huk+1 = 2hδ−1ηuk+1
N + (3 − AN−1C

−1
N−1)(u

k+1
N − uk+1

N−1)+
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+MC−1
N−1u

k+1
N−1 = 2hδ−1B + C−1

N−1(Muk
N−1 − f(xN−1, u

k
N−1)). (2.14)

Лемма 7. Пусть

m ≤
∂f

∂u
≤ M.

Тогда метод (2.14) сходится и при всех k справедлива оценка

||uk+1 − uh|| ≤ (1 − m/M)||uk − uh||.

Доказательство. Определим zk = uk−uh. Тогда для некоторой сеточной функции thk

εnΛxx,nz
k+1 − anΛx,nz

k+1 − Mzk+1
n = (f ′

u(xn, thk
n) − M)zk

n, zk+1
0 = 0,

2hδ−1ηzk+1
N + (3 − AN−1C

−1
N−1)(z

k+1
N − zk+1

N−1) + MC−1
N−1z

k+1
N−1 =

= C−1
N−1(M − f ′

u(xN−1, th
k
N−1))z

k
N−1.

Выбирая сеточную функцию Ψh с компонентами

Ψh
n = (1 − m/M)||zk|| ± zk+1

n ,

убеждаемся, что
L̃h

nΨh ≤ 0, R̃hΨh ≥ 0, Ψh
0 ≥ 0.

В силу принципа максимума, справедливого и в этом случае, Ψh ≥ 0. Это доказывает
лемму.

На каждой итерации uk+1 может быть найдено методом прогонки, который в данном
случае устойчив [4].

Схема (2.1)–(2.2) может быть использована при решении краевой задачи на полубес-
конечном интервале.

Рассмотрим краевую задачу для линейного уравнения:

Lu = εu′′ − a(x)u′ − c(x)(u − G) = 0, u(0) = A, u(∞) = G. (2.15)

Предполагаем, что функции a(x) , c(x) непрерывно дифференцируемы,

D ≥ a(x) ≥ α > 0, ε ∈ (0, 1] c(x) ≥ β > 0, a(x) → m, c(x) → n, x → ∞.

Согласно [10], при наложенных ограничениях существует единственное решение задачи
(2.15). Вопрос переноса краевого условия с бесконечности в случае линейной задачи рас-
сматривался, например, в [11].

Перейти к конечному интервалу [0, L0] можно, задав

u′(L0) = γ(L0)(u(L0) − G), (2.16)

где γ(x) является решением задачи с начальным условием на бесконечности:

εγ′ − a(x)γ + εγ2 − c(x) = 0, γ(∞) = r, (2.17)

где r — отрицательный корень уравнения εq2 − mq − n = 0. Определим еще r0 как от-
рицательный корень уравнения εq2 − Dq − β = 0. Нетрудно убедиться, что γ(x) ≤ 0,
|γ(x)| ≤ ‖c‖/α.
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При решении уравнения (2.15) на конечном интервале [0, L0] c помощью схемы (2.1)–
(2.2) γ(L0) из (2.17) может быть найдено с некоторой погрешностью. Оценим влияние этой
погрешности на точность решения при использовании схемы (2.1)–(2.2).

Итак, рассмотрим схему (2.1)–(2.2) применительно к задаче (2.15):

εnΛxx,nũ
h − anΛx,nũ

h − cn(ũh
n − G) = 0, (2.18)

ũh
0 = A, [3ũh

N − 4ũh
N−1 + ũh

N−2]/(2h) = γ̃(L0)(ũ
h
N − G). (2.19)

Теорема 3. Пусть u(x) — решение задачи (2.15), ũh — решение схемы (2.18)–(2.19).
Пусть

|γ(L0) − γ̃(L0)| ≤ ∆, γ̃(L0) ≤ 0.

Тогда при всех n

|ũh
n − u(xn)| ≤ C∆(ε + αh) exp[r0L0 + α(ε + αh)−1(xn − L0)] + C

h2

h + ε
. (2.20)

Доказательство. Пусть uh — решение схемы (2.18)–(2.19) в случае точного значения
γ(L0). Введем zh = uh − ũh. Нетрудно убедиться, что тогда

Lh
nz

h = εnΛxx,nz
h − anΛx,nz

h − cnz
h
n = 0, zh

0 = 0,

Rhzh = [3zh
N − 4zh

N−1 + zh
N−2]/(2h) − γ̃(L0)z

h
N = (γ(L0) − γ̃(L0))(u

h
N − G).

На основании принципа максимума, подбирая подходящую барьерную функцию, можно
убедиться, что

|u(x) − G| ≤ |A − G| exp[r0x].

Следовательно,

|Rhzh| ≤ C∆

[

h2

h + ε
+ exp(r0L0)

]

.

Задавая сеточную функцию Ψh с компонентами

Ψh
n = C∆(ε + αh)

[

h2

h + ε
+ exp[r0L0]

]

(1 + αhε−1)n−N ± zh
n,

используя принцип максимума для разностного оператора, получим Ψh ≥ 0. Учитывая,
что

|uh
n − u(xn)| ≤ Ch2(h + ε)−1,

получим утверждение теоремы.
Остановимся на результатах численных экспериментов. Рассматриваемая задача имела

вид

εu′′ − u′ − exp[−u] − F (x) = 0,

u(0) = ε exp(−ε−1), u′(1) = 1, (2.21)

где F (x) соответствует решению

u(x) = ε exp[ε−1(x − 1)] + sin(πx/2).
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Решение схемы (2.1)–(2.2) вычислялось с помощью итерационного метода (2.14). Для этого
метода задавалось M = 1, итерации заканчивались, если

||uk+1 − uk|| ≤ 10−8.

При всех вычислениях требовалось не более 15 итераций. В таблице приведена опреде-
ленная выше норма погрешности схемы (2.1)–(2.2) в зависимости от ε и h. Результаты
вычислений подтверждают справедливость оценки (2.6).

h
ε 0.1 0.5E − 1 0.1E − 1 0.5E − 2

1.0 0.25E-2 0.13E-3 0.33E-4 0.74E-5
1.0E-1 0.14E-1 0.79E-3 0.21E-3 0.53E-4
1.0E-2 0.66E-1 0.82E-2 0.28E-2 0.83E-3
1.0E-3 0.82E-1 0.16E-1 0.75E-2 0.32E-2
1.0E-4 0.82E-1 0.18E-1 0.89E-2 0.44E-2
1.0E-5 0.82E-1 0.18E-1 0.91E-2 0.45E-2
1.0E-6 0.82E-1 0.18E-1 0.91E-2 0.45E-2
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