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A model research of united mechanism of arising and forming of structures of shaped
like a dome as a result of “creeping"motins in the limits of Rayleigh — Taylor’s hydrodynamic
instability in two layer medium. This medium models an existing formation viz the oversalt
sedimentary rocks — a salt layer.

1. Введение

Рассматривается весомое многослойное с выраженной инверсией по плотности и вязкости
полупространство, которое описывается уравнениями ползущего течения, или уравнения-
ми движения вязкой несжимаемой жидкости в приближении Стокса. Гидродинамическая
неустойчивость, развивающаяся под действием силы тяжести между слоями с инвертиро-
ванным распределением плотностей, называется неустойчивостью Релея — Тэйлора. На-
чальная линейная стадия, в течение которой возмущения с малой амплитудой экспонен-
циально возрастают во времени, достаточно полно изучена [2–8]. Нелинейные эффекты
развития неустойчивости Релея — Тэйлора частично исследованы в [9–12]. Линеаризация
основных уравнений и граничных условий допустима в случае “ползущего"медленного
движения вязкой жидкости и малости амплитуды возмущения по сравнению с длиной
волны. По мере нарастания возмущения наблюдается нарушение линеаризованных и дей-
ствительных для начала развития неустойчивости граничных условий и усиление нели-
нейных эффектов.

2. Постановка задачи

Рассмотрим в трехмерной постановке в полупространстве Ω неустановившееся движе-
ние двухслойной сильно вязкой несжимаемой жидкости с общей поверхностью раздела
ζ(r, t) = 0. Оба слоя являются несжимаемыми и однородными с динамической вязкостью
µ1 и µ2, плотностью ρ1 и ρ2 (ρ1 > ρ2) соответственно. Состояние равновесия с плоской
(невозмущенной) поверхностью раздела примем за основное. Сила тяжести направлена
от более тяжелого (верхнего) слоя к более легкому (нижнему) слою жидкости.
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Конкретизация физического закона состояния в виде обобщенного закона Ньютона,
условие несжимаемости, линеаризация уравнения движения в пространстве, арифмети-
зированного эйлеровыми переменными, определяют основное уравнение движения в при-
ближении Стокса.

Зададим следующие граничные (кинематические и динамические) условия:

на верхней поверхности осадочного слоя ζ1(r, t) = 0 компоненты вектора скоростей
ограничены и отсутствуют напряжения;

на поверхности раздела слоев ζ(r, t) = 0 имеем

непрерывность компонент вектора скоростей,

непрерывность компонент t
(j)
13 , t

(j)
23 , t

(j)
33 тензора напряжений с учетом поверхностного

натяжения σ и кривизны поверхности раздела R,

изменение наклона поверхности раздела определяется из условия равенства нулю
полной лагранжевой производной по времени;

на поверхности ζ2(r, t) = 0 жидкость прилипает к твердой неподвижной поверхности,
скорость обращается в нуль.

Рис. 1.

Расчетная схема модели приведена на рис. 1. Начальные условия определяют при t=0
состояние покоя.

Приведенная выше система может находиться в устойчивом равновесии, быть устой-
чивой или неустойчивой относительно возмущений какого-либо параметра среды. Устой-
чивое равновесие в поле силы тяжести достигается, если плотность верхнего слоя меньше
плотности нижнего слоя [2]. В противном случае поверхность раздела сред будет дина-
мически неустойчивой. Именно это явление представляет практический интерес. В мно-
гослойной области с кусочно-однородными заданными параметрами и соответствующими
начально-краевыми условиями на границах сред требуется определить для каждого слоя
компоненты векторов скорости, тензоров скорости деформаций и напряжений, давления,
уравнение поверхности раздела слоев возмущенного состояния в течение времени t ∈ [0, T ],
T < ∞.
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3. Линейная стадия

Рассмотрим основной процесс в круговой цилиндрической системе координат:

x = ρ cos ϕ, y = ρ sin ϕ, z = z,

0 ≤ ρ < ∞, 0 ≤ ϕ < 2π, −∞ < z < ∞. (1)

После ряда тождественных преобразований по известным правилам дифференциро-
вания, алгебраических операций с функциями Бесселя первого рода [1] частное решение
уравнения движения и неразрывности для каждого слоя среды с учетом начальных усло-
вий и введенного обозначения

λ∗(j)2 = λ(j)2 −
ωρj

µj

(2)

получим в виде
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В заданной системе координат, подставляя соответствующие выражения для компо-
нент вектора скорости и выражения компонент тензора напряжений в начальные и гра-
ничные условия, получим систему однородных линейных уравнений относительно неиз-
вестных коэффициентов решения. Порядок системы зависит от количества рассматривае-
мых слоев и свойств симметрии решения. Систему решаем матричным способом в системе
аналитических вычислений “MATHEMATICA".

Если ранг матрицы из коэффициентов уравнений системы меньше числа неизвест-
ных, то система линейных однородных уравнений имеет фундаментальную систему реше-
ний. Соответствующее характеристическое уравнение получаем, положив определитель,
составленный из коэффициентов при неизвестных, равным нулю. Аналитическое реше-
ние позволяет определить скорость роста волнового возмущения как функцию от всех
физико-механических параметров среды.

Полученная система имеет ненулевое решение, если определитель, составленный из
коэффициентов при неизвестных, равен нулю. Приняв определитель равным нулю, полу-
чим характеристическое уравнение для определения функции скорости роста волнового
возмущения ω = ω(λ∗(j), λ(j), µj, ρj, hj. Из аналитического решения следует, что скорость
роста возмущений зависит от неоднородности физико-механических (µj — вязкости, ρj —
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плотности) и геометрических параметров (мощности hj слоев) рассматриваемой среды.
При наличии поверхностного натяжения ω, которое оказывает общее стабилизирующее
действие, скорость роста возмущений равна нулю λ∗(j) = 0 и при λ∗(j) = ∞; при проме-
жуточных значениях из интервала 0 < λ∗(j) < ∞ скорость роста принимает конечные
значения. Существует хотя бы одно значение λ

∗(j)
max, при котором скорость роста достига-

ет максимума. В общем случае начальное возмущение содержит все волновые числа из
интервала 0 < λ∗(j) < ∞ , но так как для решения применим принцип суперпозиции, то
конечная картина определяется максимальной скоростью роста и соответствующим вол-
новым значением λ

∗(j)
max, которое определяется из условия

dω

dλ∗(j)
= 0. (4)

Характеристическое уравнение, соответствующее решению (3), для круговой цилин-
дрической области, верхняя и нижняя поверхности которой ограничены плоскостями z =
h1 и z = h2 = ∞, поверхность раздела слоев задана уравнением z = 0, может быть пред-
ставлено полиномом пятого порядка и разрешено явно в системе “MATHEMATICA". В
этом случае в выражениях (3) A

(2)
1 = B

(2)
1 = C

(2)
1 = 0. Решение имеем в виде функцио-

нальной зависимости скорости роста волнового возмущения от всех физико-механических
параметров среды.

Так как значение λ∗(j) определяется доминирующим куполом по условию оптимально-
сти скорости роста возмущений ω, то вторичные купола, развиваясь при оседании края
первого купола, должны расти медленнее. Конкретная зависимость определяется для каж-
дого множества физико-механических параметров. Параметр n должен быть положитель-
ным целым числом.

Очевидно, что в общем случае значение двух параметров λ∗(j) и n определяет простран-
ственное расположение куполов и, как следствие, расстояние между смежными гребнями
определяется расположением максимумов функции Бесселя Jn(λ∗(j)ρ). Параметр λ∗(j) из-
меняется непрерывно, n принимает только целые значения. Но так как в общем случае
функция Бесселя Jn(λ∗(j)ρ) является непрерывной функцией порядка n для n ≥ 1, мож-
но рассматривать n как непрерывную переменную. При этом допущении максимальная
скорость как функция непрерывных переменных λ∗(j) и n определится из следующей си-
стемы [12]:

∂ν
(j)
z

∂λ∗(j)
= 0,

∂ν
(j)
z

∂n
= 0. (5)

Полученные выражения компонент скорости, поверхности раздела можем физически
интерпретировать как возмущение исследуемого параметра вследствие начального возму-
щения J0(λ

∗(j)ρ), на которое накладывается вторичное возмущение вида Jn(λ∗(j)ρ). Какое
именно n определяет фундаментальную моду с максимальной скоростью роста вдоль пер-
вого кругового хребта при ρ = 0 можно выяснить, анализируя систему (5), положительные
действительные нули и экстремумы функции Бесселя Jn(λ∗(j)ρ).

Решение системы (5) проводим числено в системе “MATHEMATICA"при n =
0, 1, 2, . . . , 57. Первый корень ρ = 0 соответствует куполу в центральной части области,
второй корень x2 = λ∗(j)ρ = 3.8317 дает минимум функции J0(λ

∗(j)ρ) и определяет радиус
первой впадины. Третий корень x3 = λ∗(j)ρ = 7.0156 дает максимум функции J0(λ

∗(j)ρ).
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Расчеты показывают, что при n = 5 (или n = 6), n = 24, n = 27 влияние вторичного возму-
щения максимально, значит, вокруг первичного купола вероятнее образование конфигу-
рации с пятью или шестью вторичными куполами по первому кругу радиуса ρ = x3/λ

∗(j),
затем вероятны последующие конфигурации с 24 и 27 куполами.

4. Нелинейная стадия

Линеаризация уравнений Навье — Стокса, приводящая к уравнениям в приближении Сток-
са, допустима в случае “ползущего"медленного движения вязкой жидкости и малости ам-
плитуды возмущения по сравнению с длиной волны. По мере нарастания возмущения на-
блюдается нарушение всех определенных и действительных для начала развития неустой-
чивости граничных условий. В частности:

соответствующие компоненты напряжения не согласуются с осями заданной системы
координат, а варьируются в соответствии с наклоном поверхности раздела;

непрерывность компонент напряжения и скорости следует определять по действитель-
ному (возмущенному) ζ∗(r, t) = 0, а не начальному уровню поверхности раздела ζ(r, t) =
0;

на поздних стадиях развития неустойчивости условие непрерывности скорости вдоль
поверхности раздела следует заменить условием скольжения.

Очевидно, что учет всех этих условий значительно усложнит задачу и соответствую-
щий анализ. Следуя предложенному в [3] анализу нелинейной стадии развития неустой-
чивости, предполагаем, что по мере развития основного процесса:

на возмущенной поверхности раздела слоев cреды ζ∗(r, t) = 0 отсутствует явление
диффузии, скольжения;

две точки различных слоев, находящиеся на бесконечно малом расстоянии, остаются
на этом расстоянии и их скорости отличаются на пренебрежимо малую величину;

любое изменение формы поверхности раздела достигается нормальной компонентой
скорости движения частиц каждого слоя среды, т. е. нормальная компонента скорости
частиц каждого слоя среды равна скорости изменения самой поверхности раздела.

При условии разрешимости уравнения поверхности контакта слоев относительно коор-
динаты z в произвольной цилиндрической системе координат

D

Dt

[z − ζ∗(r, t)] =

[

∂

∂t
+ V · ∇

]

[z − ζ∗(r, t)]. (6)

В круговой цилиндрической системе координат, заданной согласно (1), выполняя диф-
ференцирование в выражении (6) и учитывая, что полная лагранжева производная по
времени уравнения поверхности раздела слоев равна нулю, получаем соотношение

νz =
∂ζ∗(ρ, ϕ, t)

∂t
+ νρ

∂ζ∗(ρ, ϕ, t)

∂ρ
+

1

ρ
νϕ

∂ζ∗(ρ, ϕ, t)

∂ϕ
. (7)

Непосредственное решение нелинейного уравнения (7) аналитическими методами затруд-
нительно. Следуя приближенному методу решения согласно [3], предполагаем, что:

коэффициенты вида ∂ζ∗/∂ρ, ∂ζ∗/∂ϕ определяют тангенс угла между положительным
направлением орта соответствующей оси и касательной к сечению поверхности в данной
ее точке, параллельному плоскости, которая образована соответствующей осью и частью
поверхности (угол наклона поверхности раздела в заданной точке). До тех пор, пока этот
наклон мал, нелинейными слагаемыми в уравнении (7) пренебрегаем, и допустима линей-
ная аппроксимация;
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по мере развития неустойчивости и ростом куполов нелинейные члены становятся до-
минирующими.

Согласно вышеприведенным предположениям на линейной стадии из соотношения (7)
имеем:

νz =
∂ζ∗

∂t
. (8)

Тогда при z = ζ∗(ρ, ϕ, t) первая аппроксимация нелинейной части выражения (7) пре-
образуется к виду
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5. Анализ неустойчивости поверхности раздела системы

“надсолевые осадочные породы — соляное тело”

Исследование особенностей формирования купольных структур выполнено применитель-
но к данным обстановки Прикаспийской впадины:

вязкость соли µ2 = 2.54 · 1018 пуаз и вязкость верхнего осадочного слоя µ1 = 1020 пуаз;
плотность соли ρ2 = 2.16 г/см3 и плотность верхнего осадочного слоя ρ1 = 2.65 г/см3;
мощность верхнего осадочного слоя h1 = 1.4 · 105 см;
ускорение свободного падения g = 981.6 см/с2.

Рис. 2.

Как показывает анализ полученных решений, физико-механическому смыслу задачи
подходит одно решение, которое дает непрерывный положительный спектр параметра ω.
На рис. 2 показано это решение, определяющее зависимость функции волнового возмуще-
ния ω = ω(λ∗) (1/с) от волнового числа λ∗ = q · 10−6 (1/см).
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Решение и исследование системы (4) позволяет определить значение параметра λ∗,
обеспечивающее максимальную скорость роста возмущений и соответственно доминиру-
ющую моду развития неустойчивости: λ∗ = 0.00007607 1/см, ω = 0.00003052 1/с, λ(1) =
0.00007607 1/см, λ(2) = 0.00007607000000000016 1/см.

В системе “MATHEMATICA” определено в общем виде, что ранг матрицы данной
системы линейных однородных уравнений равен 8.

Фундаментальное решение соответствующей системы линейных однородных уравнений
определено с точностью до постоянной d1:

A
(1)
1 = d1, A

(1)
2 = 1.441115142723703 · 1024 · d1,

B
(1)
1 = −4.413583732956841 · d1, B

(1)
2 = 0. · d1,

C
(1)
1 = 1.622970873027692 · 1014 · d1,

C
(1)
2 = 2.888081685393142 · 1023 · d1,

A
(2)
2 = 0.5516979666196051 · d1,

B
(2)
2 = 2.871781624383739 · 1015 · d1,

C
(2)
2 = −2.120176249007957 · 1016 · d1.

Непосредственная подстановка полученных значений в соответствующее выражение
нормальной компоненты вектора скорости позволяет составить и решить уравнение отно-
сительно параметра d1 по известным средним значениям скорости (10−3 см/год ) процесса
в масштабах геологического времени:

d1 = −4.586 · 10−423.

Рис. 3. Рис. 4.

На рис. 3 для сравнения приведены графики амплитудных значений на линейной (1)
и нелинейной (2) стадиях сечения плоскостью x = 5.5 · 105 см поверхности раздела: надсо-
левые осадочные породы — соляное тело в области D1, ограниченной 0 ≤ x ≤ 5.5 · 105 см,
0 ≤ y ≤ 5.5 · 105 см, при t = 1.0022 млн лет и t = 1.0068 млн лет соответственно. На
линейной стадии имеем увеличение амплитудных величин куполов и впадин в пределах,
допускаемых линейной теорией. На рис. 4 приведен график равных амплитудных значений
на линейной при t = 1.0022 млн лет и нелинейной при t = 1.0028 млн лет стадиях сечения
плоскостью x = 5.5 · 105 см области D1. Очевидна правильность предположения о прене-
брежении нелинейными слагаемыми в уравнении (7) до тех пор, пока мал угол наклона
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поверхности раздела в заданной точке. Нелинейные члены становятся доминирующими
по мере развития неустойчивости и с ростом куполов.

На рис. 5 приведены графики амплитудных значений на линейной (1) при t=1.0022 млн
лет и нелинейной (2) стадиях при t = 1.0043 млн лет сечения плоскостью x = 5.5 · 105 см
поверхности раздела: надсолевые осадочные породы — соляное тело в области D1.

Рис. 5. Рис. 6.

На рис. 6 приведены графики амплитудных значений на нелинейной (1, 2, 3) стадии
при t = 1.0048, 1.0053 и 1.0064 млн лет соответственно сечения плоскостью x = 5.5 · 105 см
поверхности раздела: надсолевые осадочные породы — соляное тело в области D1. Услож-
ненный характер взаимодействия функций Бесселя отражает сложный механизм образо-
вания и развития межкупольных структур. Очевидно, что λ∗ — компонента разложения
“порождает” и “питает” все более высокие функции Бесселя, т. е. купольные поднятия
“питаются” с близлежаших площадей соседних куполов и “подпитка” распределена нерав-
номерно.

Общий анализ соотношения (7) с учетом нелинейной части в виде (9) позволяет вы-
явить некоторые характерные для всего процесса в целом особенности:

наличие выражения возмущенной поверхности раздела в показателе экспоненциальной
функции определяет асимметрию роста относительно начальной поверхности;

наличие временного множителя во второй степени показывает, что вклад нелинейных
слагаемых на ранних стадиях развития неустойчивости пренебрежимо мал, но по мере
развития процесса возрастает и должен преобладать;

наличие усложненного развития как куполов, так и впадин. При этом, если выражение
(9) на некотором участке положительно, то движение вверх охватывает большую площадь,
чем движение вниз, т. е. наблюдается струеобразное движение верхней жидкости. Если
выражение (9) отрицательно, то наблюдается обратная картина.

На рис. 7 приведены фрагменты графиков поверхности раздела: надсолевые осадоч-
ные породы — соляное тело на нелинейной стадии при t = 1.0058 млн лет областей
D1, ограниченной 0 ≤ x ≤ 5.5 · 105 см, 0 ≤ y ≤ 5.5 · 105 см (рис. 7, а); D2, ограни-
ченной 5.5 · 105 ≤ x ≤ 1.2 · 106 см, 0 ≤ y ≤ 5.5 · 105 см (рис. 7, б); D3, ограничен-
ной 1.2 · 106 ≤ x ≤ 5.6 · 106 см, 0 ≤ y ≤ 5.5 · 105 см (рис. 7, в); D4, ограниченной
9.9 · 106 ≤ x ≤ 4.37 · 107 см, 0 ≤ y ≤ 5.5 · 105 см (рис. 7, г).

На основе исследования неустойчивости Релея — Тэйлора поверхности раздела в кусочно-
однородных (двухслойных) сильно вязких средах с инвертированным распределением
плотности установлено: формирование солянокупольных структур в осадочных бассей-
нах, возможно, является гидродинамической неустойчивостью Релея — Тэйлора, развива-
ющейся на поверхности раздела системы “надсолевые осадочные породы — соляное тело”.
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Рис. 7. График поверхности раздела “надсолевые осадочные породы — соляное тело” в области

D1 (а), D2 (б), D3 (в), D4 (г).

При этом в бортовых зонах (D4) модели купольные структуры представлены цепочками
линейно вытянутых валов, в центральной части (D1) купольные структуры представле-
ны отдельными массивными куполами с большой амплитудой, во внутренних частях (D2)
области линейность расположения купольных структур нарушается, ближе к периферии
бассейна (D3) преобладают сплющенные массивные образования.
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