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The finite -difference method for the multi-dimensional equations of potential flows of

a viscous compressible fluid with small Reynolds numbers.

1. Постановка задачи

В области QT = (0, T ) × Ω, Ω ∈ R3 рассмотрим систему

µ∆~v + (λ + µ)∇(div~v) −∇p = 0, p = c2ρ, (1)

∂ρ

∂t
+ div(ρ~v) = 0.

В работе [?] в предположении, что течение потенциально, из (1) получена задача

∂∆u

∂t
+ (∇u · ∇)∆u + (1 + ∆u)∆u = 0, (2)

∂u

∂n

∣

∣

∣

∣

Γ

= 0, u|t=0 = u0(x), 1 + ∆u0 ≥ 0,

∫

Ω

u(x, t)dx = 0, (3)

где u — потенциальная функция. Там же доказаны существование, единственность и ста-
билизация решений. В лагранжевых переменных устойчивость и сходимость разностных
схем для одномерного случая вязкого газа хорошо изучена в [2]. Для одномерного случая
системы (1) устойчивость и сходимость разностной схемы исследована в [3], а в работе [4]
изучается устойчивость и сходимость метода Роте для задачи (2),(3).
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2. Разностная схема

Для наглядности изложения в качестве области Ω рассмотрим двух- или трехмерный па-
раллелепипед. Область QT разбивается на элементарные ячейки с шагами τ и hi, такие,
что τ ·k = T , hiNi = li, i = 1, 2, 3. Здесь l1, l2, l3 — длина соответствующих сторон паралле-
лепипеда. Полученную после такого разбиения область обозначим через Qτ,h

T . В частности,

ωτ = {t = kτ ; k = 0, 1, ..., N},

Ωh = {x = ihj; i = 0, 1, ..., Nj , j = 1, 2, 3.},

x = {x1, x2, x3}, h = {h1, h2, h3}.

Область Ω на разбиваем на четыре части, такие, что

Ω1 =

{

x,
∂u

∂x1

≥ 0,
∂u

∂x2

≥ 0

}

, Ω2 =

{

x,
∂u

x1

≥ 0,
∂u

∂x2

< 0

}

,

Ω3 =

{

x,
∂u

∂x1

< 0,
∂u

∂x2

≥ 0

}

, Ω4 =

{

x,
∂u

x1

< 0,
∂u

∂x2

< 0

}

. (4)

Введем следующие разностные операторы:

y = ux1x̄1
+ ux2x̄2

,

A(u) = (ŭx1
y)x̄1

, B(u) = (ŭx1
y)x1

, C(u) = (ux2
y)x̄2

,

D(u) = (ux2
y)x2

, E(u) = yt̄ + y. (5)

Используемые здесь и далее обозначения взяты из [5] и [6]. Для составления разностных
схем используются следующие константы:

αij =
ŭx̄1

+ ε
√

(ŭx̄1
)2 + ε

, βij =
ŭx̄2

+ ε
√

(ŭx̄2
)2 + ε

,

γij =

[

αi + 1 + ε1

2

]

, ηij =

[

βj + 1 + ε1

2

]

, (i, j) ∈ Ωh.

Легко проверить, что константы γij, ηij принимают одно из двух значений: 0 или 1. В
области Qhτ исследуется следующая разностная задача:

E(u) + [γijA(u) + (1 − γij)B(u)]2γi+1,j−γij +

+[ηijC(u) + (1 − ηij+1)D(u)]2ηij+1−ηij + Θ(1 + y̆)y, (6)

где Θ = {γij = 0}
⋂

{γi+1j = 1} или Θ = {ηij = 0}
⋂

{ηij+1 = 1}, (7)

ux̄1
|i=1 = ux̄1

|i=N1,N1+1 = ux̄2
|j=1 = ux̄2

|j=N2,N2+1 = 0, (8)

u|t=0 = u0(x1, x2),
∑

Ωh

w0h1h2 = 0, 1 + w0 ≥ 0,
∑

u0h1h2 = 0. (9)



82 Б. Р. Рысбайулы

При достаточно гладких решениях системы (2)–(3) разностная схема (6)–(9) имеет пер-
вый порядок аппроксимации. В работе доказывается корректность задачи (6)–(9). Для
наглядности изложения рассмотрим случай, когда γij = 1 при всех (i, j) ∈ Ωh,

ηij =







1 при i = 1, . . . , N1 − 1; j = 1, . . . , j1;
0 при i = 1, . . . , N1 − 1; j = j1 + 1, . . . , j2;
1 при i = 1, . . . , N1 − 1; j = j2 + 1, . . . , N2 − 1.

Для этого случая из (6) выводим следующую схему:

yt̄ + ŭx̄1
yx1

+ ŭx̄2
yx̄2

+ (1 + y̆)y = 0, j = 1, .., j1 − 1, (10)

yt̄ + ŭx̄1
yx̄1

+ 0.5ŭj+1x2
yx2

+ 0.5ŭx̄2
yx̄2

+ [ŭx1x̄1
+ 0.5(ŭx2x̄2

+ ŭx2x2
) + 1]y = 0, j = j1, (11)

yt̄ + ŭx̄1
yx̄1

+ ŭj+1x2
yx2

+ (1 + y̆j+1)y = 0, j = j1 + 1, . . . , j2 − 1, (12)

yt̄ + ŭx̄1
yx̄1

+ (1 + y̆)y = 0, j = j2, (13)

yt̄ + ŭx̄1
yx̄1

+ ŭx̄2
yx̄2

+ (1 + y̆)y = 0, j = j2 + 1, . . . , N2 − 1. (14)

Система (10)–(14) с начально-граничными условиями (7)–(8) является объектом дальней-
шего исследования.

3. Алгоритм решения задачи (8)–(14)

1. Из (10) при i = 1, j = 1 с учетом условия (8) вычисляется y11.

2. При i = 1 из (10) определяются yi1, i = 1, . . . , N1 − 1.

3. При j = 1 из (10) определяются y1j, j = 1, . . . , j1 − 1.

4. Далее из (10) определяются все yij, i = 2, . . . , N1 − 1; j = 1, . . . , j1 − 1.

5. Из (13) определяются yij2 ; i = 1, . . . , N1 − 1.

6. С использованием yij2 из (11) и (14) определяются остальные значения yij.

7. Затем решается задача

ux1x̄1
+ ux2x̄2

= ȳ,

ȳ = y −
1

(l1 − h)(l2 − h)

∑

Ωh

yh1h2

с граничными условиями (8). Всюду ниже предполагается, что h1 = h2 = h. Для исследо-
вания корректности задачи нам нужны априорные оценки.
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4. Априорные оценки

Умножим уравнения (10)–(14) на 2n(∆u)2n−1h1h2 и просуммируем по всем узлам сетки Ωh.
Затем, складывая полученные выражения, применим формулу суммирования по частям
[5, 6]. Тогда

‖∆u‖2n
2n,t̄ + (2n − 1)

∑

Ωh

(1 + ∆u)(∆u)2nh1h2 +
∑

Ωh

(∆u)2nh1h2 ≤ 0. (15)

Из (10)–(14), применяя принцип максимума, получим

max
Ωh

|∆u| ≤ max
Ωh

|∆u0|,

Пусть min ∆u = ∆ui1j1 < 0. Рассматривая уравнения (10)–(14) в точке минимума ∆u,
имеем

(1 + ∆u)min ≥ (1 + ∆ŭ)min ≥ ... ≥ (1 + ∆u0)min. (16)

Из уравнения (10) выводим:

yx1 t̄ + ŭx̄1
yx1x̄1

+ ŭx1x̄1
yx1

+ ŭx̄2
yx1x̄2

+ ŭx1x̄2
(yx̄2

)i+1 + (1 + ∆ŭ)yx1
+ y̆x̄1

yi+1 = 0, (17)

yx2 t̄ + ŭx̄1
yx2x̄1

+ ux2x̄1
(yx̄1

)j+1 + ŭx̄2
yx2x̄2

+ ux2x̄2
yx2

+ (1 + ∆ŭ)yx2
+ y̆x̄2

yj+1 = 0. (18)

Аналогичные уравнения можно выписать для (11)–(14). Умножим (17) на 4(yx1
)3h1h2, а

(18) на 4(yx2
)3h1h2 и просуммируем по всем узлам сетки Ω1. Аналогично умножая уравне-

ния типа (17) и (18) для уравнений (11)–(14) на соответствующие величины, суммируем
по (i, j) ∈ Ωh. Затем, предварительно применив формулу суммирования по частям, скла-
дываем полученные неравенства с учетом условий (7). После этого, применяя неравенство
Гельдера, получим

zt̄ ≤ max
Ωh

|ŭx̄ix̄j
|z + Mz̆1/4z3/4, (19)

где
z = ‖∆ux̄1

‖4
4,Ω + ‖∆ux̄2

‖4
4,Ω.

Лемма. Пусть

|∆u| = |ux1x̄1
+ ux2x̄2

+ ux3x̄3
| ≤ M, ux̄i

|Γ = 0.

Тогда справедливо неравенство

|D2u| = |ŭx̄ix̄j
| ≤ C1M ln(C2 + C3M

−1‖∇∆u‖L2p(Ωh)) + 2M,

где

‖∇∆u‖L2p(Ωh) =
3

∑

i=1

(

∑

Ωh

(∆ux̄i
)2ph1h2h3

)1/2p

, p ≥ 2.

Данная лемма доказывается с помощью вспомогательной леммы из работы [7] и воспол-
нением сеточной функции ∆u по Ω. Теперь, пользуясь леммой и ε-неравенством Коши, из
(19) выводим

zt̄ ≤ C1M ln(C2 + C3M
−1‖∇∆ŭ‖L4(Ωh))z + 9z/4 + z̆/4.
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Отсюда, рассуждая аналогично [4], имеем

‖∇∆u‖L4(Ωh) ≤ Mexp(C4)/C3,

при этом на τ ставится ограничение

τ ≤ (1 − a)
{

C1M
[

exp(C5t) ln(C2 + C3M
−1z0)+

+C6(exp(C5t) − 1)/(exp(C5τ) − 1) + 9M/4]}−1 , 0 < a < 1. (20)

Замечание 1. Если M → 0 при t → ∞, то как в работе [4] доказывается, что C5t →
0, C4 → 0 т. е. ограничение на τ (20) теряет силу.

Тем самым доказана
Теорема 1. Если ∆u0 ∈ L∞(Ωh), ∇∆u0 ∈ L4(Ωh), то для решения задачи (8)–(14)

имеют место оценки

1 + ∆u ≥ 0, |∆u| ≤ M, ‖∇∆u‖L4(Ωh) ≤ C7 < ∞.

5. Корректность задачи (8)–(14).

На основе теоремы 1 доказывается следующая
Теорема 2. 1). Если ∆u0 ∈ L∞(Ωh), ∇∆u0 ∈ L4(Ωh), то схема (8)–(14) устойчива по

u0.
2). Если ∆u0 ∈ L∞(Ωh), то схема (8)–(14) имеет единственное решение.
3). Решение задачи (1)–(2) есть предел функций {ũh,τ}, вычисляемых из соотношений

(8)–(14).
4). Если 1 + ∆u0 ≥ m > 0, то решение задачи (8)–(14) стабилизируется при t → ∞,

т. е. ∆u → 0 при t → ∞.
Доказательство. Утверждение 2) теоремы 2 следует из алгоритма решения задачи

(8)–(14).
Для доказательства утверждения 1) положим w = y− ỹ, где ỹ — решение возмущенной

задачи системы (8)–(14). Тогда для w из (10) получится уравнение

wt̄ + ŭx̄1
wx̄1

+ ŭx̄2
wx̄2

+ (ŭx̄1
− ũx̄1

)ỹx̄1
+ (ŭx̄2

− ũx̄2
)ỹx̄2

+ (1 + y̆)w + w̃ỹ = 0. (21)

Аналогичные уравнения составляются для системы (11)–(14). Умножим (21) и аналогич-
ные уравнения типа (21) на 2wh и просуммируем по всем узлам сетки Ωh. Затем применяем
формулу суммирования по частям и, учитывая теорему 1, применим разностный аналог
леммы Гронуолла. Тогда получится оценка

‖w‖2 ≤ C7‖w
0‖2,

что указывает на устойчивость схемы (8)–(14).
Перейдем к доказательству утверждения 3).
Определение 1. Обобщенным решением задачи (2)–(3) назовем функцию u(x, t), удо-

влетворяющую интегральному тождеству
∫

QT

∆uηtdxdτ +

∫

QT

(1 + ∆u)∇u∇ηdxdη =

∫

Ω

∆uη(1)dx, (22)
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где η — бесконечно дифференцируемая функция, такая, что η|t=T = η|t=T+τ = 0.
Введем кусочно-постоянные интерполяции по t и x для ∆u и всех остальных функций

[6]. Пусть η(x, t) ∈ C1(QT+τ ) и
∂η

∂x
равно нулю на границе ST и при t ∈ [T, T + τ ]. По-

строим по ней функции η(k) = η(x, k), η̃τh(x, t), (∇η̃)τh, (η̃t)
τh. Функции η̃τh,

∂η̃τh

∂xi

, (η̃t)
τh

равномерно сходятся в QT к η,
∂η

∂xi

и
∂η

∂t
соответственно. Умножим (10)–(14) на ητh2 и

просуммируем по i, j, k. Тогда

∑

Qhτ

∆uηt̄τh2 +
∑

Qhτ

ŭx̄1
∆uηx1

τh2 +
∑

Qhτ

ŭx2
∆uηx̄2

τh2+

+
∑

Qhτ

ux̄1
ηx̄1

τh2 +
∑

Qhτ

ux̄2
ηx̄2

τh2 =
∑

Ωh

∆uη(1)τh2.

Записывая данное равенство в интегральном виде и переходя к пределу при τ, h → 0, по-
лучим (22). В частности, мы доказали разрешимость задачи (2)–(3) в обобщенном смысле
(22).

Докажем, наконец, утверждение 4). Если (1 + ∆u0) ≥ m > 0, то из (16) следует нера-
венство 1 + ∆u ≥ m > 0. Поэтому из (15) имеем

‖∆u‖2n
2n,t̄ + (2n − 1)m‖∆u‖2n

2n + ‖∆u‖2n
2n ≤ 0.

После некоторых преобразований получим

M = max
i

|∆u| ≤ e−t ln 2 max |∆u0|,

т. е. M → 0 при t → ∞.
Замечание 2. Аналогично исследуется схема (6)–(9) для трехмерного случая.
В заключение автор выражает благодарность проф. Смагулову Ш. С. за постановку

задачи и внимание к работе.
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