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The numerical algorithm for the plain heat convection problem for viscous incompressible
liquid with free boundaries is presented. It is based on the transformation of domains with
the curvilinear moving boundaries to the rectangular domains. To test the algorithm the
following problems were solved numerically: convection problem for the liquid with a free
boundary liquid/gas and the Stephan problem for the solid phase fusion.

При численном моделировании роста кристаллов путем бестигельной зонной плавки ре-
шается задача Стефана о фазовом переходе совместно с задачей конвекции в области со
свободной границей жидкость — газ. Существующие методы численного решения задачи
Стефана можно разделить на два типа: метод сквозного счета соответствующих уравнений
с разрывными коэффициентами [1–3] и метод выделения границ раздела фаз и точного
удовлетворения условий на них [4, 5].

В работе [6] численно решена стационарная задача Стефана в области со свободной
границей жидкость — газ в плоском случае, где осуществляется преобразование одной
пространственной координаты для выпрямления свободной границы жидкость — газ, а
задача Стефана решается методом сквозного счета. Представляет интерес построить мо-
дель, в которой обе пространственные координаты преобразуются для выпрямления как
границы фазового перехода, так и свободной границы жидкость — газ. В настоящей работе
выполнено такое преобразование координат и получены уравнения в новых переменных.
На их основе построен вычислительный алгоритм решения задач тепловой конвекции вяз-
кой несжимаемой жидкости со свободными границами и численно решены следующие те-
стовые задачи, являющиеся составными частями задачи моделирования роста кристаллов
методом бестигельной зонной плавки, а именно:

— задача расчета конвективных течений жидкости со свободной границей жидкость —
газ;

— задача Стефана о фазовом переходе в области с фиксированными границами жид-
кость — газ.

Конвективные течения в этих задачах вызваны эффектами плавучести (конвекция
Грасгофа) и термокапиллярности (конвекция Марангони). В первой из них исследует-
ся влияние термокапиллярной конвекции на картину течения при боковом подогреве в
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условиях слабой гравитации, во второй — процесс плавления твердого вещества в двух-
слойной среде при подогреве снизу. Задача Стефана решается методом явного выделения
границ раздела фаз.

Эти задачи нелинейные: неизвестная граница определяется по неизвестному решению
и, наоборот, решение ищется в неизвестной заранее области.

1. Преобразование областей с криволинейными

границами в прямоугольные области.

Уравнения движения в новых переменных

Рассмотрим геометрическую интерпретацию постановки модельной задачи исследования
роста кристаллов методом бестигельной зонной плавки (рис. 1, а). Выполним преобразо-
вание координат так, чтобы границы раздела фаз g1 и g2, а также свободная граница
жидкость — газ f стали координатными линиями прямоугольной сетки. Выпишем фор-
мулы общего преобразования областей A, B и C:

ξA = x/f,
A.

ηA = y/g1.

ξB = x/f, (1)
B.

ηB =
y − g1

g2 − g1

+ 1. (2)

ξC = x/f, (3)
C.

ηC =
y − g2

L − g2

+ 2. (4)

Рис. 1. Метод бестигельной зонной плавки. Вертикальный вариант

(преобразование координат) (а) и горизонтальный (б).
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Замечание 1. Предполагаем, что кривые g1, g2, f таковы, что с помощью указанных
выше преобразований их можно сделать координатными линиями.

Запишем исходные уравнения тепловой конвекции в однородном поле тяжести в при-
ближении Обербека — Буссинеска для жидкой фазы (область B) в переменных функция
тока — вихрь и безразмерном виде [7]

∂ω

∂t
+

∂

∂x
(uω) +

∂

∂y
(vω) =

4ω

Re
− Gr

Re2

∂T

∂x
, (5)

∂T

∂t
+

∂

∂x
(uT ) +

∂

∂y
(vT ) =

4T

RePr
, (6)

4ψ = ω, (7)

где u =
∂ψ

∂y
, v = −∂ψ

∂x
— горизонтальная и вертикальная составляющие скорости;

ω =
∂u

∂y
− ∂v

∂x
— вихрь скорости; Re, Gr, Pr — числа Рейнольдса, Грасгофа и Прандтля

соответственно.
В областях твердой фазы выполняется уравнение теплопроводности

∂T

∂t
=

4T

RePr
. (8)

После преобразования координат уравнения примут вид:
Область B

∂ω

∂t
=

1

RefJ2

(

∂

∂ξ

(

B11
∂ω

∂ξ
+ B12

∂ω

∂η
− Reω
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∂η

)

+

+
∂

∂η

(

B12
∂ω

∂ξ
+ B22

∂ω

∂η
+ Reω

∂ψ

∂ξ

))

+

+
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∂η

g′

1t + (η − 1)(g′
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1t)

g2 − g1

− Gr

Re2f

(

∂T

∂ξ
+ BB
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∂η

)

, (9)

∂T

∂t
=

1

RePrfJ2

(

∂

∂ξ

(

B11
∂T

∂ξ
+ B12

∂T

∂η
− RePrT

∂ψ

∂η

)

+

+
∂

∂η

(

B12
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∂ξ
+ B22

∂T
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+ RePrT

∂ψ

∂ξ

))

+
∂T
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g′

1t + (η − 1)(g′

2t − g′

1t)

g2 − g1

, (10)

1

fJ2

(

∂

∂ξ

(

B11
∂ψ

∂ξ
+ B12

∂ψ

∂η

)

+
∂

∂η

(

B12
∂ψ

∂ξ
+ B22

∂ψ

∂η

))

= ω. (11)

Здесь и далее индексы у переменных ξ, η опущены; J2 = g2 − g1 + η(g′

2η − g′

1η)− g′

2η + 2g′

1η;

BB = −
η(g′

2ξ − g′

1ξ) − g′

2ξ + 2g′

1ξ

J2

; p =
ξ

J2

f ′

η; B11 =
J2

f
(1 + p2);

B12 = −p + B11BB; B22 =
f

J2

1 + B2
12

1 + p2
.
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Область C

∂T

∂t
=

1

RePrfJC,2

(

∂

∂ξ

(

C11
∂T

∂ξ
+ C12

∂T

∂η

)

+
∂

∂η

(

C12
∂T

∂ξ
+ C22
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∂η

))

+
∂T

∂η

g′

2t(3 − η)

L − g2

, (12)

где

JC,2 = L − g2 + g′

2η(3 − η); BC = −
g′

2ξ(3 − η)

JC,2

; p =
ξ

JC,2

f ′

η;

C11 =
JC,2

f
(1 + p2); C12 = −p + C11BC ; C22 =

f

JC,2

1 + C2
12

1 + p2
.

Уравнения тепловой конвекции и уравнение теплопроводности в новых переменных ξ, η
записаны в консервативном виде.

Замечание 2. Поскольку функции g1 и g2 являются функциями не только простран-
ственных координат, но и времени, переменная η также зависит от времени. В связи с
этим для каждой из областей A, B и C в правой части уравнений для температуры и

вихря появляются слагаемые
∂T

∂η

∂η

∂t
и

∂ω

∂η

∂η

∂t
соответственно.

Существует еще так называемый горизонтальный вариант бестигельной зонной плавки
[8] (рис. 1, б), для которого автором настоящей работы сделано преобразование координат
и получены уравнения тепловой конвекции в новых переменных, аналогичные уравнени-
ям (9) – (12). На основе этих уравнений построена математическая модель для решения
задач тепловой конвекции с подвижными границами. Для тестирования модели решались
следующие две задачи.

2. Задача 1. Исследование конвекции и переноса тепла

в жидкости с подвижной свободной границей

жидкость— газ

Физико-математическая модель. Пусть вязкая несжимаемая жидкость с плотностью
ρ, кинематической вязкостью ν и коэффициентом поверхностного натяжения σ(T ) зани-
мает область B (рис. 1, б). Предположим, что коэффициент σ(T ) зависит от температуры
линейно:

σ(T ) = σ0(1 − σT (T − T0)), σ0 = σ(T0), σT =
1

σ0

dσ

dT

∣

∣

∣

∣

T=T0

.

Рассмотрим частный случай, когда g1 ≡ 1, g2 ≡ 2 и y = 0 — твердые непроницаемые
стенки, y = f(x) — свободная граница. Движение жидкости и теплоообмен описываются
уравнениями тепловой конвекции (5) – (7).

Найдем квазистационарное решение, для чего на каждом шаге по времени считаем
нормальную компоненту скорости на свободной границе vn|y=f(x) = 0. Для касательной
составляющей скорости vs на границе f(x) выполняется соотношение [9]

∂vs

∂t
+ vs

∂vs

∂s
=

2
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∂s2
+ F, (13)
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1
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(
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T

))

+
f ′

x
√

1 + f ′

x
2
(GrT − G).
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Здесь P0 — внешнее давление; Ca — капиллярное число; R — радиус кривизны свободной
границы; G — число Галилея.

Перейдем к системе координат, в которой криволинейная граница f(x) является коор-
динатной линией η = 1 прямоугольной сетки (рис. 1, б), с помощью следующих формул,
аналогичных формулам (1), (2):

η = y/f, ξ =
x − g1

g2 − g1

+ 1.

В этой системе координат уравнения тепловой конвекции имеют вид
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= ω,

где

J2 = g2 − g1 + ξ(g′

2ξ − g′

1ξ) − g′

2ξ + 2g′

1ξ; CB = −
ξ(g′

2η − g′

1η) − g′
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;

p =
η

J2

f ′

ξ; B22 =
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f

J2

1 + B2
12
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.

Пусть в начальный момент времени жидкость находится в состоянии покоя. Начальные
условия для температуры заданы в виде T (x, y, 0) = 1.5 − x при 0 ≤ y ≤ 1. Граничные
условия на твердых стенках следующие: ψ = 0, ∂ψ/∂n = 0,

T = 0.5 при x = 1,

T = −0.5 при x = 2,

T = 1.5 − x при y = 0.

Для связи функции тока и вихря на твердых стенках используется условие Тома [10],
которое после преобразования координат в новых переменных ξ, η для границы η = 0
примет вид

ωi,1 =

(

B22

fJ2

)

i,1

2ψi,2

hη2
1

и

ω1,j =

(

B11

fJ2

)

1,j

2ψ2,j

hξ2
1

, ωN,j =

(
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fJ2

)

N,j

2ψN−1,j

hξ2
N−1
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для границ ξ = 1, ξ = 2. Здесь B11, B22 — коэффициенты квадратичной формы; fJ2 —
якобиан преобразования; hξ1, hη1 — шаги сетки.

На свободной границе условия для ψ и ω в переменных x, y заданы соотношениями
[6, 9]:

∂ψ

∂y
=

vs
√

1 + f ′

x
2
, ω = − 2

R
vs −

Ma

Re

∂T

∂s

(vs — решение уравнения (13); Ma — число Марангони). Считаем, что vs(1) = vs(2) = 0,
P0 = 0.

Для температуры на свободной границе задано условие ∂T/∂n = 0. Положение свобод-
ной границы определяется использованием кинематического условия [9]

∂f

∂t
+

∂ψ

∂s

√

1 + f ′

x
2 = 0.

Следуя [6], запишем граничные условия для функции тока, вихря и кинематическое усло-
вие на свободной границе в переменных ξ, η:

∂ψ
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=
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√

1 + f ′
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2
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, (14)
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R
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Re
√
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ξ
2
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∂ξ
, (15)

∂f

∂t
+

∂ψ

∂ξ
= 0. (16)

Уравнение для касательной составляющей скорости vs на свободной границе (13) в пере-
менных ξ, η преобразуется к виду
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Условие для температуры на свободной границе в новых переменных ∂T/∂n = 0 запишем
так:

1
√

1 + f ′

ξ
2

(

B12
∂T

∂ξ
+ B22

∂T

∂η

)

= 0.

Метод расчета. Для определения положения свободной границы используется двух-
полевой метод [6], основу которого составляют соотношение

vs =
∂ψ

∂n

∣

∣

∣

∣

y=f(x)

и уравнение (13) для касательной компоненты скорости на свободной границе.
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Опишем общий алгоритм решения задачи. В прямоугольнике, соответствующем преоб-
разованной области B, строится равномерная прямоугольная сетка. Пусть в момент вре-
мени tk известны значения T k, ωk, ψk, fk, vk

s . Для перехода к моменту времени tk+1 = tk +τ
совершаем следующие действия:

1. Решаем уравнение (16) для расчета нового положения свободной границы.
2. По полученным значениям fk+1 определяем матрицы коэффициентов B11(i, j),

B12(i, j), B22(i, j) в момент времени tk+1.
3. Решая уравнение (17) для vs, находим условия (14), (15) для ψ и ω на свободной

границе.
На каждой итерации последовательно решаем уравнения для температуры, вихря и

функции тока по схеме стабилизирующей поправки [11], порядок аппроксимации равен
O(τ + h2).

4. Определяем поле температуры, функцию тока берем с предыдущей итерации.
5. Решаем уравнение для вихря со значениями температуры, взятыми с предыдущего

временного шага tk, и значениями ψ с предыдущей итерации.
6. Вычисляем значение функции тока, причем уравнение для ψ решается до установ-

ления, т. е. пока не будет достигнуто неравенство maxi,j

∣

∣

∣

∣

ψp+1
i,j − ψp

i,j

ψp+1
i,j

∣

∣

∣

∣

< ε (p — номер ите-

рации, ε — заранее заданная точность, которая при численных расчетах равнялась 10−5).
После этого итерации 4 – 6 повторяются до достижения заданной точности для всех функ-
ций T , ω, ψ. На этом переход на новый временной слой tk+1 завершен. Далее процесс
повторяется, пока не будет получено стационарное решение, которое считается найден-

ным, если выполняется неравенство maxk

∣

∣

∣

∣

fk+Q
i − fk

i

∣

∣

∣

∣

< ε для всех i = 1, . . . , N (Q —

заданное число шагов по времени). Также при достижении стационарного решения нор-
мальная составляющая скорости vn на границе f(x) (или на координатной линии η = 1)
должна быть близка к нулю.

Результаты расчетов. На рис. 2 представлены результаты расчетов для установивше-
гося течения, проведенных на сетке 21×21 при Re = 1, Gr = 0, G = 0, Pr = 0.73, Ca−1 = 1,
иллюстрирующие эффекты термокапиллярности (конвекция Марангони). Видно, что в
области образуется один вихрь, который “прижимается” к свободной границе. Вблизи нее
изолинии функции тока сгущаются, появляется пограничный слой. С увеличением числа
Марангони деформация свободной границы усиливается. В целом конвективное течение во
всей области достаточно слабое в отличие от течений, вызванных эффектами плавучести
[2]. Качественная картина течения и количественные характеристики (деформация сво-
бодной границы) хорошо согласуются с результатами, полученными в [6, 12]. В [12] задача
со свободной границей решается в переменных u, v, p, T методом конечных элементов.
Основная особенность метода расчета, использованного в настоящей работе, в отличие
от предложенного в [6], состоит в том, что мы рассматриваем более сложную геометрию
области и строим общую модель.

3. Задача 2. Решение двумерной задачи Стефана

о фазовом переходе

Физико-математическая модель. Рассмотрим двухслойную среду B и C (см. рис. 1, а),
где B — область жидкой фазы вещества (расплав), C — область твердой фазы, g2(x) —
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Рис. 2. Изолинии функции тока (а) и температуры (б) при боковом подогреве жидкости с верхней
свободной границей в условиях невесомости. Ma = 1 (слева), Ma = 2 (справа).

граница раздела фаз, g1 ≡ 1, f ≡ 1. Пусть в начальный момент времени жидкость нахо-
дится в состоянии покоя, а начальное положение границы раздела фаз g2 = 2. Исследуем
численно процесс плавления твердого вещества при условии, что расплав подогревается
снизу.

В области B имеет место конвективное движение жидкости, которое описывается си-
стемой уравнений тепловой конвекции в приближении Обербека — Буссинеска (5) – (7). В
области твердой фазы выполняется уравнение теплопроводности (8). Искомые функции —
вихрь скорости, функция тока, температура и граница раздела фаз g2.

Последовательно берем начальные распределения температуры в области B:

TB(x, y, 0) = 1 − y − 0.01 sin πy cos
πx

2
, (18)

TB(x, y, 0) = 1 − y + 0.01 sin πy cos
πx

2
, (19)

TB(x, y, 0) = 1 − y + 0.01 sin πy cos πx. (20)

В области C температура в начальный момент времени распределяется по линейному
закону — от T = 0 на нижней границе y = g2(x) до T = −0.5 на границе y = 3. Граничные
условия для температуры следующие:

T = 1 при y = 1;
T = 0 при y = g2(x) (температура кристаллизации или плавления);
T = −0.5 при y = 3.
Вертикальные границы x = 0 и x = 1 теплоизолированы. Для скоростей (на границе

области жидкой фазы) ставятся условия скольжения: нормальная составляющая скоро-
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сти на границе равна нулю. Для переменных “вихрь, функция тока” граничные условия
таковы: ψ = 0, ω = 0.

На границе фазового перехода g2 выполнены условия сопряжения [8]:

TB(x, g2(t, x)) = TC(x, g2(t, x)) = T∗.

Здесь TB и TC — температура в областях B и C соответственно; T∗ — температура плав-
ления. На границе g2 выполняется условие Стефана [8]:

−ραVn = limT<T∗

(

ℵ∂T

∂n

)

− lim
T>T∗

(

ℵ∂T

∂n

)

+ ρcVnT∗, (21)

где положительная постоянная α — скрытая удельная теплота плавления; ℵ — коэффици-
ент теплопроводности; Vn — скорость перемещения границы фазового перехода в направ-
лении нормали к ней; c — теплоемкость. В безразмерных величинах и с учетом того, что
T∗ = 0, условие Стефана (21) примет вид

Vn = kB

∂TB

∂n
− kC

∂TC

∂n

(kB и kC — безразмерные коэффициенты теплопроводности в областях B и C соответ-
ственно).

Замечание 1. Мы решаем однофронтовую задачу Стефана, которую несложно обоб-
щить на случай многослойной среды и соответственно многофронтовой задачи Стефана.
Необходимость в этом может возникнуть при расчете поля температуры в многослойной
среде с различной теплопроводностью слоев (например, нефть, грунт, вода) или при ре-
шении задач, связанных с моделированием роста кристаллов.

Замечание 2. Задача решается при следующих предположениях: теплофизические
свойства веществ в каждой среде постоянны, скачком плотности при фазовом переходе
пренебрегаем.

Метод расчета. Идея метода решения основана на декомпозиции сложной системы
(многослойной среды) на более простые элементы (модули) при определенных выше гра-
ничных условиях [4]. В каждом модуле численный расчет проводится независимо от дру-
гих модулей, а условия на общих границах объединяют их в исходную систему.

По формулам (1) – (4) осуществим преобразование координат так, чтобы криволиней-
ная граница раздела фаз g2 стала координатной линией прямоугольной системы коорди-
нат. Уравнения тепловой конвекции для области B и теплопроводности для твердой фазы
в новых переменных ξ, η имеют вид (9) – (11) и (12) соответственно.

Условие Стефана в переменных ξ, η перепишем так:

Vn =
1

√

1 + B2
12

(

kB

(

B12
∂TB

∂ξ
+ B22

∂TB

∂η

)

− kC

(

C12
∂TC

∂ξ
+ C22

∂TC

∂η

))

. (22)

По формуле (22) находим нормальную составляющую скорости движения границы
фазового перехода g2. Пусть gk

2 — положение границы g2 в момент времени tk, gk+1
2 —

положение g2 в момент времени tk+1 (рис. 3), τ = tk+1 − tk, тогда

gk+1
2 = gk

2 + τVn/ cos α, (23)

cos α =
1√

1 + tan2 α
=

1
√

1 + (g′

2 x)
2

=
1

√

1 + B2
12

. (24)
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Рис. 3. Схема движения границы фазового перехода g2.

Кривые 1, 2 — положение g2 в момент времени tk+1 и tk соответственно.

Подставляя (22) и (24) в (23), получим

gk+1
2 =gk

2 + τVn

√

1+ B2
12 =gk

2 + τ

(

kB

(

B12
∂TB

∂ξ
+ B22

∂TB

∂η

)

− kC

(

C12
∂TC

∂ξ
+ C22

∂TC

∂η

))

.(25)

По формуле (25) находим положение границы g2 в момент времени tk+1.
Итерационный процесс решения задачи строится следующим образом. Пусть в момент

времени tk известны значения T k, ωk, ψk, gk
2 .

1. По условию Стефана (22) определяем скорость Vn движения границы g2 в направ-
лении нормали к ней.

2. Находим новое положение границы раздела фаз gk+1
2 .

3. Определяем матрицы коэффициентов B11, B12, B22.
4. Вычисляем температурное поле TC в области твердой фазы C.
Итерационный процесс осуществляется так же, как в задаче 1. Он заканчивается, когда

достигается заданная точность для всех функций TB, ω, ψ. На этом переход на новый
временной слой tk+1 завершен. Далее процесс повторяется начиная с п. 1, пока не будет
получено стационарное решение, которое считается найденным, если выполняются условия

max
i,j

∣

∣

∣

∣

T k+1
i,j − T k

i,j

T k+1
i,j

∣

∣

∣

∣

< ε, max
i,j

∣

∣

∣

∣

ωk+1
i,j − ωk

i,j

ωk+1
i,j

∣

∣

∣

∣

< ε, max
i,j

∣

∣

∣

∣

gk+1
2 i − gk

2 i

gk+1
2 i

∣

∣

∣

∣

< ε,

где ε — заранее заданная точность, которая при численных расчетах равнялась 10−5.
Основная сложность задачи заключается в том, что коэффициенты уравнений (9) –

(12) зависят от положения границы g2, которая, в свою очередь, зависит от температуры,
а значит, и от всех искомых функций. Таким образом, наряду с нелинейностью по ψ
имеем нелинейность по g2. Для разрешения этих нелинейностей используется описанный
выше итерационный процесс. За начальное приближение Vn берется значение с нижнего
временного слоя.

Каждое из уравнений для TC , TB, ψ, ω решается методом стабилизирующей поправ-
ки. В результате получается система конечно-разностных уравнений, аппроксимирующая
исходные дифференциальные уравнения с точностью O(τ + h2). Эта система уравнений
имеет трехдиагональную структуру и эффективно решается методом прогонки [13].

Результаты расчетов. Проведено моделирование процесса плавления твердого ве-
щества в двухслойной среде. Результаты расчетов с различными значениями начального
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Рис. 4. Изолинии функции тока (а) и температуры (б) при решении задачи Стефана

с начальным распределением температуры:

I — TB(x, y, 0) = 1 − y − 0.01 sin πy cos
πx

2
;

II — TB(x, y, 0) = 1 − y + 0.01 sin πy cos
πx

2
;

III — TB(x, y, 0) = 1 − y + 0.01 sin πy cos πx.

Gr = 104, Pr = Re = 1.

распределения температуры (формулы (18) – (20)) представлены на рис. 4. Малые возму-
щения в начальном распределении температуры приводят к различным формам границы
фазового перехода g2 вследствие разных конвективных потоков в области жидкой фазы
и соответственно разных конечных распределений температуры. В первых двух случаях
в области расплава образуются два симметричных противоположно направленных вихря.
Граница раздела фаз g2 в своей центральной части либо выталкивается из расплава, либо
втягивается в него. При начальном распределении температуры, согласно (20), в области
расплава возникает один вихрь. Расчеты показывают, что на образование двух вихрей тра-
тится больше энергии, чем на образование одного. Поэтому в случае двух вихрей твердое
тело проплавляется меньше, чем при одном вихре.

Результаты расчетов сравнивались с результатами [4], где подобная задача также ре-
шена методом явного выделения границы фазового перехода, но с помощью преобразова-
ния одной пространственной координаты. Результаты [4], в свою очередь, сравнивались
с результатами вычислений [2, 3], основанных на использовании метода сквозного счета
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соответствующих уравнений с разрывными коэффициентами, они показали хорошее сов-
падение значений искомых функций (температуры, вихря, функции тока).

Таким образом, полученные данные свидетельствуют о правильности построенной мо-
дели. В дальнейшем она может быть использована для моделирования роста кристаллов
методом бестигельной зонной плавки.

Автор выражает глубокую благодарность А. С. Овчаровой, Г. В. Гадияку и Г. Г. Черных
за постоянное внимание к работе и ценные советы.
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