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A parallel algorithm is considered for the numerical solution of the problem of plane
filtration convection based on Galerkin and Runge—Kutta methods using a distributed-
memory computer — nCube 2S. Several methods of data distribution are shown, the
assessment of computational and spatial complexity is presented acceleration and efficiency
coefficients are studied. The numerical experiments results are given under various parameter
values. Periodic and chaotic modes in the problem of plane filtration convection have been
discovered.

Введение

При аппроксимации уравнений в частных производных возникают системы обыкновенных
дифференциальных или алгебраических уравнений высокого порядка. Решение таких си-
стем требует больших вычислительных мощностей, предоставляемых параллельными ком-
пьютерами. В настоящей работе рассматривается распараллеливание алгоритма решения
задачи плоской фильтрационной конвекции (задача Дарси) в прямоугольном контейнере
с граничными условиями первого рода.

Интерес к этой задаче обусловлен, с одной стороны, ее непосредственной связью с ре-
альными физическими процессами, изучение которых в настоящее время чрезвычайно ак-
туально, и, с другой, рядом новых математических явлений. Так Д.В. Любимовым [1] было
обнаружено, что в результате первого бифуркационного перехода при возникновении кон-
вективных потоков в подогреваемой снизу пористой среде, заполняющей горизонтальный
цилиндр с поперечным сечением произвольной формы, появляется однопараметрическое
семейство устойчивых стационарных течений. Существование этого семейства доказано
В.И. Юдовичем [2], где им установлена причина такого специфического перехода – нали-
чие у соответствующего дифференциального уравнения нетривиальной косимметрии.

Для анализа поведения жидкости при росте надкритичности приходится прибегать к
численному исследованию. В работах [3, 4] методом Галеркина изучены второй бифур-
кационный переход – возникновение неустойчивости на однопараметрическом семействе
— и соответствующие конвективные режимы. В настоящее время актуальным является
изучение последующих переходов – возникновение автоколебательных режимов, а также
хаотических и третичных стационарных режимов при увеличении интенсивности подогре-
ва.

∗Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, грант No. 99–01–01023.
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В [4] показано, что в рассматриваемой задаче могут существовать периодические ре-
жимы, появляющиеся при существенном увеличении интенсивности подогрева. При этом,
возникает необходимость повышения порядка аппроксимации, что требует использования
новых подходов, в том числе применения параллельных алгоритмов.

В настоящей работе для аппроксимации исходных дифференциальных уравнений в
частных производных используется метод Галеркина, а для решения систем обыкновен-
ных дифференциальных уравнений (ОДУ) высокого порядка — параллельный вариант
метода Рунге-Кутты (РК). Традиционным критерием точности вычислений при числен-
ном решении уравнений в частных производных является неизменность результата при
росте порядка аппроксимации. Результаты всех выполненных вычислений представлены
в статье для аппроксимаций различных порядков. Увеличение размерности аппроксима-
ции (порядка галеркинской системы) прекращалось только в случае, если эта процедура
приводила к изменению получаемых результатов менее чем на 5%.

Существует большое число публикаций о параллельной реализации метода РК. В [5]
приводится теоретический анализ естественного параллелизма семейства методов РК и
показано, что использование параллельных методов РК для одного уравнения практи-
чески не дает выигрыша в производительности, тогда как их применение для системы
ОДУ высокого порядка позволяет существенно увеличить скорость расчета. В работе [6]
рассматриваются несколько параллельных вариантов метода РК, проводится анализ эф-
фективности и ускорения, дается теоретическая оценка временной сложности. В работе [7],
которая имеет обзорный характер, представлены различные вычислительные схемы ме-
тода РК, использующие распараллеливаниепо времени (одновременное решение системы
ОДУ на разных временных шагах), а также по системе (одновременное решение системы
ОДУ на одном временном шаге).

В настоящей статье представлены уравнения, описывающие плоскую фильтрационную
конвекцию и их аппроксимация с использованием методов Галеркина и РК, приводятся
параллельная реализация алгоритма, способы распределения данных и результаты мо-
дельных тестов на nCube 2S, а также результаты вычислений при различных значениях
фильтрационного числа Рэлея.

Авторы надеются, что эта информация будет полезна исследователям, реализующим
метод Галеркина для нестационарных задач математической физики на параллельных
компьютерах.

1. Исходные уравнения и их аппроксимация

Рассматривается плоский прямоугольный контейнер D с горизонтальной стороной a и
вертикальной стороной b, заполненный пористой средой и насыщенный жидкостью. Урав-
нения гравитационной конвекции находящейся в контейнере и подогреваемой снизу жид-
кости, согласно [1, 2], имеют вид

{

∆ψ = θx,
θt + ψyθx − ψxθy = ∆θ + λψx.

(1)

Здесь ψ(x, y, t) – функция тока, θ(x, y, t) – отклонение температуры от равновесного по
вертикали профиля, (x, y) – декартовы координаты на плоскости, t – время, λ – фильтра-
ционное число Рэлея.
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На границе прямоугольника заданы краевые условия, соответствующие непроницаемой
границе с заданной температурой:

ψ(t, 0, y) = ψ(t, a, y) = ψ(t, x, 0) = ψ(t, x, b) = 0
θ(t, 0, y) = θ(t, a, y) = θ(t, x, 0) = θ(t, x, b) = 0

(2)

Начальное условие для системы (1),(2) имеет вид θ(x, y, t = 0) = θ0(x, y), где θ0(x, y) –
заданная функция. Для каждого фиксированного t из первого уравнения (1) ψ можно
выразить через θ, решая краевую задачу Дирихле для уравнения Пуассона. В итоге по-
лучаем

ψ = Gθx, (3)

(G – соответствующий оператор Грина).
Как было показано в [2], задача (1),(2) обладает косимметрией, которая определяется

правой частью равенства (3). Известно, что рассматриваемая система уравнений глобаль-
но разрешима, диссипативна и имеет две дискретные симметрии. При малых значениях
параметра λ состояние покоя глобально устойчиво. Затем, пглобально устойчиво. При пер-
вом критическом значении λ11 имеет место бифуркация рождения однопараметрического
семейства устойчивых стационарных режимов [2]. В работе [4] обнаружено, что существует
значение λu > λ11, при котором на этом семействе четыре режима теряют устойчивость.

Для аппроксимации задачи (1),(2) применяется метод Галеркина. Решение задачи ра-
зыскивается в виде

ψ =
n
∑

i=1

n
∑

j=1

ψij(t)φij(x, y)

θ =
n
∑

i=1

n
∑

j=1

θij(t)φij(x, y)

φij = 2√
ab

sin iπx
a

sin jπy

b

(4)

Легко видеть, что приближенное решение уравнений вида (4) удовлетворяет гранич-
ным условиям (2). Каждая функция φij(x, y) является собственной функцией оператора
Лапласа, то есть ∆φij = σijφij(x, y), где σij – соответствующее собственное значение.

После подстановки (4) в (1) и операций проектирования получим конечномерную систе-
му N = n2 обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ) относительно функций
θij

dθij

dt
= −

n
∑

k=1

n
∑

l=1

n
∑

p=1

n
∑

q=1

ψklθpq

(

∂φkl

∂y

∂φpq

∂x
− ∂φkl

∂x

∂φpq

∂y
, φij

)

−σijθij + λ
n
∑

k=1

n
∑

l=1

ψkl

(

∂φkl

∂x
, φij

)

, i, j = 1, 2, . . . , n.
(5)

Коэффициенты ψij однозначно выражаются через неизвестные θij из аппроксимации
первого уравнения системы (1) следующим образом:

ψij = − 1

σij

n
∑

k=1

n
∑

l=1

θkl

(

∂φkl

∂x
, φij

)

, i, j = 1, 2, . . . , n. (6)

В (5) и (6) скобками обозначено скалярное произведение в гильбертовом пространстве.
Число n (определяет порядок аппроксимации) и здесь, вообще говоря, зависит от значений
параметров. Для проверки достоверности результатов нами рассматривались аппроксима-
ции различных порядков и проводился их сравнительный анализ (см. ниже). Размерность
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системы N = n2 считалась достаточной в том случае, если при увеличении n численные
результаты изменялись незначительно.

Полученная система дифференциальных уравнений при всех значениях параметров
сохраняет свойство косимметричности, а сама косимметрия определяется правой частью
выражения (6). При переходе к конечномерной системе (5) свойство диссипативности ис-
ходной системы может нарушаться, что влечет появление решений, стремящихся к бес-
конечности при t → +∞ и больших значениях параметра λ. При росте числа Релея это
делает необходимым использование аппроксимаций более высоких порядков.

Задача Коши для системы (5) решалась методом РК, вычислительную схему которого
можно представить в виде [8]:

ȳ(x0 + h) = ȳ0 +
q̄1 + 2q̄2 + q̄3 + q̄4

3
+ O(h5), (7)

где q̄1 = h
2
fi(x0, ȳ0), q̄2 = h

2
fi(x0 + h

2
, ȳ0 + q̄1), q̄3 = hfi(x0 + h

2
, ȳ0 + q̄2), q̄4 = h

2
fi(x0 +h, ȳ0 + q̄3),

i = 1, 2, . . . , N , h – шаг по времени, ȳ0 – вектор начальных значений.

Прежде чем переходить к описанию параллельных аналогов используемых методов,
рассмотрим несколько подходов к решению задачи. Первый состоит в записи системы (5)
в явном виде при помощи пакетов аналитических вычислений (ПАВ). Такой способ был
реализован в работе [3], где использовался ПАВ Maple. К сожалению, при росте порядка
аппроксимации возможности пакетов символьной математики не позволяют реализовать
такой подход в силу громоздкости уравнений (5). Другой подход, реализованный в на-
стоящей работе, предполагает отказ от ПАВ и использование одного из языков програм-
мирования. В этом случае при каждом обращении к вычислению системы (5) приходится
проводить анализ уравнений, исходя из свойства ортогональности функций φij, что снижа-
ет производительность. Однако, при этом достигается возможность наращивания порядка
аппроксимации, модернизации, оптимизации и распараллеливания алгоритма.

2. Параллельная схема алгоритма

Вычислительная система nCube 2S – компьютер гиперкубовой архитектуры с 64 про-
цессорными модулями, пиковая производительность каждого из них составляет порядка
2MFlop. В каждом модуле помимо основного процессора присутствует коммуникационный
процессор, позволяющий выполнять коммуникационные операции независимо от вычис-
лительных.

Интерфейс передачи сообщения MPI [9] реализуется собой библиотекой программ.
Основная идея MPI заключается во взаимодействии процессов по средствам посылки со-
общений. В нашей работе мы опирались на две функции MPI: MPI_Gatherv и MPI_Bcast.
Первая из них собирает вектор с подчиненных процессов на один выделенный процесс, а
вторая проводит широковещательную рассылку указанного набора значений на все име-
ющиеся процессы.

Запишем только основной вычислительный алгоритм без учета процесса инициализа-
ции, поскольку его влияние на последующий ход вычислений незначительно. Пусть h2 = h

2
,

Y 0

i – вектор начальных данных, а разность l2 − l1 определяет количество уравнений на те-
кущем процессоре. Тогда параллельный метод РК (7), где под вызовом метода Галеркина

понимается вычисление правых частей системы (5), запишется в виде
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DO 1 i = l1, l2
Y 0

i = Yi

вызов метода Галеркина
DO 1 i = l1, l2

Qi0 = h2Fi, Yi−l1 = Y 0

i + Qi0

MPI_Gatherv(Y), MPI_Bcast (Y)
вызов метода Галеркина
DO 1 i = l1, l2

Qi1 = h2Fi, Yi−l1 = Y 0

i + Qi1

MPI_Gatherv(Y), MPI_Bcast (Y)
вызов метода Галеркина
DO 1 i = l1, l2

Qi2 = hFi, Yi−l1 = Y 0

i + Qi2

MPI_Gatherv(Y), MPI_Bcast (Y)
вызов метода Галеркина
DO 1 i = l1, l2

Qi3 = h2Fi, Yi−l1 = Y 0

i +
Qi0 + 2Qi1 + Qi2 + Qi3

3
MPI_Gatherv(Y), MPI_Bcast(Y)

Остановимся подробнее на вызове метода Галеркина. Пусть A — алгоритм, с помощью
которого правые части ситемы ОДУ вида (5) непосредственно вычисляются при каждом
обращении к ним метода РК. В этом случае анализ уравнений приводит к замедлению вы-
числений и выполнению большого объема “пустых” операций. Несмотря на возможность
этого алгоритма равномерно распределять вычислительную нагрузку по процессорам, а
также малый объем требуемой оперативной памяти, он работает медленно. Естественным
усовершенствованием алгоритма A является выделение константных выражений и их вы-
числение на стадии инициализации, а также отсечения операций с нулевыми элементами,
получающимися в процессе вычисления правых частей. Такой алгоритм обозначим через
B. С уменьшением времени выполнения алгоритма увеличивается объем требуемой опе-
ративной памяти и теряется равномерное распределение вычислительной нагрузки, что
можно исправить при помощи алгорима C, который позволяет более равномерно нагру-
зить процессоры и уменьшить время выполнения.

Оценки вычислительной (количество арифметических операций, требующихся для вы-
полнения алгоритма) и пространственной (объем требуемой памяти) сложности предло-
женных алгоритмов даны ниже.

Значения вычислительной сложности Значения пространственной сложности

для алгоритмов для алгоритмов и метода РК.

A N∗(40N2 + 26N + 30) 5N + 8N∗

B 4N + N∗(3
√

N − 2) + N∗∗
j (3

√
N + 1) + 6N∗

i 6(p + N∗
i ) + N(3

√
N + 22)

C 4N + N∗(3
√

N − 2) + N∗∗
j (3

√
N + 1) + 6N∗

i 6(p + N∗
i ) + N(3

√
N + 22)

Здесь N∗ =























[

N

p

]

,
i

p − r
< 1,

[

N

p

]

+ 1,
i

p − r
≥ 1,

, i = 0, 1, 2, . . . , p − 1, r = mod(N, p), p – число до-
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ступных процессоров, N∗
i – число ненулевых элементов, для i-го уравнения (вычисляется

в процессе инициализации), а N∗∗
j – число уравнений на j-ом процессоре. Последняя вели-

чина определяется следующим образом. Поскольку для вычисления каждого уравнения
системы методом Галеркина требуется неодинаковое число арифметических операций, то
можно подобрать число уравнений на каждом процессоре так, чтобы суммарная нагрузка
распределялась более равномерного.

Рис. 1. Время выполнения одного шага метода РК для системы (5) с использованием алгоритмов
A, B, C.

Рис. 2. Коэффициенты ускорения (слева) и эффективности (справа) для выполнения одного шага
метода РК для системы (5) с использованием алгоритмов A, B, C.

Полное значение вычислительной сложности для каждого алгоритма и метода РК мож-
но записать в виде

Ctotal
comp = CRK

comp + kCG
comp ,

где величина CRK
comp отвечает вычислительной сложности метода РК и равна13N∗. Значение

k определяет порядок метода РК и в нашем случае равно 4. Вычислительная сложность
метода Галеркина CG

comp для алгоритмов A, B, C представлена выше.

Приведем экспериментальные оценки времени выполнения, эффективности и ускоре-
ния решения задачи Дарси с использованием алгоритмов A, B, C. Все тестовые экспери-
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менты проводились для N = 400 и одного шага метода РК. Следуя [10] введем в рассмо-
трение коэффициент ускорения и эффективности:

Sp =
T1

Tp

, Ep =
Sp

p
, (8)

где Tp – время выполнения параллельного алгоритма на компьютере с числом процессоров
p > 1, T1 – время работы последовательного алгоритма на одном процессоре того же
компьютера.

Результаты расчетов даны на рисунках 1 и 2, где время выполнения алгоритмов при-
ведено в секундах.

Видно, что время решения задачи при помощи алгоритма A по сравнению салгоритма-
ми B, C весьма велико. Уменьшение времени выполнения, коэффициента эффективности
и ускорения алгоритма C по сравнению с алгоритмом B есть следствие более равномерного
распределения вычислительной нагрузки.

3. Результаты численного эксперимента

Рассмотрим результаты численного анализа задачи (1,2) для нескольких значений филь-
трационного числа Рэлея и фиксированного размера контейнера a = 20, b = 50. Расче-
ты проводились с использованием алгоритма C для систем (5) различных порядков при
каждом значении параметра λ. Поиск устойчивых режимов осуществлялся методом уста-
новления. Целью исследований было вычисление с достаточной точностью периодических
и более сложных режимов и изучение свойств галеркинских аппроксимаций при росте
надкритичности. Результаты вычислений отображены на рис. 3, 4, где в качестве осей
координат отложены потоки тепла:

Nuv =

a
∫

0

∂θ

∂y

∣

∣

∣

∣

∣

∣

y=0

dx + λ, Nuh =

b
∫

0

∂θ

∂x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x=
a
2

dy.

При малых надкритичностях, т.е. при значениях λ, близких к λ11 [4] для вычисления
семейств стационарных режимов достаточно рассматривать системы малых размерностей
(N = 49 и N = 81). При росте λ требования к порядку аппроксимации возрастают. Ока-
залось,что для удовлетворительного совпадения количественных характеристик (в преде-
лах 5%) при λ = λu = 0.24938 необходимо рассматривать галеркинские аппроксимации с
N = 324.

При росте λ возникают нестационарные решения. Результаты для λ = 0.4 и аппрок-
симаций с N = 484 и N = 1024 представлены на рис. 3. При этом значении параметра
λ реализуется периодический режим. Получено не только качественное, но и хорошее ко-
личественное совпадение результатов, что говорит об удовлетворительной аппроксимации
задачи 484–мерной галеркинской системой при λ = 0.4. Погрешность аппроксимации для
N = 324 и N = 1024 в этом случае выше 5%.

В результате численных экспериментов при λ = 1.5 обнаружен хаотический режим (см.
рис. 4). Одним из признаков хаотической динамики является форма спектра мощности вы-
ходного сигнала Nuv(t) на (рис. 5), где приняты следующие обозначения: PS = |Nuv(t)|2,
f–частота, ∆f = 1/tmax ( в нашем случае tmax = 1000). Видно удовлетворительное каче-
ственное совпадение спектра мощности для двух аппроксимаций.
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Рис. 3. Периодический режим при λ = 0.4, N = 484 (слева) и N = 1024 (справа).

Рис. 4. Хаотический режим при λ = 1.5, N = 1024(слева) и N = 1849(справа).

Исследование проводилось и при других значениях λ и N . Оказалось, что увеличе-
ние параметра требует увеличения порядка аппроксимации для обеспечения необходи-
мой точности расчетов. Так при λ = 1.0 и N = 484 наблюдалась сложная траектория,
тогда как при том же значении параметра λ и N = 1024 решение представляло собой
цикл. Аналогичная ситуация имела место при λ = 0.6, когда для N = 81 и N = 484 со-
ответственно наблюдались хаотический и периодический режимы. Однако отметим, что
последовательность переходов в системе бифуркаций от рождения однопараметрическо-
го семейства стационарных режимов до возникновения хаоса воспроизводится идентично,
начиная с N ≥ 49.

Заключение

Основываясь на полученных результатах, для реализации метода Галеркина на параллель-
ных компьютерах можно рекомендовать следующие процедуры: провести анализ уравне-
ний исходя из свойств базисных функций φij; выделить константные выражения и органи-



Решение задачи Дарси на параллельной ЭВМ 11

Рис. 5. Спектр мощности выходного сигнала Nuv(t) при λ = 1.5, N = 1024(слева) и N =
1849(справа).

зовать их вычисления на стадии инициализации; отсечь операции с нулевыми элементами,
получающимися в процессе расчета правых частей; равномерно распределить нагрузку по
процессорам.

Анализ аппроксимаций (5) различных размерностей при изменении параметра λ по-
казал, что для получения достоверных результатов необходимо при росте λ повышать
порядок аппроксимации.

Что касается решения плоской задачи фильтрационной конвекции, то можно утвер-
ждать, что при росте интенсивности подогрева в узком прямоугольном контейнере могут
реализовываться периодические и хаотические режимы. Вопрос о механизме возникнове-
ния таких режимов требует детального численного бифуркационного анализа задачи (1-2)
и будет предметом дальнейших исследований.
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