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Magnetohydrodynamics of instability of thin magnetic tube within the limits of convec-

tive zone of the Sun is investigated in the paper. It is shown that slow wave instability

is determining factor for the tube evolution. Slow wave instability leads to the strong

changing of tube geometry, where the parts, which are emerging to the solar surface, and

the parts, which are fixing near the bottom of convection zone, are segregated. Typical

time of slow wave instability development can be significantly smaller, than the time

of magnetic field confinement, which is found by calculations with use of one-dimensional

models. The fixation of some tubes near the bottom of convection zone and the presence of

differential rotation explicate the motion of the observed magnetic structures with respect

to the sun surface.

Введение

Настоящая работа посвящена исследованию нелинейной стадии развития неустойчивости
медленной волны магнитной трубки на различных глубинах конвективной зоны Солнца
и является продолжением исследования, результаты которого опубликованы в работе [1].
Это исследование важно для понимания физики процессов переноса магнитных полей от
основания конвективной зоны в атмосферу Солнца. Полный анализ процессов солнечной
активности включает в себя изучение такого процесса переноса как его составную часть.
Предполагается, что магнитные поля генерируются ниже конвективной зоны (см. [2] и
приведенную там библиографию) и в результате потери устойчивости всплывают в атмо-
сферу Солнца.

Ранее вопросы устойчивости изолированной магнитной трубки исследовались в [1, 3, 4].
В настоящей работе численно моделируется нелинейная стадия развития неустойчивостей.
Для этого используется модель тонкой магнитной трубки, в которой учтено действие гра-
витации [1]. Данное приближение позволяет правильно описать изгибные и медленные
моды колебаний, а типы волн, которые нельзя адекватно описать в рамках данной моде-
ли, — крутильные и волны с синфазным изменением давления магнитного поля и плазмы
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(аналог быстрого магнитного звука) — несущественны при исследовании процессов в сол-
нечной атмосфере и конвективной оболочке, так как крутильные колебания слабо связаны
с движением внешней среды, а быстрые волны практически не генерируются и быстро за-
тухают в условиях конвективной зоны [3].

По данным наблюдений, магнитное поле на уровне фотосферы собрано в тонкие, да-
леко отстоящие друг от друга магнитные трубки диаметром 100 – 300 км. Напряженность
поля в них достигает 3 кГс [5], в то время как напряженность фоновых магнитных по-
лей на Солнце не превышает нескольких гаусс. Ряд физических аргументов [6] позволяет
сделать вывод, что и в конвективной зоне магнитное поле также имеет ярко выраженную
филаментированную структуру. Это обстоятельство служит физическим обоснованием
использования модели изолированной магнитной трубки при анализе динамики подъема
магнитных полей в солнечную атмосферу.

Учет действия гравитации позволяет описать такие эффекты, как неустойчивость мед-
ленной волны и конвективная (неустойчивость плазмы в гравитационном поле при силь-
ном градиенте температуры, направленном по g). Для инкрементов неустойчивостей мед-
ленных и изгибных волн получены аналитические выражения [1], а использование числен-
ных методов позволяет исследовать нелинейную стадию их развития.

1. Описание системы уравнений

Для описания движения тонкой магнитной трубки в незамагниченной плазме исполь-
зуются приближение идеальной одножидкостной магнитной газодинамики и несколько
упрощающих предположений. Рассмотрим уравнение движения в эйлеровых координатах
[7]:

ρ

(

∂v

∂t
+ (v,∇)v
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= −∇
(
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H2

8π

)

+
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4π
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Пусть характерный временной масштаб задачи τ удовлетворяет условию

τ À
√

σ

min(cs, va)
,

где σ — площадь сечения трубки; va =
√

H2/4πρ — альфвеновская скорость; cs =
√

γp/ρ —
скорость звука внутри трубки. Тогда можно считать, что выполнено условие баланса дав-
лений

pi +
H2

8π
= pe, (2)

где индексом i обозначены величины внутри трубки, а индексом e — снаружи. Перепишем
уравнение движения (1) с учетом (2):

ρi

dv

dt
= −∇pe +

1

4π
(H,∇)H + ρig. (3)

Введем единичный вектор `, направленный вдоль трубки. Если скорость движения
трубки мала по сравнению со скоростью звука во внешней среде, то внешнюю среду и
соответствующие граничные условия на поверхности трубки можно учесть как присоеди-
ненную массу и равенство полных давлений на поверхности трубки (2). Для возмущений
с характерной длиной волны λ À √

σ уравнение движения (3) примет вид
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(H,∇)H + ρig, (4)
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где значки ‖ и ⊥ обозначают параллельную и перпендикулярную к вектору ` компоненты
вектора ускорения.

Обозначим через s массу вещества, заключенного между текущим сечением трубки
и фиксированным, вмороженным в плазму. Эта величина является лагранжевой коорди-
натой — так называемой массовой переменной. При переходе к массовым координатам
уравнение непрерывности примет вид:

` = σρi

dr

ds
.

С учетом однородности параметров в трубке слагаемое (H,∇)H перепишется как

(H,∇)H =

(

H` , `
∂

∂ζ

)

H = Hσρi

∂H

∂s
, (5)

где ζ — натуральный параметр:

dr(ζ)

dζ
= ` .

Из модели конвективной оболочки [8], данными которой мы пользуемся, следует что

∇pe = ρe g. (6)

С использованием уравнений (4) – (6) получим уравнение движения в лагранжевых мас-
совых переменных. Если дополнить систему уравнением адиабаты и условием сохранения
потока магнитного поля в трубке, то она примет вид
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,
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= pe(r),
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∂r
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, (`, `) = 1.

(7)

Необходимые для замыкания системы уравнений зависимости pe(r), g(r), ρe(r) опреде-
ляются выбранной моделью конвективной оболочки. Граничные условия по переменной s
периодические.
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2. Разностная система уравнений

Для обезразмеривания полученной системы уравнений были выбраны следующие пара-
метры:

r0 = 106 см, l0 = 1,

g0 ' 1.3280 · 106 см2/с, ρ0 = 10−6 г/см3,

p0 = 105 дин/см2, H0 ' 1.585331 · 103 Гс,

t0 ' 0.8677 с, v0 ' 1.1524 · 106 см/с2.

Величина g0 = GM¯/(1010см)2 выбрана как характерная в модели конвективной обо-
лочки Солнца [8]; величины ρ0, p0 соответствуют параметрам плазмы верхней части кон-
вективной зоны; H0 =

√
8πp0; характерное время определяется из соотношения t0 =

√

r0/g0; r0 подбиралось такое, чтобы безразмерная величина

c0 =
2p0t

2
0

ρ0r2
0

' 0.1506

имела порядок 1; v0 = r0/t0, при этом значение σ0 задается таким образом, чтобы шаг по
массовой координате был порядка 0.1.

Система уравнений в безразмерном виде выглядит следующим образом:
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+
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,

f = c0H0σ0ρi

∂

∂s
(H` ) + (ρi − ρe(r))g(r),

Hσ = H0σ0,
pi

ργ
i

=
p0

ργ
0

,

pi + H2 = pe(r),

` = σρi

∂r

∂s
, (`, `) = 1.

(8)

Разностная сетка выбрана однородная, шаг по массовой координате постоянен и ра-
вен h, шаг по времени постоянен и равен τ . В разностном виде уравнения системы (8)
записываются следующим образом:

уравнения движения

r
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`
(j)
k+0.5 =

r
(j)
k+1 − r

(j)
k

|r (j)
k+1 − r

(j)
k |

; (13)

уравнение сохранения магнитного потока

H
(j)
k+0.5σ

(j)
k+0.5 = H0σ0;

уравнение энергии

pi
(j)
k

(

ρi
(j)
k

)−γ

=
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ργ
0

;

уравнение баланса давлений

pi
(j)
k + 0.5
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H
(j)
k+0.5

)2

+
(

H
(j)
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)2
)

= pe

(

r
(j)
k

)

.

Уравнение неразрывности в разностном виде получается следующим образом. Выписы-
вается расстояние между точками r

(j)
k+1 и r

(j)
k через сечение и плотность плазмы в трубке:

|r (j)
k+1 − r

(j)
k | =

h

2σ
(j)
k+0.5ρi

(j)
k

+
h

2σ
(j)
k+0.5ρi

(j)
k+1

.

Используя данное соотношение, уравнение неразрывности можно представить в виде

2
|r (j)

k+1 − r
(j)
k |

h
σ

(j)
k+0.5ρi

(j)
k ρi

(j)
k+1 − ρi

(j)
k − ρi

(j)
k+1 = 0.

Интегрирование по времени системы уравнений проводится следующим образом:

— по известным значениям r
(j)
k , . . . , v

(j−0.5)
k находим `

(j)
k+0.5, используя уравнение (13);

рассчитываем ζ
(j)
k с помощью (12), по этим величинам получаем v

(j+0.5)
k из (10), (11).

— определив v
(j+0.5)
k , находим из (9) значения r

(j+1)
k .

— оставшиеся величины H
(j+1)
k+0.5, σ

(j+1)
k+0.5, pi

(j+1)
k , ρi

(j+1)
k на следующем временном слое

находим при решении методом Ньютона нелинейной системы из четырех уравнений:

H
(j+1)
k+0.5 σ
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pi
(j+1)
k

(

ρi
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,
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)2

+
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(j+1)
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)2
)

= pe
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,

2
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k |

h
σ
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k+0.5 ρi

(j+1)
k ρi
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Уравнения на приращения искомых величин сводятся к трехточечному уравнению на
приращение плотности с периодическими граничными условиями, которое решается ис-
пользованием циклической прогонки.
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3. Определение зависимостей ρe(r), pe(r), g(r)

Необходимые для замыкания системы уравнений (7) зависимости ρe(r), pe(r), g(r) находят-
ся с использованием модели внутреннего строения Солнца [8, 16]. Данные распределения
газодинамических параметров в зависимости от радиуса доступны, например, в электрон-
ном виде в формате GONG [8]. Используемая нами модель [8] сферически симметрична
— все величины зависят только от модуля радиуса-вектора.

Для нахождения ρe(r), pe(r) по значениям этих величин на какой-то сетке rk определя-
ются два узла сетки rk, rk+1, между которыми лежит точка r, после чего искомая величина
интерполируется по формуле

f(r) = f(rk)

(

f(rk+1)

f(rk)

)∆

, ∆ =
r − rk

rk+1 − rk

. (14)

Данная процедура интерполяции выбрана из-за того, что давление и плотность в усло-
виях гидростатики (если пренебречь зависимостью температуры от высоты) зависят от
высоты как exp(−z/Λ), где Λ — так называемая шкала высот. При слабом отклонении
трубки от начального положения равновесия давление и плотность внутри трубки изме-
няются по аналогичному закону. При использовании линейной интерполяции параметры
внутри трубки меняются как exp(−z/Λ), в то время как параметры внешней среды меня-
ются линейно, что приводит к возникновению в силе Архимеда составляющей, осцилли-
рующей с высотой, как показано на рис. 1 (узлам сетки отвечают изломы графика fr(r)
при линейной интерполяции величин pe, ρe). Такой численный эффект приводит к нефи-
зической стабилизации слабых возмущений скорости из-за формирования потенциальных
ям между узлами сетки rk. Физически верная интерполяция давления и плотности (14)
избавлена от этого недостатка (рис. 1). Значения g(r) интерполируются линейно.

Рис. 1. Зависимость радиальной компоненты силы от радиуса в случае всплывающей трубки:

штриховая линия — показательная интерполяция, сплошная — линейная.
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4. Тестирование схемы

Для тестирования схемы численно решены следующие физические задачи: определение
частот малых колебаний тонкой магнитной трубки, задача о движении вращающегося
тонкого магнитного кольца в однородной внешней среде.

4.1. Определение частот малых колебаний тонкой магнитной

трубки

Задача ставится следующим образом: в изотермическую среду, находящуюся в состоя-
нии гидростатического равновесия, помещают магнитную трубку, замкнутую в кольцо c
радиусом r0. Параметры трубки не зависят от массовой переменной s, сила Архимеда
уравновешивается силой натяжения магнитного поля:

ρ0 − ρe 0 =
c0H

2
0

g0r0

. (15)

Как показано в работе [1], в этих условиях существуют два типа волн, которые могут
распространяться по трубке: это изгибные и медленные волны [3], модифицированные при-
сутствием гравитации. Дисперсионное уравнение для этих волн получено и исследовано в
работе [1].

Трубке придается начальное возмущение скорости, отвечающее определенному типу
волны. Так как для определения значений v

(j+0.5)
k , r

(j)
k на следующем временном слое

используется явная схема с перешагиванием, шаг по времени выбирается по критерию
Куранта для всех характерных скоростей: скорости звука, альфвеновской скорости и кас-
повой скорости [5]. После численного интегрирования системы по времени найденные ча-
стоты колебаний сравниваются с их аналитическими значениями. Результаты теста для
медленной волны, приведенные в табл. 1, описывают относительное отклонение расчетной
частоты малых колебаний трубки от аналитической (медленная волна, m = 1, H0 = 100,
Ω = 1.13799·10−5, pe = 3.5852·106, ρe = 4.5898·103, r0 = 5.0·104). Все единицы безразмерные,
N — число узлов сетки по массовой координате.
а б л и ц а 1

N 100 100 100 500 500
τ 3.0 6.0 9.0 3.0 6.0

δω/Ω −9.6E−4 −9.6E−4 −1.0E−3 −2.9E−5 −7.1E−5

Для всех вариантов относительное отклонение частот изменяется в пределах от 10−3 до
10−5. При этом число узлов изменяется от 100 до 500, m — от 1 до 10, отношение давления
магнитного поля к полному — от 0.01 до 0.5. Значение шага по времени слабо влияет
на точность расчетов, так как он мал по сравнению с периодом колебаний из-за низкой
фазовой скорости медленной волны относительно скорости звука и скорости Альфвена.

4.2. Вращающееся кольцо в однородной внешней среде

Для этого теста задача формулируется следующим образом. Внешняя среда однородная,
гравитация отсутствует, плотность внешней среды много меньше плотности плазмы в
трубке. Трубка замкнута в кольцо радиуса r0 и вращается как целое (vr≡vr0, vφ≡vφ0 6= 0).
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При таких начальных данных радиус кольца будет осциллировать от минимального до
максимального значений под действием сил инерции (из-за закона сохранения момента
импульса минимальный радиус трубки больше нуля) и силы натяжения магнитного поля.

Найдем сохраняющиеся при таком движении величины. Если считать ρe = 0, g = 0 и
учесть симметрию относительно оси вращения, то уравнение движения перепишется как

v̇ = −c0H0σ0H
2π

M
er.

Здесь M — масса кольца. Дифференцированием можно убедиться, что момент импульса
P = Mr × v сохраняется. Для получения еще одного инварианта умножим уравнение
движения на Mv

˙(

Mv2

2

)

= −2πc0H0σ0Hṙ. (16)

Дифференцируя уравнения системы (7), получим соотношения

ṗ = −2HḢ, ṗ =
γp

ρ
ρ̇, σρṙ + σρ̇r + σ̇ρr = 0.

Использовав их, уравнение (16) можно привести к виду

˙(

Mv2

2

)

+ c0M
˙(

H

ρ

)

+
1

2
c0M

γ

γ − 1

˙(

p

ρ

)

= 0.

Отсюда следует, что при таком движении сохраняется величина

W =
Mv2

2
+ c0

MH2

ρi

+ 0.5 c0
γ

γ − 1

Mp

ρ
.

Результаты проверки на сохранение полученных инвариантов приведены в табл. 2, они
соответствуют значениям момента инерции и полной энергии вращающегося кольца после
выполнения 40 000 шагов по времени. Общие начальные параметры: r0 = 5.0 ·104, ρ0 = 0.1,
ρe = 0, pe = 1.0, vr0 = 0.0, τ = 15.0, единицы безразмерные.

Т а б л и ц а 2

N = 100 N = 200
vφ0 H0 δPz/Pz δW/W vφ0 H0 δPz/Pz δW/W
0.1 0.1 2.119 · 10−20 2.178 · 10−8 0.1 0.1 1.431 · 10−20 5.499 · 10−9

0.1 0.3 2.304 · 10−20 2.024 · 10−7 0.1 0.3 9.217 · 10−21 5.112 · 10−8

0.1 0.6 1.290 · 10−20 9.064 · 10−7 0.1 0.6 1.935 · 10−20 2.289 · 10−7

0.1 0.9 1.843 · 10−20 2.500 · 10−6 0.1 0.9 4.239 · 10−20 6.317 · 10−7

0.3 0.3 2.458 · 10−21 1.939 · 10−7 0.3 0.3 1.024 · 10−20 4.897 · 10−8

0.3 0.6 2.073 · 10−21 8.664 · 10−7 0.3 0.6 7.373 · 10−21 2.188 · 10−7

0.3 0.9 9.011 · 10−21 2.391 · 10−6 0.3 0.9 1.024 · 10−20 6.008 · 10−7
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5. Результаты моделирования, нелинейная стадия
развития неустойчивости

При исследовании процесса всплывания тонкой магнитной трубки от дна конвективной
зоны до поверхности Солнца начальные условия ставятся следующим образом: трубка за-
мкнута в кольцо радиуса r0, все параметры внутри трубки однородны, сила Архимеда
уравновешивается силой натяжения магнитного поля (15). У дна конвективной зоны маг-
нитное поле дестабилизирует нулевую моду изгибных колебаний трубки [1] (в такой волне
радиус кольца зависит от времени как r0 + δr exp (iωt)). Из-за развития неустойчивости
этой моды изгибных колебаний радиус кольца изменяется, пока трубка не выйдет за пре-
делы конвективной зоны. Вне конвективной зоны эта мода колебаний устойчива, поэтому
там направление движения меняется на противоположное. Трубка совершает такие коле-
бательные движения, пока неустойчивость медленной волны не приведет к существенному
изменению формы трубки (рис. 2). Развитие неустойчивости медленной волны наиболее
просто определяется по росту касательной компоненты скорости движения (рис. 3). От-
клонение формы трубки от кольцевой происходит именно из-за развития неустойчивости
медленной волны, так как в присутствии магнитного поля у изгибных волн неустойчива
только нулевая мода колебаний [1].

Рис. 2. Зависимость r(s, t) при одновременном развитии неустойчивостей изгибной и медленной

волн.

Рис. 3. Зависимость vφ(s, t) при одновременном развитии неустойчивостей изгибной и медленной

волн.
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Для изучения развития неустойчивости медленной волны в качестве начального воз-
мущения скорости выбирается следующее:

vφ = v0η sin(2πs/M), vr = v0 cos(2πs/M).

Параметр η находится из решения дисперсионного уравнения [1], отвечающего медлен-
ной волне. Таким образом, начальная амплитуда медленной волны заметно превышает
амплитуду изгибной волны, и можно проследить развитие неустойчивости в чистом виде.

Для анализа полученных результатов рассмотрим эволюцию трубки при развитии
неустойчивости медленной волны. Если не учитывать влияние гравитации, то в медленной
волне вещество смещается вдоль трубки при сохранении полного давления, при этом изме-
нение плотности компенсируется изменением площади сечения трубки (соответствующее
изменение напряжености магнитного поля обеспечивает возвращающую силу). В поле тя-
жести изменение плотности будет дополнительно приводить в смещению элементов трубки
по вертикали. Если в качестве начального возмущения придать веществу скорость вдоль
трубки по закону v‖ ∼ sin mφ, то участки трубки с dv‖/ds < 0 начнут всплывать, а участки
с dv‖/ds > 0 — тонуть под действием силы Архимеда из-за изменения плотности вещества.
Если при этом сила Архимеда превысит силу натяжения магнитного поля, то возмуще-
ние будет неустойчивым и начнет расти. На нелинейной стадии эволюция всплывающих
и погружающихся участков трубки будет идти несимметричным образом: верхняя часть
всплывает неограниченно высоко, при этом почти все вещество из нее стечет вниз. Ско-
рость опускания нижней части трубки постепенно уменьшится (рис. 4) — приток вещества
заставит ее опуститься, но основная часть массы поступит на ранней нелинейной стадии
(после чего она практически не меняется), а кривизна трубки и соответствующее натя-
жение магнитного поля окажут тормозящий эффект. Если погружающаяся часть трубки
достигнет области устойчивости (т. е. выйдет из конвективной зоны), то радиальная ком-
понента скорости изменит знак. Зависимость касательной компоненты скорости от време-
ни приведена на рис. 5.

Рис. 4. Зависимость r(s, t) при развитии неустойчивости медленной волны.

В отдельные моменты времени угол наклона к горизонтали отдельных участков труб-
ки может достигать достаточно больших значений (см. рис. 4), чтобы при течении вдоль
нее сила тяжести разгоняла вещество до скоростей порядка 0.05va (см. рис. 5). Из ра-
боты [3] следует, что при скорости течения вещества вдоль трубки больше критической
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Рис. 5. Зависимость vφ(s, t) при развитии неустойчивости медленной волны.

могут развиться грубая неустойчивость и неустойчивость волн с отрицательной энергией.
Пороговые скорости для возникновения этих неустойчивостей равны:

u1 = va

√

ρi/ρe, u2 = va

√

1 + ρi/ρe.

Для небольших волновых чисел (m < 7) скорости течения вдоль трубки в процессе
развития неустойчивости медленной волны не превышают пороговые, по крайней мере,
до тех пор, пока верхняя часть трубки не достигает зоны температурного минимума в
пределах солнечной хромосферы [5]. Выше этой области рассматриваемая модель непри-
менима из-за необходимости учета процесса лучистого переноса и сравнимости радиуса
трубки со шкалой высот.

Заключение

В данной работе исследуется неустойчивость медленной волны тонкой магнитной трубки
в конвективной зоне Солнца. Показано, что развитие данного типа неустойчивости при-
водит к формированию трубкой арочной структуры у всплывающей части трубки и фик-
сации погружающейся части около дна конвективной зоны. При этом время удержания
может быть существенно меньше времени, определяемого с использованием одномерных
моделей [10 – 12], считающих параметры в трубке зависимыми только от радиуса кольца.
Данная неустойчивость также уменьшает время удержания магнитных полей под нижней
границей конвективной зоны (r < 5.0 · 1010 см), но при изучении процессов в этой области
необходимо учитывать процесс лучистой теплопроводности поперек магнитного поля.

Фиксация части трубки и наличие дифференциального вращения позволяют объяс-
нить движение солнечных пятен и других магнитных структур в фотосфере Солнца от-
носительно его поверхности. Фиксация происходит в результате развития неустойчивости
и не требует, чтобы часть трубки изначально находилась в области устойчивости под кон-
вективной зоной.

Изучение дальнейшей эволюции трубки требует усовершенствования используемой мо-
дели для учета процесса лучистого переноса поперек магнитного поля. Необходимо также
учесть, что поперечный размер магнитной трубки в солнечной атмосфере уже сравним со
шкалой высот [5].

Авторы благодарят С. В. Алексеенко, Г. И. Дудникову и В. А. Романова за обсуждение
материалов работы.
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