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НЕКОТОРЫЕ ТОЧНЫЕ РЕШЕНИЯ
В ОДНОМЕРНОЙ МОДЕЛИ ЖИДКОСТИ

РИВЛИНА— ЭРИКСЕНА∗

В.О. Бытев

Институт вычислительного моделирования СО РАН

Красноярск, Россия

Some examples of exact invariant solutions of Rivlin — Eriсksen fluid are investigated.

Physical interpretation of these solutions is given.

Рассмотрим систему дифференциальных уравнений, описывающую нестационарные одно-
мерные движения сплошной среды со степенным реологическим законом [1, 2]:

ρt + (ρu)x = 0, (1)

ρ(ut + uux) − µ∂x(u
k
x) + px = 0, (2)

pt + upx + Gux + µHuk+1

x = 0, (3)

G = G(p, ρ), H = H(p, ρ). (4)

Здесь ρ — плотность среды; u — единственная ненулевая компонента вектора скорости;
p — гидростатическое давление (термодинамическая переменная); G и H — функции, зада-
ющие уравнения состояния; k — постоянная; µ — вязкость, которая считается постоянной;
t — время; x — пространственная координата.

Модель сплошной среды, описываемая уравнениями (1) – (4), относится к широкому
классу простых неполярных нетеплопроводных сред, получивших название чисто механи-
ческого континуума [3]. Замыкающее уравнение, выражающее закон сохранения энергии,
взятое в форме (3), может быть получено из уравнения состояния Мизеса [4] и рассужде-
ний, заимствованных из [5, 6].

Особый интерес к предложенной модели обусловлен двумя причинами. Во-первых,
экспериментальные исследования по гидромеханике неньютоновских сред, проведенные
разными авторами и в разное время, указывают на то, что степенной реологический за-
кон хорошо аппроксимирует экспериментальные кривые [7, 8]. Во-вторых, доказано, что
расширение группового ядра для системы (1) – (4) происходит именно при степенном рео-
логическом законе [9], одновременно указываются все уравнения состояний, дающие рас-
ширение группового ядра [10].
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Предположим, что H = 0, и так как по определению [5]

H = − v

cv

(

∂ϕ

∂θ

)

v

,

где v — удельный объем, θ — абсолютная температура, cv — теплоемкость,

p = −ϕ(v).

Другими словами, рассматриваются только баротропные течения. Учитывая, что в (4)
для баротропных течений

G = −v
∂p

∂v
,

преобразуем систему (1) – (4) к следующему виду:

vt + uvx − vux = 0, (5)

ut + uux = −vpx + v∂x(u
k
x). (6)

Переходя в (5), (6) к лагранжевым переменным, а затем к массовым по правилу

v
∂

∂x
=

∂

∂q
,

получим систему уравнений вида

vt = uq, (7)

ut + pq = ∂q(v
−kuk

q). (8)

Полагая
v = wq(t, q), u = wt(t, q), (9)

сведем систему (7), (8) к одному гиперболическому нелинейному уравнению с диффузи-
онным членом

∂2w

∂t2
− ∂

∂q
ϕ(wq) =

∂

∂q

(

∂

∂t
ln wq

)k

, (10)

которое при k = 1 совпадает с уравнением, изученным в [11]. В указанной монографии
для этого случая доказаны теоремы существования и единственности.

Теперь заметим, что после дифференцирования (10) по q и использования соотношений
(9) получаем уравнение, описывающее динамику удельного объема v(t, q):

vtt − ∂2

qqϕ(v) = µ∂2

qq(∂t ln v)k. (11)

Смысл функции ϕ(v) очевиден — это давление, взятое с обратным знаком: p = −ϕ(v).
Рассмотрим несколько примеров. Пусть уравнение состояния выбрано в форме Кла-

пейрона — Менделеева
pv = Rθ,

R — “газовая постоянная”, тогда

ϕ(v) = −Rθ

v
. (12)
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Введем переменную
ξ = q − ct

и будем разыскивать решения (11) в виде

v = v(ξ). (13)

Другими словами, поставим задачу об исследовании решений (11) типа бегущей волны.
Подставляя (13) в (11), получаем

∂2

∂ξ2
[c2v − ϕ(v) + µ(−1)k+1|c|kvk

ξ /v
k] = 0.

В частности, отсюда вытекает, что

(−1)k+1µ|c|kvk
ξ + c2vk+1 − vkϕ(v) = αvk. (14)

Вводя фазовую плоскость (y, v), где y = vξ, перепишем уравнение (14) в следующем виде
(при k = 2m):

−µc2my2m + c2v2m+1 − v2mϕ(v) = αv2m.

Воспользовавшись (12), получаем

−µc2my2m + c2v2m+1 + Rθv2m−1 − αv2m. (15)

Обозначим
µc2m = Q > 0, Rθ = b > 0, α ∈ (−∞, +∞),

разделим все коэффициенты на a∗ и введем новые постоянные

β = c2/a, γ = b/a, α0 = α/a.

Из (15) находим

y2m = βv2m−1

(

v2 − α0

β
v +

γ

β

)

. (16)

При m = 1
α0 = α/µc2, β = 1/µ, γ = b/µc2

и уравнение (16) примет вид

y2 =
1

µ
v2m−1

(

v2 − α

c2
v +

b

c2

)

. (17)

Нетрудно видеть, что, сделав преобразование

v = v̄ + v0, v0 = α/3c2, v̄ = (4µ)v∗,

получим
(

dv∗
dξ

)2

= 4v3

∗
− g2v∗ − g3, (18)

где

g2 =
1

4µ2c4
(bc2 − α2), g3 =

α

16µ327c6
(9bc3 − 2α2).
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Общее решение (18) — функция Вейерштрасса v∗ = ℘(ξ; g2, g3) или

v = 4µ℘(ξ; g2, g3) +
α

3c2
. (19)

Обратимся вновь к уравнению (17). Нулями правой части являются

e1 = 0, e2 =
α −

√
α2 − 4bc2

2c2
, e3 =

α +
√

α2 − 4bc2

2c2
.

1. Если ∆ = α − 4bc2 > 0, то e3 > e2 > e1; v > 0. Область неотрицательности правой
части (17) — {0 ≤ v ≤ e2} ∪ {e3 ≤ v}. Заметим, что в этом случае уравнение (17)

y2 =
1

µ
v(v − e2)(v − e3) (20)

совпадает с уравнением колебания сферического маятника длины 1 и с ускорением “силы
тяжести”, равным 1/2 µ [12]. Общее решение (20) задается формулой

v(ξ) =

(

α −
√

α2 − 4bc2

2c2

)

sn2

[
√

α +
√

α2 − 4bc2

2c
√

µ
ξ

]

.

Более детальное исследование показывает, что область [0, e2] заполнена периодическими
(замкнутыми) траекториями, а область [e3, +∞) задает движение типа перехода волны
сжатия в волну разрежения.

2. Если ∆ < 0, то правая часть (17) неотрицательна для всех v ≥ 0, а решения опи-
сывают переход от волны сжатия к волне разрежения. Периодических структур не су-
ществует.

3. Если ∆ = 0, тогда e3 = e2 > e1 = 0. В этом случае, как известно [12], общее решение
задается формулой (19), но

℘(ξ) =
3g3

g2

− 9g3

2g2

cth2

(

ξ

√

9g3

2g2

)

,

причем g2g3 6= 0. Поведение траекторий на фазовой плоскости вполне понятно. Область
[0, e2] заполнена периодическими решениями, а в области [e2, +∞) — переход от волны
сжатия к волне разрежения. Другими словами, в этой ситуации имеем дело с петлей се-
паратрисы.

Замечание 1. Из представления (16) видно, что при m > 1 поведение траекторий на
фазовой плоскости качественно не изменится; нули правой части (16) и области неотри-
цательности ее остаются прежними.

Замечание 2. Если α ≡ 0, то
∫

dv

v
2m − 1

2m
(c2v2 + b)1/2m

= cµ1/2m(ξ + ξ0). (21)

Согласно теореме Чебышева [13], интеграл (21) вычисляется в элементарных функциях
тогда и только тогда, когда: 1) 1/2m — целое; 2) 1/4m — целое.

Рассмотрим еще один пример. Возвращаясь к уравнению (10), будем искать решение
его в виде произведения двух функций

w(t, q) = U(t)Z(q). (22)
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Если уравнение состояния имеет вид

pvγ = c2, v = 1/ρ,

то (10) запишется так:
wtt − γc2w−γ−1

q wqq = ∂q(∂tlnwq)
k. (23)

Подставив (22) в (23), находим после разделения переменных

1

2
U2

t (t) ± λ2

1 − γ
U1−γ = U0 (γ 6= 1),

γc2

1 − γ
Z1−γ

q ± λ2

2
Z2 = Z0 (γ 6= 1), (24)

и
1

2
U2

t (t) ± λ2lnU = U0 (γ = 1),

Zq = Z0exp

(

±λ2Z2

2c2

)

(γ = 1).

Здесь Z0, U0, c, γ — постоянные.
Согласно теореме Чебышева [13], интегралы для определения U(t) и Z(q) из (24) вы-

числяются в элементарных функциях тогда и только тогда, когда

γ =
k − 1

k
, k = ±1,±2, ...,

или

γ =
2k − 1

2k + 1
, k = 0,±1,±2, ...,

в частности, при γ = −1, 3/2, 5/3, 3.
Как было отмечено в [14], этим свойством обладают модели, описывающие одномерный

нестационарный газ Чаплыгина, двумерный стационарный поток такого газа, бунеманов-
скую неустойчивость плазмы, тиринг-неустойчивость плазмы, неустойчивость Кельвина —
Гельмгольца, ямки плотности слабонеидеального бозе-газа, обобщенный газ Чаплыгина и
др.

В зависимости от сходимости или расходимости соответствующих интегралов решения
могут существовать как на ограниченных, так и на неограниченных промежутках по t, q.

В общей ситуации уравнение (10) при подстановке в него уравнения (22) дает

Z(q)U ′′(t) = ∂qϕ(U(t)Z ′

q(q)).

Дифференцируя его по q и вводя новую исходную функцию V (t, q)

U(t)Z ′

q(q) ≡ Wq = V (t, q),

получим нелинейное волновое уравнение

Vtt − ∂2

qqϕ(V ) = 0, (25)

описывающее динамику удельного объема в переменных (t, q).
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Пусть уравнение состояния имеет вид

p = p0 − v0e
−1/v (v0 > 0).

Тогда функция p(v) обладает следующими свойствами:

p → p0 при v → +0, p → p0 − v0 при v → +∞,

∂p

∂v
= −v0

v2
e−1/v < 0,

∂2p

∂v2
=

v0

v3

(

2 − 1

v

)

e−1/v,

pvv > 0 при v ≥ 1

2
, pvv

(

1

2

)

= 0,

pv → 0 при v → +0, pv

(

1

2

)

= −4v0

e2
,

pv → 0 при v → +∞.

Замечание 3. Неравенство pv < 0 является условием устойчивости термодинамичес-
кого равновесия и выполняется почти для всех реальных веществ в стабильном состоя-
нии [15].

Уравнение для v получается из (25) после подстановки

p ≡ −ϕ(v) = p0 − v0e
−1/v, vtt + v0∂

2

qq(e
−1/v) = 0,

где v(t, q) = U(t)Z ′

q(q).
Если уравнение состояния выбрать в виде

−ϕ(v) ≡ p(v) = p0 − ϕ2

0lnv, (26)

то

pv = −ϕ2
0

v
< 0 (∀v > 0), pvv =

ϕ2
0

v2
> 0, 0 < v < ep0/ϕ2

0 ,

где p0, ϕ0 — постоянные. Подставляя (26) в (25), получаем

vtt + ϕ2

0(v
2

q − vvqq) = 0.

Учитывая представление (22), находим

U ′′(t)U2(t)Z3

q + ϕ2

0U
2(t)(Z2

qq − ZqZqqq) = 0.

Из этого уравнения следует, что

U(t) = ±1

2
λ2t2 + µt + ν,

где λ, µ, ν — постоянные. Обозначив Zq(q) ≡ A(q), получаем

ϕ2

0(−A2

q + AAqq) ∓ λ2A3 = 0.

Пусть β2 =λ2/ϕ2
0 6=0, тогда, вводя функцию f : Aq(q)=f(A) и переменную ξ =ln(A/2),

получаем
∂ξ(f

2) − f 2 ∓ 8β2e3ξ = 0
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с общим решением

f 2(ξ) = eξ[h0 ± 4β2e2ξ]

или в старых переменных

2A2

q = ±β2A3 + h0A. (27)

С помощью замены A = αÃ и при α = ±σ/β2 уравнение (27) может быть приведено к
каноническому виду

Ã2

q = 4Ã3 + aÃ (a = h0/8β
2).

Следовательно, решением уравнения (27) является функция Вейерштрасса

Ã(q) = ℘(q + c0)

с инвариантами g2 = a, g3 = 0. Если β2 = 0, то и λ2 = 0, тогда

U(t) = µt + ν, A(q) = A0e
±f0q,

где µ, ν, A0, f0 — постоянные.
Полученные формулы дают описание динамики удельного объема v в переменных (t, q).
В заключение отметим, что уравнение (11) допускает решение вида

v(t, q) = at + f0(q),

где f0(q) — произвольная функция.
Действительно, vtt ≡ 0, а оставшееся уравнение дает

∂2

∂q2
{ϕ(v) + µ[∂tln(at + f0(q)]

k} = 0,

но

∂tln(at + f0(q)) =
a

at + f0(q)
=

a

v
.

Положим

ϕ(v) = −akµv−k,

тогда

pvk = µak.

Это решение может быть интерпретировано как “ударная” волна с непрерывной скорос-
тью.

Автор благодарит В. К. Андреева за обсуждение результатов статьи.
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