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The three-point finite-difference monotonous scheme on non-uniform grid for solving
convective-diffusion transport equation with source, discontinuous coefficients and boundary
conditions of a general type is suggested. The construction of the scheme is based on the
application of analytical solution of non-homogeneous differential equation of the second
order with constant coefficients and linear right-hand side. This solution is locally exact
within the grid step interval. The asymptotic of scheme coefficients for small values of
grid parameter is investigated and the relation to spline approximation schemes is shown.
The efficiency of difference scheme application is verified by test calculations.

Введение

Конвективно-диффузионный перенос играет определяющую роль во многих процессах
тепломассообмена [1]. В качестве базовых математических моделей при его описании вы-
ступают краевые задачи “конвекции — диффузии— реакции”, отличительным признаком
которых является наличие в определяющих уравнениях слагаемых с первой производной
и младших членов. Получение решения, даже в одномерном случае, требует привлече-
ния вычислительных средств, поэтому для аппроксимации краевых задач, обладающих
достаточной гладкостью, разработаны эффективные численные методы [2 – 7].

Доминирование конвекции над диффузией, знакопеременность коэффициента при кон-
вективном слагаемом делают возможным появление в расчетной области локальных облас-
тей с большими градиентами искомой функции — пограничных и внутренних переходных
слоев. Наличие источников и стоков в химически реагирующих потоках вносит допол-
нительные сложности в картину процесса. В конечном счете, это приводит к серьезным
трудностям при численном интегрировании математических моделей [4, 8, 9].

Характерным является нарушение монотонности решения при аппроксимации первой
производной центральными разностями. Для ее выполнения прибегают к сильному умень-
шению шага сетки, что ведет к неоправданным затратам процессорного времени, или с по-
терей порядка точности переходят к односторонним разностям. В последнем случае схем-
ная диффузия размазывает узкие зоны с погранслойным характером решения. В совре-
менных технологиях для обеспечения монотонности решения применяют регуляризацию
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разностных схем, в частности, основные способы задания регуляризаторов обсуждаются
в [4, 5].

Причиной указанных трудностей является различный масштаб процессов диффузии,
конвекции, источников и стоков. В математическом отношении это приводит к появлению
в краевой задаче малого параметра при старшей производной. Его стремление к нулю
приводит к неограниченному росту производной и порождает сингулярно возмущенную
задачу [10].

Практические потребности решения таких задач дали импульс к их исследованию [10] и
разработке специальных вычислительных технологий, обеспечивающих необходимый по-
рядок точности приближенного решения, равномерно по малому параметру [11, 12]. Дан-
ной проблеме посвящено большое количество работ отечественных и зарубежных иссле-
дователей, обширная библиография по этому вопросу приводится в монографиях [13 – 16],
статьях [17 – 23].

При численном анализе задач конвективного тепломассообмена обычно применяются
грубые сетки, которые не связаны с масштабами описываемых процессов и плохо адап-
тированы к сложной структуре решения. Поэтому одним из путей обеспечения точности
численных моделей является применение или построение специальных разностных схем.
Для задач гидродинамики и теплообмена такие технологии использовались в [24 – 31].

В настоящей работе на трехточечном шаблоне получена специальная разностная схема
для решения на произвольной сетке одномерного стационарного конвективно-диффузионного
уравнения переноса общего вида с краевыми условиями третьего рода. Коэффициенты
уравнения, источниковый член могут быть разрывными функциями. В основе построения
схемы лежит локально точное фундаментальное решение неоднородного дифференциаль-
ного уравнения второго порядка с замороженными на сеточном шаге коэффициентами и
линейной правой частью. Схема является монотонной, консервативной и позволяет эф-
фективно решать конвективно-диффузионные задачи тепломассообмена, в том числе с
малым параметром при старшей производной.

1. Математическая постановка задачи и ее анализ

Рассмотрим одномерное стационарное конвективно-диффузионное уравнение переноса об-
щего вида в несамосопряженной форме на отрезке [a, b]

Lu ≡ d

dx

(

f1(x)
du

dx

)

+ f2(x)
du

dx
+ f3(x)u = f4(x), x ∈ (a, b), (1)

с краевыми условиями

x = a : L1u ≡ q1
du

dx
+ q2u = q3, (2)

x = b : L2u ≡ p1
du

dx
+ p2u = p3. (3)

Здесь u(x) — искомая функция аргумента x, коэффициенты уравнения f1(x) — f4(x) при-
надлежат классу Q0[a, b] кусочно-непрерывных на [a, b] функций; qi, pi (i = 1 − 3) —
заданные числа, причем q2

1 + q2
2 > 0, p2

1 + p2
2 > 0 и p1, p2, q1 > 0, q2 < 0. Считаем, что

выполняются обычные для задач тепломассообмена условия f1(x) ≥ ε > 0 и f3(x) ≤ 0,
значение ε может быть сколь угодно малым.
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К необходимости решения уравнения (1) – (3) приводят задачи конвективного тепло-
массопереноса в химически реагирующих средах [1]. Экспоненциальный характер решения
и наличие узких областей с большими градиентами при значениях |f2(x)| À f1(x) харак-
терны для этого уравнения.

Данную ситуацию хорошо иллюстрирует простейший пример стационарной конвекции
и диффузии [8, 9, 11], дифференциальное уравнение которого имеет вид

ε
d2u

dx2
− du

dx
= 0, x ∈ (0, 1), (4)

x = 0 : u = u0, ε = 1/Pe, Pe = vL/Γ,

x = 1 : u = u1,

где v — скорость; L — масштаб длины; Γ — коэффициент диффузии; Pe — число Пекле;
x — безразмерная координата.

Точное решение u(x) и его производная u′(x) зависят от числа Pe:

u(x) − u0

u1 − u0

= ξ(Pe, x) =
exp(Pe x) − 1

exp(Pe) − 1
, (5)

u′(x)

u1 − u0

= η(Pe, x) =
Pe exp(Pe x)

exp(Pe) − 1
. (6)

Из (5), (6) следует, что при сильной диффузии Pe → 0 (ε → ∞), решение u(x) стре-
мится к линейной функции, так как

lim
Pe→0

ξ(Pe, x) = x, lim
Pe→0

η(Pe, x) = 1.

При сильной конвекции Pe → ∞ (ε → 0) функция ξ(Pe, x) близка нулю везде, кроме
правой границы. Здесь в узком слое толщиной около ε возникает деформация решения с
неограниченным ростом производной

lim
Pe→∞

ξ(Pe, x) = exp (−Pe(1 − x)) , lim
Pe→∞

η(Pe, x) = Pe exp (−Pe(1 − x)) .

Зависимости u(x) и u′(x) для различных значений Pe показаны на рис. 1. Отрезок [0, 1]
без потери общности можно считать за шаг грубой сетки. Линейный профиль (Pe = 0),
обычно полагаемый между узлами при построении конечно-разностной схемы, не соответст-
вует действительности при малых значениях ε (при Pe = 20, кривые 5) и оказывается
пригодным лишь до Pe < 2. Поэтому в полуцелом узле возникает значительная ошибка в
величине диффузионного потока q = Γu′(0.5), определяющем точность разностной схемы.

На рис. 2 представлены результаты расчета задачи при Pe = 20 по классическим схе-
мам, построенным на предположении о линейности профиля на сеточном шаге. На грубой
сетке с шагом h = 0.2 (соответствует сеточному Peh = vh/Γ = 4) схема с центральными
разностями дает значительные колебания, односторонние разности сильно размазывают
решение. В этом случае с погрешностью O(h2) аппроксимируется уравнение

ε(1 + 0.5Peh)
d2u

dx2
− du

dx
= 0,

в котором при значении Peh > 2 схемная вязкость превышает физическую [9]. Еще более
сильное отличие от точного решения наблюдается в окрестности пограничного слоя для
градиента функции (рис. 2, б).
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Рис. 1. Профили функции u(x) (а) и ее производной u′(x) (б) при Pe = 0, 1, 2, 10, 20 — кривые
1 — 5 соответственно.

Рис. 2. Численное решение конвективно-диффузионного уравнения при числе Pe = 20 на основе
различных схем: 1 — точное решение, 2 — центральные разности, 3 — противопотоковые разности,
кривая со значком • — настоящая работа, h = 0.2, Peh = 4.

Таким образом, причиной неудач классических схем является взаимосвязь производ-
ных в уравнении (4), которые нельзя рассматривать отдельно как простые слагаемые.
Присутствие источника и стока на сеточном интервале усугубляет положение дел. Эти
обстоятельства следует учитывать при построении разностных схем.

2. Методика построения разностной схемы

Введем на [a, b] неравномерную сетку

Ω =
{

xi, i = 0, N, x0 < . . . < xi−1 < xi < xi+1 < . . . < xN = b
}

,

h+ = xi+1 − xi, h− = xi − xi−1, h = max
i

(xi − xi−1).
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Будем считать, что точки разрыва функций f1(x) — f4(x) совпадают с узлами сетки.
Выделим на Ω трехточечный шаблон {xi−1, xi, xi+1}. Обозначим через

f+
1 =

1

h+

xi+1
∫

xi

f1(t)dt, f−

1 =
1

h−

xi
∫

xi−1

f1(t)dt (7)

квадратурные аппроксимации интегралов с погрешностью O(h2). Аналогичные формулы
пусть имеют место для функций f2(x), f3(x). Здесь и в дальнейшем величинам, относя-
щимся к [xi−1, xi] и [xi, xi+1], будем приписывать верхние индексы “−” и “+” соответст-
венно. Наряду с (1), на [xi, xi+1] рассмотрим близкую задачу с кусочно-постоянными
коэффициентами и правой частью f4(x), линейно зависящей от аргумента x:

L+u ≡ d

dx

(

f+
1

du

dx

)

+ f+
2

du

dx
+ f+

3 u = f+
4 (x), x ∈ (xi, xi+1),

x = xi : u = u(xi) = ui,

x = xi+1 : u = u(xi+1) = ui+1,

f+
4 (x) = f+

4,i

(xi+1 − x)

h+
+ f+

4,i+1

(x − xi)

h+
. (8)

На отрезке [xi−1, xi] задача (8) для оператора L−u выглядит аналогичным образом.
Общее решение неоднородного дифференцального уравнения второго порядка (8) может
быть записано в виде [32]

u(x) =
f+

4,i

f+
1

[

λ+
1 λ+

2 (xi+1 − x) − (λ+
1 + λ+

2 )
]

h+
(

λ+
1 λ+

2

)2 +

+
f+

4,i+1

f+
1

[

λ+
1 λ+

2 (x − xi) + (λ+
1 + λ+

2 )
]

h+
(

λ+
1 λ+

2

)2 + C1e
λ+

1
x + C2e

λ+

2
x, (9)

где C1, C2 — константы; λ+
1 и λ+

2 — корни характеристического уравнения

λ2 +
f+

2

f+
1

λ +
f+

3

f+
1

= 0,

λ+
1 =

−f+
2 +

√
D

2f+
1

, λ+
2 =

−f+
2 −

√
D

2f+
1

, D =
(

f+
2

)2 − 4f+
1 f+

3 . (10)

Так как f3(x) < 0, то D > 0, при этом корни имеют разные знаки. При f3(x) ≡ 0 один
из корней равен нулю. Если f3(x) ≡ 0, f2(x) ≡ 0, то оба корня равны нулю.

Постоянные C1 и C2 определяются из краевых условий (8). В конечном итоге точное
решение уравнения (8) на отрезке [xi, xi+1] запишется в виде

u(x) = ui
g+

(

λ+
2 − λ+

1

)

h+
eλ+

2
h+

[

e−λ+

1
(xi+1−x) − e−λ+

2
(xi+1−x)

]

+ ui+1c+

+
f+

4,i

f+
1

{[

N+ +
(

M+ − N+
)

eλ+

1
h+

]

c −
(

M+ − N+
)

eλ+

1
(x−xi) +

[

M+/h+(xi+1 − x) − N+
]}

+
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+
f+

4,i+1

f+
1

{[

N+eλ+

1
h+ −

(

M+ + N+
)

]

c − N+eλ+

1
(x−xi)+

[

M+/h+(x − xi) + N+
]}

, (11)

где

c =
g+

(

λ+
2 − λ+

1

)

h+
e−λ+

1
h+

[

eλ+

2
(x−xi) − eλ+

1
(x−xi)

]

.

Опираясь на выражение (11), вычислим диффузионный поток q+ (без учета знака) на
[xi, xi+1] в точке x = xi+0 (справа):

q+ = f+
1

du

dx

∣

∣

∣

∣

x=xi+0

= uif
+
1

(

λ+
1 − g+

h+

)

+ ui+1f
+
1

(

g+

h+
e−λ+

1
h+

)

+

+f+
4,i

[

−R + M+

(

g+

h+
− λ+

1

)]

+ f+
4,i+1

[

R − M+ g+

h+
e−λ+

1
h+

]

. (12)

Здесь для краткости записи использованы следующие обозначения:

g+ = g
((

λ+
2 − λ+

1

)

h+
)

, g(z) = z/ (exp(z) − 1) ,

R =

{

M+

h+
− N+

[

g+

h+

(

exp
(

−λ+
1 h+

)

− 1
)

+ λ+
1

]}

,

M+ =
1

λ+
1 λ+

2

, N+ =
λ+

1 + λ+
2

h+
(

λ+
1 λ+

2

)2 . (13)

Выполняя аналогичные действия, получим диффузионный поток q− на [xi−1, xi] в точке
x = xi−0 (слева):

q− = f−

1

du

dx

∣

∣

∣

∣

x=xi−0

= uif
−

1

(

λ−

2 +
g−

h−

)

− ui−1f
−

1

(

g−

h−
eλ−

2
h−

)

+

+f−

4,i

[

Q − M−

(

λ−

2 +
g−

h−

)]

+ f−

4,i−1

[

−Q + M−
g−

h−
e−λ−

2
h−

]

, (14)

где

Q =

{

M−

h−
+ N−

[

g−

h−

(

exp
(

λ−

2 h−
)

− 1
)

− λ−

2

]}

, (15)

остальные обозначения введены выше.
В узле xi должны выполняться условия непрерывности функции u(x) и диффузионного

потока q [2]:
u|x=xi−0

= u|x=xi+0
, q|x=xi−0

= q|x=xi+0
. (16)

Приравнивая потоки (12) и (14) и проводя необходимые вычисления, получим канони-
ческую форму разностных уравнений:

aiui−1 − ciui + biui+1 = −di, i = 1, N − 1, (17)

ai =
f−

1

h−
g−eλ−

2
h−

, bi =
f+

1

h+
g+e−λ+

1
h+

, ci =
f−

1

h−
g− +

f+
1

h+
g+ + f−

1 λ−

2 − f+
1 λ+

1 ,

di =

{

f−

4,i−1

[

Q − M−
g−

h−
eλ−

2
h−

]

+ f−

4,i

[

−Q + M−

(

λ−

2 +
g−

h−

)]

+



30 В. Г. Зверев, В. Д. Гольдин

+f+
4,i

[

−R + M+

(

g+

h+
− λ+

1

)]

+ f+
4,i+1

[

R − M+ g+

h+
e−λ+

1
h+

]}

.

Аппроксимацию краевых условий удобно получить на двухточечном шаблоне тем же
способом, что и для внутренних узлов. При этом не будет нарушаться общая структура
матрицы коэффициентов. Выделяя в (2) поток q+ на [x0, x1] в точке x = x0 и подставляя
соответствующее выражение (12), получим сеточную аппроксимацию левого граничного
условия (2) при i = 0:

−c0u0 + b0u1 = −d0, (18)

b0 =
q1

f+
1

(

f+
1

h1

g+e−λ+

1
h1

)

, c0 =
q1

f+
1

[

f+
1

(

g+

h1

− λ+
1

)]

− q2,

d0 =
q1

f+
1

{

f+
4,0

[

−R + M+

(

g+

h1

− λ+
1

)]

+ f+
4,1

[

R − M+ g+

h1

e−λ+

1
h1

]}

− q3.

Проводя аналогичные выкладки, получим двухточечную сеточную аппроксимацию
правого граничного условия (3) при i = N :

aNuN−1 − cNuN = −dN , (19)

aN =
p1

f1

(

f−

1

g−

hN

eλ−

2
hN

)

, cN =
p1

f1

[

f−

1

(

λ−

2 +
g−

hN

)]

+ p2,

dN =
p1

f1

{

f−

4,N

[

−Q + M−

(

λ−

2 +
g−

hN

)]

+ f−

4,N−1

[

Q − M−
g−

hN

eλ−

2
hN

]}

+ p3.

Сложные выражения (17) – (19) несколько упрощаются, если считать источник кусочно-
постоянным, f4(x) ≈ f−

4,i на (xi−1, xi) и f4(x) ≈ f+
4,i на (xi, xi+1). Коэффициенты ai, bi, ci

в этом случае остаются прежними, а di принимает более простой вид

di =

{

f−

4,i

[

M−

(

g−

h−

(

1 − eλ−

2
h−

)

+ λ−

2

)]

+ f+
4,i

[

M+

(

g+

h+

(

1 − eλ+

1
h+

)

− λ+
1

)]}

.

Данная упрощенная схема применялась в [31] для расчета задач внешней аэродинамики.
Выражения (17)–(19) образуют систему (N + 1) линейных алгебраических уравнений

с трехдиагональной матрицей относительно неизвестных u0, . . . , uN . Она решается эконо-
мичным методом прогонки [2], требующим выполнения O(N) арифметических действий.

Отметим некоторые свойства полученной схемы. Согласно (17), коэффициенты ai, bi, ci

являются всегда положительными, так как g(z) > 0 для любых z. Кроме того, имеет
место диагональное преобладание ci ≥ ai + bi, i = 1, N , что обеспечивает устойчивость
метода прогонки и монотонность разностной схемы [2]. В силу потокового способа постро-
ения она обладает свойством консервативности, поэтому обеспечивает строгое выполне-
ние интегрального закона сохранения для исходного дифференциального уравнения (1).
Принципиальным является следующее. После вычисления ui в узлах, используя формулу
(11), при необходимости можно рассчитать распределение искомой функции u(x) и диф-
фузионного потока q(x) внутри сеточного интервала [xi, xi+1] и, следовательно, на всем
отрезке [a, b].

Таким образом, построенная разностная схема является точной для уравнения (1) в
предположении произвольных кусочно-постоянных на [a, b] коэффициентов f1(x) — f3(x) и
кусочно-линейной правой части f4(x). В случае более сложной их зависимости на сеточном
интервале погрешность аппроксимации схемы составляет O(h2).
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3. Асимптотика коэффициентов разностной схемы

Рассмотрим поведение коэффициентов разностной схемы (17) в случае малых значений
определяющего сеточного параметра λh, λ = max(|λ1|, |λ2|). При λ1h → 0, λ2h → 0 имеем

g(ω) =
ω

eω − 1
≈ 1 − ω

2
+

ω2

12
+ O

(

ω4
)

, ω = (λ2 − λ1) h,

eω ≈ 1 + ω +
ω2

2
+ O

(

ω3
)

. (20)

Удерживая необходимое по ходу анализа число членов в разложении (20), получим,
что коэффициенты точной схемы (17) с погрешностью O(h2) стремятся к следующим вы-
ражениям:

ai =
f−

1

h−
+ f−

3

h−

6
− f−

2

2
, bi =

f+
1

h+
+ f+

3

h+

6
+

f+
2

2
, ci = ai + bi −

(

f−

3

h−

2
+ f+

3

h+

2

)

,

di = −
{

h−

2

(

f−

4,i−1

3
+

2f−

4,i

3

)

+
h+

2

(

f+
4,i+1

3
+

2f+
4,i

3

)}

. (21)

Наличие слагаемых f3h/6 в формулах для коэффициентов ai, bi, а также вид выраже-
ния для di указывают на принадлежность предельного вида точной схемы (17) к классу
сплайновых аппроксимаций [33, 34]. В частности, при соответствующем выборе прибли-
женных формул (7) для коэффициентов f1(x) — f3(x) можно добиться тождественного сов-
падения со сплайновой схемой итерационно-интерполяционного метода [34]. Это означает,
что пределом применимости сплайновых разностных схем [33, 34] является выполнение
условия λh < 1, при котором справедливы разложения (20). Как следует из (21), получен-
ная аппроксимация конвективного члена дифференциального уравнения соответствует
центральным разностям. В этом нет ничего удивительного, так как в условиях сущест-
вования разложений (20) λh < 1 выполняется известное ограничение на сеточное число
Пекле Peh = |f2|h/f1 < 2.

Если в выражениях (20) ограничиться слагаемыми порядка ω и считать источник
кусочно-постоянным, то мы придем к традиционной разностной схеме конвективного теп-
ломассообмена [35]:

ai =
f−

1

h−
− f−

2

2
, bi =

f+
1

h+
+

f+
2

2
, ci = ai + bi −

(

f−

3

h−

2
+ f+

3

h+

2

)

,

di = −
{

h−

2
f−

4,i−1 +
h+

2
f+

4,i+1

}

.

4. Анализ результатов численных расчетов

Для анализа точности предложенной схемы и ее сравнения с другими распространенными
на практике сеточными аппроксимациями было рассмотрено несколько тестовых задач.
Одна из них приведена в [30]:

du

dx
− 1

Re

d2u

dx2
= sin(πx), x ∈ (0, 1) u(0) = u(1) = 0. (22)
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Т а б л и ц а 1
Результаты решения задачи (22) на равномерной сетке

Номер узла i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

u · 104 157 559 1173 1950 2826 3731 4592 5338 5909 6259
а 125 235 322 380 402 388 338 251 90 −590

Re = 102 ∆ · 104 б −117 76 −209 260 −444 689 −1053 1700 −2582 4132
в 99 189 262 312 335 330 296 237 158 64
г −1 −4 −8 −13 −19 −25 −31 −36 −40 −42

u · 104 132 511 1106 1870 2740 3646 4514 5275 5866 6240
а 127 242 335 399 429 421 378 303 200 11

Re = 103 ∆ · 104 б −5030 233 −5253 499 −5489 794 −5747 1111 −6037 1446
г −1 −3 −7 −13 −19 −25 −31 −36 −40 −42

Аналитическое решение уравнения (22) имеет вид

u(x) =
Re

π2 + Re2 sin(πx) +
Re2

π
(

π2 + Re2
)

[

1 − cos(πx) − 2
e−Re(1−x) − e−Re

1 − e−Re

]

.

В табл. 1 и на рис. 3 приведены результаты численного решения задачи на равномерной
сетке с шагом h = 1/11 (x0 = 0, x11 = 1) при Re = 100 (Reh = 9.1) и Re = 1000 (Reh = 91).
В табл. 1 приняты следующие обозначения: u, uh — точное и приближенное решения,
∆ = (uh − u) — погрешность численного решения, строки “а”, “б” относятся к аппроксима-
ции конвективного слагаемого односторонними и центральными разностями, строка “в” —
схеме Н. И. Булеева, Г. И. Тимохина [25] (совпадает со схемой А. М. Ильина [11]), сторока
“г” — настоящей работе.

Рис. 3. Численное решение задачи (22) при различных значениях числа Re: 1 — точное решение,
2 — центральные разности, 3 — противопотоковые разности, • — результаты расчета по схеме,
предложенной авторами, h = 1/11; а — Reh = 9.1, б — Reh = 91.

Как следует из представленных результатов, односторонние разности (строка “а”) пло-
хо обрабатывают область погранслойного изменения функции на правом конце. Схема
“б” приводит к сильным осцилляциям решения. Ситуация становится еще более драма-
тичной с увеличением параметра Re. Анализ таблицы и рисунка показывает, что ошибка
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предложенной схемы (строка “г”) оказывается почти на порядок ниже одной из лучших ап-
проксимаций (строка “в”) [11, 25]. Так как левая часть уравнения (22) описывается обеими
схемами точно, улучшение погрешности численного решения напрямую связано с учетом
линейной зависимости источника на сеточном интервале.

Больший интерес представляют случай переменных коэффициентов дифференциаль-
ного уравнения и исследование сходимости разностной схемы к точному решению в зави-
симости от величины параметра при старшей производной. Получение такой теоретиче-
ской оценки на строгом уровне сопряжено со значительными трудностями, поэтому для
этой цели была использована экспериментальная методика [13], основанная на проверке
условия общего принципа сходимости. Методика состоит в следующем.

При фиксированном значении ε для последовательности сеток xi = ihk, i = 0, 1, . . . , 1/hk,
где hk = h/2k, h — шаг самого грубого разбиения, k = 0, 1, 2, . . ., определяется максимум
разности решений на двух сетках

Zk,ε = max
∣

∣

∣
u

h/2k

i − u
h/2k+1

2i

∣

∣

∣
, (23)

который берется по всем i-м точкам более грубой из них. Выполнение условия

Zk,ε ≤ C
(

h/2k
)p

, k = 0, 1, 2, . . . , (24)

согласно общему принципу сходимости [13], обеспечивает равномерную сходимость с по-
рядком p, если C и p не зависят от ε. Из (24) следует, что при фиксированном ε

pk,ε = log2 (Zk,ε/ Zk+1,ε) , (25)

а lg (Zk,ε) является линейной функцией аргумента k.
Данная методика была реализована на следующей модельной задаче [13]:

εu′′ +
(

1 + x2
)

u′ −
(

(x − 0.5)2 + 2
)

u + 4
(

3x2 − 3x + 1
) (

(x − 0.5)2 + 2
)

= 0, (26)

u(0) = −1, u(1) = 0.

На рис. 4, а (сплошная кривая) хорошо видно, что решение уравнения (26) содержит
пограничный слой толщиной порядка ε на левой границе. Несмотря на то, что шаг грубой
сетки (h = 1/8) превышает его толщину (порядка 1/512), разностная схема практически
точно воспроизводит в узлах решение и диффузионный поток (рис. 4 б). Использование
локального решения (9) или (11) в качестве интерполирующей функции дает принципи-
альную возможность получить распределение искомой функции и диффузионного потока
внутри сеточного интервала. На рис. 4 соответствующие значения в зоне пограничного
слоя показаны крестиками. Как видно, имеет место хорошее совпадение с общим ходом
точного решения. Расчеты на более мелких сетках еще сильнее уточняют результаты.

На рис. 5 показана зависимость lg (Zkε) от параметра измельчения сетки k. Для раз-
личных ε графики являются параллельными прямыми, что указывает на равномерную
сходимость. В табл. 2 приведены результаты вычислений pk,ε в широком диапазоне изме-
нения k и ε. В последнем столбце дается средняя по всем k величина pε. Максимальное
(при ε ∼ 1) и минимальное (при ε → 0) значения pε соответствуют порядку классической
и равномерной сходимости. Анализ таблицы (последний столбец) показывает, что поря-
док pε практически не зависит от величины ε, что соответствует свойству равномерной
сходимости разностной схемы по этому параметру.
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Рис. 4. Графики функции u(x) и диффузионного потока εu′(x) в тестовой задаче (26): сплош-
ная линия — точное решение, • — результаты расчета по схеме, предложенной авторами, × —
интерполяция по формуле (9) в области погранслоя; h = 1/8, ε = 1/512.

Рис. 5. Максимум разности решений на двух последовательных сетках для различных ε.

Т а б л и ц а 2
Результаты решения модельной задачи (26)

k 0 1 2 3 4 Среднее
ε pε

1/2 2.004 2.001 2.001 2.000 2.000 2.00

1/4 1.996 1.996 2.001 1.999 2.000 2.00

1/8 1.978 2.000 1.989 2.050 1.957 1.99

1/16 1.993 2.001 2.000 2.002 1.989 2.00

1/32 1.939 2.000 1.999 1.998 2.010 1.99

1/64 1.912 1.992 1.999 1.996 2.006 1.98

1/128 1.924 1.966 2.022 1.992 2.006 1.98

1/256 1.913 1.975 1.996 2.029 2.001 1.98

1/512 1.905 1.961 2.004 2.013 2.038 1.98
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Рис. 6. Графики функции u(x) (а) и диффузионного потока εu′(x) (б) в тестовой задаче (27):
сплошная линия — точное решение, • — результаты расчета по схеме, предложенной авторами,
h = 0.1, ε = 0.01.

В завершение рассмотрим модельную задачу [13], содержащую точку поворота, в ко-
торой происходит смена знака коэффициента при первой производной и в ней f2(x) = 0:

εu′′ + 2xu′ = 0, u(−1) = −1, u(1) = 2. (27)

Задача имеет точное решение

u(x) =
Φ(1/

√
ε) + 3Φ(x/

√
ε)

2Φ(1/
√

ε)
, Φ(z) =

2√
π

z
∫

0

e−t2 .

Внутренний пограничный слой находится в точке поворота при x = 0 и имеет толщину
порядка ε1/2. Здесь решение резко изменяется от −1 до 2. Считаем, что точка поворота
находится в одном из узлов сетки. Схема (17) – (19) дает правильные значения u(x) в узлах
даже на грубой сетке при N = 2−10. На рис. 6 приведены значения u(x) и диффузионного
потока εu′(x) при ε = 0.01 и N = 20 (h = 0.1). Возрастание числа узлов сетки N приводит
к уменьшению различия численного и точного решений.

Заключение

Предложена трехточечная монотонная разностная схема для решения на неравномерной
сетке одномерного стационарного конвективно-диффузионного уравнения переноса с ис-
точником, разрывными коэффициентами и краевыми условиями общего вида. В основу ее
построения положено точное аналитическое решение неоднородного дифференциального
уравнения второго порядка с замороженными на сеточном интервале коэффициентами
и линейной правой частью. Исследована асимптотика коэффициентов схемы при малых
значениях сеточного параметра, показана ее связь со схемами сплайновой аппроксима-
ции. Тестовые расчеты подтверждают эффективность применения разностной схемы для
решения конвективно-диффузионных задач тепломассообмена.
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