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	�
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	�������� ������� � �������
�� �����
��� # ������ ������ $�	 ������	
������
	 �	� �	�	�	 ��	���	"���
%�� ��	��	 ��
��
�� ��	"��
	�
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	�������� ������ � �������
�� �����
�� �	�
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��
����
�� ��	���	"�� ���&
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/1 ���� Ǳ����	
 ���� ��	������

# 
	����*�� ����� �
����	��
�� ������ ����������� �	� ��� 	
	���	 ��	������
��� ������ 2���� 
	������ '3)4� �	� � ��� ��&�
�� ������ ��	���
�� ��
	���������
������	�� 2���� 
	������ '560)4� �
���� �	�	�� �	���	�������� ������ ��	���
�� ���
���	�� ��������

�� 7�
����	���	"��8 ���� �	��
� ��*�����

�� 	�	������ �9���
�����

�� 
	 ������������*�� �
����	��
��� :���&�
���� $��� �
����	�����	

��
�	�	� ��	���	���� ���
� 	����	�
��� � �
�������������� � ����� ���
�� �	�������
��� ������
��� ;� �������� �������
��� � �	���	����	��	� � �	

�� �	���� ������	
��	���	"���
%	��� � �	

�� �	���� �� ����� ��������	���� ������*�� ����
	��
��<
a, b, . . . , A, B, . . . . ������� � �	���"� � ��*�����

��� �
	��
����=
a,b, . . . . �
����	�� � ������� � �
����	��
��� $����
�	��=
A,B, . . . . �	���"� � �
����	��
��� $����
�	��=
a, a . 
��
�� � ����
�� ��	
�"� �
����	�	 a �����������

�� ���� a = [a, a]=
Z . �
������� 2����"�4 ���� "���� �����=
Z+ . �
������� ���� 
�����"	����
�� "���� �����=
R . ��� �����������
�� �����=
IR . ��	�������	� �
����	��
	� 	��������	=
KR . ��
	� �
����	��
	� 	��������	 2	��������	 >	����	4=
W Z+ . �
������� ���� �����
��
�� �������	����
����� $����
��� �� W 2�����	���


�� �� Z+ � W 4�

�� 	
��������� ����
��� ���
������

>�	�������	� ������	 ��	���	"�� ������� � �������
�� ������ � �����	
���� �������

�� ��� ��
	�������� �������� �	�	

�� ����� �����
��� ����������� Ǳ�����
�� �����
����� ��
��
�� ��	"��
	�
�� �
������
�� ��	������� ������� ����� ���� ��	�	����
�����	
� ������
�� �������	����
����� �	���" �	����	 p × m 2m . ����� �������
p . ����� ������� �������4<

{A1, A2, . . .}. 2(4

# $��� ����	� ��� �	�	

�� �������	����
���� �������� ��	���
�� 2����
�� �������
�	����
����4 u(0), u(1), . . . ∈ U �����
	� �������	����
���� �������� y(0), y(1), . . . ∈ Y
����������� ����
�&�
����

y(t) =
t∑

i=1

Aiu(t− i), t = 1, 2, . . .

?	��� ���	���� �����
�� ���������� ��������� 
�������� �����	��
��� ������� ��
����� 
	���	�� �����	��
��� ����������<

f : UZ+ → Y Z+ .

@	�	�	 ��	���	"�� ��� �	

��� ��	��	 ������ ������� � �������
�� �	���	������
��� ������ $��� ������� � �����	
���� ������
��� �����	� �����	���� �	�
���
���
��	�
�
����

x(t+ 1) = Fx(t) +Gu(t),

y(t) = Hx(t), t = 0, 1, . . . ,
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��� x(t) � x(t + 1) . ������� ������
�� � ����
�� �����
� t � t + 1 �����������

��
 ������
�� �����	� �	���"� F � G � H ������ � �� �	����
������� A���&� ������
�
'()� ��� �	�	�	 ��	���	"�� � $��� ����	� �������� � 
	�����
�� ������ �	���" (F,G,H)�
�	���� ���

Ai = HF i−1G, i = 1, 2, . . .

B�����
� �	���� ��� ��� ������ 
	� ����� 2� �	�� 
	� ������	���
��� ����"	��4
��	���������� �������	����
���� 2(4 $����	��
�
	 �� �������
�
���� '1)� C�� ��
	�	���
��� ���� ��� �������	����
���� 2(4 ��*������� ��
��
����
	� ��	���	"��� �� 
	������
"���� r > 0 � ��$���"��
�� β1, β2, . . . , βr �� ��� 2��� ����"	4� 
	� ������� �������
	
������	� �	���� ���

Ar+j+1 =

r∑
i=1

βiAi+j, j = 0, 1, 2, . . .

,�*������� ����	���
�� ���������� $�������
�� �����������
�� ��"���� ��� ��
�����
�� ��
��
����
�� ��	���	"�� � ����	� ������ 
	� ����� '/� D)� � �	��
���� 
	�
���� �����������
�� ����� R� %	

	� ������	 ����� ���� ����*�
	 �	��� 
	 ����	�
������ 
	� ����"	�� '1) � �	�� ��� ������ � 7&����8� # �����
�� ����	� ���� ���� �
�	� 
	���	���� ������� �������

�� ��	���	"�� 'E)�

�� �������
���� ����������� �������

�	���	������	� ������ �
������
��� �
����	��
� �	�	

��� ��-���	 ��	���
�� �����

� �����	������� � ���� ������� ��	�
�
�� � �
����	��
��� 	�	����	�� � �
��	����
�	� ��������� �	���	�������� ������� �
������
�� ��
	�������� ��-������ 	�	�����
������� ��
	����	� �	�	

�� �
����	��
��� ,����� $���� ������� ������ ������*��
�������
���

��������
�� �� �������� ��	
���	���� ���	������� ������� � ��������� ����
��� �� m ����	�� n ���������� � p �����	�� � ������	����� �	�	���	� ���
�� �	���	�� �	��� ������ [Σ] = (F,G,H)� ���	������� ��������� ������� ������
�	���� ��	�������

x(t + 1) = Fx(t) +Gu(t), y(t) = Hx(t), x(0) = x0 ∈ R
n, t = 0, 1, 2, . . . , 234

��� u(t) ∈ R
m� x(t), x(t+ 1) ∈ R

n� y(t) ∈ R
p� � ����	�� �	� �������� 	��	��������

������

x(t + 1) = Fx(t) +Gu(t), y(t) = Hx(t), x(0) = x0 ∈ R
n, t = 0, 1, 2, . . . ,

	���
� (F,G,H) ������� ����	��� 	� �	�	��� ������	���� 	���
	 (F,G,H)�
�!�! F ∈ F ∈ IR

n×n� G ∈ G ∈ IR
n×m� H ∈ H ∈ IR

p×n�
,������ �	������� ��� �	

�� ����� � �������
�� �
����	��
� �	�	

�� ��
��
��

������� 
� �������� ���
����

� ������
��� 
� �������	�� ����� �
������	��� ������

�� ��-����� � �
����	��
�� 
��������

����� � �$���� 
� ����� ������� � �	�����
�� ��*��� �������
�� ��
��
�� ������� � �
����	��
�� 
��������

������ F����
�

	���	� �������

�� ��&� �� ��
	�������� ������� ��
��
�� ��	"��
	�
�� ��
	�
�������� �������� � �������
�� �����
�� � ������	����� �	�	���	�� �� �	���
������� �������
�� �*� ���� ���� ��
��
�� ��
	�������� ������ � �
����	��
��

��������

������



/D ���� Ǳ����	
 ���� ��	������

��������
�� �� �������� ��	
���	���� ���	������� ������� � ��������� ����
��� � ������	����� ������������ ����	� � �����	� ���� �	���	�� �	���
������ Σ = (F,G,H)� ���	������� ��������� ������� ������	���� ��	�������

x(t + 1) = Fx(t) +Gu(t), y(t) = Hx(t), x(0) = x0 ∈ IR
n, t = 0, 1, 2, . . . , 254

���

x(t),x(t + 1) ∈ X̄ ∼= IR
n,u(t) ∈ Ū ∼= IR

m, y(t) ∈ Ȳ ∼= IR
p,

F ∈ R
n×n, G ∈ R

n×m, H ∈ R
p×n.

> 	
	���� ������ �	���� ��	 
� ����
��� ������ ��	��������� ��	���	"��� ��
������� X̄ � Ū � Ȳ �� 
� ����� �	���	����	�� �	� R��������

��������
�� �� �������� ��	
���	���� ���	������� ������� � ��������� ����
��� � ������	����� ����������� ����	� � �����	� � ������	����� �	�	���
�	� ���� �	���	�� �	��� ������ [Σ] = (F,G,H)� ���	������� ��������� �������
������	���� ��	�������

x(t + 1) = Fx(t) +Gu(t), y(t) = Hx(t), x(0) = x0 ∈ IR
n, t = 0, 1, 2, . . . , 2G4

���

x(t),x(t + 1) ∈ X̄ ∼= IR
n,u(t) ∈ Ū ∼= IR

m, y(t) ∈ Ȳ ∼= IR
p,

F ∈ IR
n×n,G ∈ IR

n×m,H ∈ IR
p×n.

Ǳ�����	���

�� ��� �
����	��
�� ��
	�������� ������ �������� �����	�� �����
*�
�� ����
�� ��
��
�� ��	"��
	�
�� ��
	�������� ������ � �������
�� �����
���
C�� ��� �	���� 
� �������	�� 
� ���� ������
�� ���� ����*�
��� 
� ����� �
����
�	��
�� 
��������

����� ;	������ ����� �	�� 
	 ��*������	
�� �
������� ����
�
����	��
�� ��
	�������� ������ � �
����	��
�� 
��������

����� �����
��� ����
�	 �	��
���	 � 23462G4 �	��
����� 
	 ������
��� ���
� �	���	����	�� ���������
��
��� �
����	��
�� ��
	�������� �������

�� Ǳ���
��� ���
������ �
� �������
���� ������

, �
����	��
��� ��
	��������� ������	�� ������ � �������� ��������

�� ��&�
���� ���
� ����	�� ������
�� �������	����
���� �	���"

{A1,A2, . . .},

���

Ai = HFi−1G, i = 1, 2, . . . 204

@���� �	����
�� ��������
�� ����
����� ��	�	 
	����� ���� �
	�	�	 ����������� ���
������
�� FG� �	��� F(FG) � ���� C��� �������	����
���� �	���" ���
� ���	���� �
������������ �����	��
�� ����������� �� ������� � �	��������� �� ����� � ��������
�	���� ��	 �� ����� ����� ���
� �
��	�� � ��*�� ����	� �	�
�� ��-�����



� Ǳ������� ���������� � Ǳ����������� ��������� /E

%�� ������� � �
����	��
��� 	�	����	��� �����

�� �������
��� (� �� �����	���

��� ���������� ������� �
��	�� ��������� �����	��
�� fα : UZ+ → Y Z+ � �����	����
����
�&�
����

y(t) =
t∑

i=1

Aα
i u(t− i), t = 1, 2, . . . ,

���
Aα

i ∈ Ai ∈ IR
p×m, i = 1, 2, . . .

%�� ������� � �
����	��
��� ������
����� ����	�� � �����	�� � �
����	��
���
	�	����	��� �����

�� �������
��� 5� �� �����	��
��� ���������� "��������	�
�
�
��	�� �����	��
�� f : ŪZ+ → Ȳ Z+ � �����	���� �
����	��
��� ����
�&�
����

y(t) =
t∑

i=1

Aiu(t− i), t = 1, 2, . . . 214

%�� �	�	

��� �����	��
�� ���������� �
����	��
�� �������� �����	���

��� ���
����
�� �������	����
����� �
����	��
�� �	���"� ���
� ���	���� �	�	�� �������

�� ��
	��������� �����
�� 234 2��� 2G44� ���� �	�	�� ��	���	"���  �
�� �� ������
��
������������ �	�	�� ��	���	"�� ��� �
����	��
�� ������ ����� ���� �	�	�<
��� �	�	���� ��������	��������� ������	����� 	���
 �	���	 p×m

{A1,A2, . . .}, Ai ∈ IR
p×m, i = 1, 2, . . . , 2/4

���������� �	�������� n � ������ ������	����� 	���
 (F,G,H) �	���� ��� ���
��������� ������	����� ��	������ �"�� ��� F ∈ IR

n×n,G ∈ IR
n×m,H ∈ IR

p×n!
%	

�� �	�	�� �� �	��� ����� 
	���	�� �	�	��� 	�����	������� ��	���	
��� 	 ������

�
����	��
�� �	���" (F,G,H) ����� 
	���	�� 	�����	������� ������	����� ��	���	
��
��� Ǳ���	���

	� �	�	�	� �����	� � ����� ���� �������� �	�	��� ������ ��	���	"���
� ��*�� ����	� . ����
� �	���&��	�� :���� ����� � ���� 7�����8 ������� �
����	���

�� 	��������� IR �
	 ����*� ����� 
� ����� ��&�
��� Ǳ������	 ���	���� �	����� �
� ����	� �	�������
�� ������ 
	� KR ������ IR� Ǳ�$���� � �	

�� ����	� ��	
������
	���	��
�� ������	 �"�
�� ��� ������ ������ ���	
�� ��	���	"���
H��� ��� �	�	

�� �������	����
���� �
����	��
�� �	���" 2/4 �� ����� �
��	��

��	�
�
�� 204 �	� ��������� ��	�
�
�� ��
�������
� ����� �	���" (F,G,H) 
	� R� �	����
���

Ai = HF i−1G, i = 1, 2, . . . , 2D4

��� Ai ∈ Ai (i = 1, 2, . . .)� �� ���
� ���	���� "���� ��� �	�	� ���	
�� �
������	
��	���	"��� ,���� $��� �	�	� ������� ������*��<
(4 �������
�� ��*
���� �
������	 	�����	������� ��	���	"�� 2������� �� � ���
���

��� �� ����������	4=
34 �������
�� 	�����	������� ��	���	"�� ��
��	��
�� �	����
����=
54 ��� ������*��� n 2������� �	��� 
��
� ���������4 �������
�� �
�&
�� �"�
��

��� (F,G,H)� ���� �������
�� �
����	��
�� �	���" F� G� H� ������	*�� ��� �	���"�
F � G� H � ������������*�� 2D4 2�� �������

�� �
	��
�� n4=
G4 ��� ������*��� n 2������� �	��� 
��
� ���������4 �������
�� �
����

�� �"�
�

��� ���� �������
�� �	��� �
����	��
�� �	���" F� G� H� �����
�� �
	��
�� F ∈ F�
G ∈ G� H ∈ H ������� ������������� ��	�
�
��� 2D4 �� Ai ∈ Ai� i = 1, 2, . . .



DI ���� Ǳ����	
 ���� ��	������

04 ���	
�� ��������� �
������	 ��
��
����
�� ��	���	"�� 2��� ���� �� 
	��� ���
��� �	���� ���	
��4�

 �����
�� ��&�
�� ���	���

�� �	�	� 
����
����

� �	�� ��� ��������	

�� �	��
���
���� �������� ;	�����&�� �
����� �����	����� � �������

�� ������ ����	���

�� �"�
���  �����
�� ��������� �	�����	 �
����	��
�� ��&�
�� � �	�	�	� �"�
��	
��
�������� ����
� �������� 2� ��� ��� �
�� ������4 �����

�� �
����	��
�� �"�
�� �
���
��� �
������� ��&�
��� %�� �	�	� �
�&
��� �"�
��	
�� �	�	� ����	��
���� �����

� �
��	���� � ������ ��
��	��
���� � ������
��� 	 ��� �	�	� �
����

��� �"�
��
�	
�� . �	����	��
���� � ������
��� Ǳ����� 
��
� ���� �������� � ����	"��� ���
�	�� �	��� ����	��
�� �"�
�� ��	����� 
����
����

����

Ǳ�����
�� �*� ����� �����
������ ���� ��	����� �	�	�	 
	�����
�� ��	���	"�� ���

��	��
�� �	����
����� @���� �� ����� ���� � ����	"���� ����	 ��
����	"�� �	�����

���� ��	���	"�� 
	������� � ����������� � ������	"��� �"�
�� ��	���	"��� # �����
� $��� ����� �	�� 
	 ��*������	
�� "���� ��� ���	
���� �	�	� �������

�� ��	���	�
"��� �����*���� ������� �	���&�
�� $���� ����������� ��� ���������
��� ��&�
���

%	��� � �	

�� �	���� ��
��
�� �
��	
�� ����� �����������
� 
	 ������� 	�����	��
������ ��	���	"���

��  ��������� !�
���� �
"���������# ���
��!������

>	� �� ������ � �	��� (� ��� ��	���������� 2
��
����	��
���4 ����	� �������
�
����
�	�	

�� ������
�� �������	����
���� �	���" �������� 
���������� � ����	���
��
�������� �� ��	����������� %�� �
����	��
�� ������ �������
�
���� ���	���� ����	����

�� �������� ��	�����������

��������
�� �� #��� ��������� ��� ��������	��������� ������	����� 	���

�$� ������	���� ����������	� ���� ��%������� �	��� 
���� r > 0 � ��&''�
�����
b1,b2, . . . ,br ∈ IR �	���� ���

Ar+j+1 =
r∑

i=1

biAi+j, j = 0, 1, 2, . . . 2E4

%�� �
����	��
�� ��
	�������� ������� �����
�� ���������� ������� �����	����
������
�� �������	����
����� �
����	��
�� �	���"� ����� ����� ������*�� �������
�	��

Ǳ�������
�� �� (��� ��������	��������� ������	����� 	���
 ������	�����
����������	� �� ��� ��� ��%������� 	�����	�����	� ������	���	� ��	���	
��!

�� !"!���	��#�� Ǳ���� �����
	� �������	����
���� �
����	��
�� �	���" 2/4 �
�
����	��
���������
�
	 � ����
�&�
��� �������
�
���� 2E4� J	�������� �
����	��
��
������� (F,G,H)� � �������

F =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

O I O . . . O
O O I . . . O
. . . . . . . . . . . . . . .
O O O . . . I
b1I b2I b3I . . . brI

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ ,G =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

A1

A2

. . .
Ar−1

Ar

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ ,H =

(
I O . . . O

)
,



� Ǳ������� ���������� � Ǳ����������� ��������� D(

��� O. 
����	� �
����	��
	� �	���"	 �	����	 p×p� ���� �	���"	� ��� $����
�� �������
����� ��� [0, 0]= I. ���
��
	� �
����	��
	� �	���"	 �	����	 p×p� ���� �	���"	� 
	 ��	��

�� ��	��
	�� ������� ����� $����
�� [1, 1]� 	 ���	��
�� ����� ��� [0, 0]= b1,b2, . . . ,br .
�
����	��
�� ��$���"��
�� �������
�
���� �� ����
�&�
�� 2E4� K���� ��������� ���
�����

	� �	��� ���	��� ������	 �������� ��	���	"��� �����
�� �������	����
����
�	���"� �

$� %������� ���
������

J	�������� ������� �������
�� ���
�� ��
��
����
�� ��	���	"�� ��� �
����	��
��
�������	����
���� �	���" 2/4� # 
�������� �	��
�� ����	�� $�	 ������	 ����� ����
���&
� ��&�
	� # �	��
����� ��� ��
����� 
�����"	����
�� �
����	��
�� ������
���
� ����� ������� ��
� �� ������
�� ��&�
���
, ������
�� �������	����
����� �
����	��
�� �	���" ���
� ����	�� ��� ����
��

2��*�����

��4 ������
�� �������	����
����� ����������� ����
��� � 
��
��� ��	�

�"	�� �
����	��
�� �	���"�

��������
�� $� )�� ��������	��������� ������	����� 	���


{A1,A2, . . .} = {[A1, A1], [A2, A2], . . .} 2(I4

��	���	
�� ��������	���������
{A1, A2, . . .} 2((4

���� �	���	�� �� ��� ��	������ ��	���	
��� ��������	��������� �*+�� 	 ��	���
�	
�� ��������	���������

{A1, A2, . . .} 2(34

���� �	���	�� ������� ��	������ ��	���	
��� ��������	��������� �*+�!
>	� ��� �����	���� �	
��� � �	��	� �
����	��
�� 	��������� 2�	� ��	����������

�	� � ��
��4 
� ����
����� �	��
 �����������
���� ���	"�� �����
�� � ��
���
��
�
����	����  �
	�� $��� �	��
 ����� ������ ����	 �� ����� ���� � 
�����"	����
���
�
����	�	��� ���� �
����	�	��� ��� ��	
�"� ������� 
�����"	����
�� C�� �������� 
	�
�����������	�� � ���	�	�� ������*�� �������	�� �	�	�*���� ��	
��
�� ��	���	"���

Ǳ�������
�� �� (��� ��� �� ��� � ������� ��	������ ��	���	
�� ����	����� �	��
������� (F ,G,H) � (F ,G,H) ��������� ��������	��������� ������	����� 	���

����������� �������,
*� F ,G,H, F ,G,H - ������
	�������.
/� F ≤ F,G ≤ G,H ≤ H�

�� ������	���	� �����	 ([F, F ], [G,G], [H,H]) �������� ������	����� ������ �	�����
�	�������� ��	���	
��� &��� ��������	���������!

�� !"!���	��#�� K���� �	������� ��� ��� 
�����"	����
�� �
����	��
�� �	���"
2���� �	���"� ��� $����
�� ������� �������� 
�����"	����
��� �
����	�	��4 �������	�
��������
�� ���� 
�����"	����
�� �	���" ����� �	��� 
�����"	����
�� �	���"��� %��

�����"	����
�� �
����	��
�� �	���" B = [B,B] � C = [C,C] ����� �����

BC = [B,B][C,C] = [BC,BC].

>���� ����� ����	 �����������
���� ���	"�� �����
�� � ��
���
�� 
�����"	����
��
�
����	��� ����
����� �	��
 	���"�	���
���� ��� ��
���
�� 
�����"	����
�� �
����
�	��
�� �	���"�



D3 ���� Ǳ����	
 ���� ��	������

Ǳ���� (F ,G,H) � (F,G,H). ��� ��	
��
�� ��	���	"�� ���
	����� �	����
���� ���
�������	����
���� �
����	��
�� �	���" 2(I4� L ���

�� (F ,G,H) . ��	���	"�� �����
���	����
���� 2((4� (F ,G,H) . ��	���	"�� �������	����
���� 2(34� ?���	� ��������
��������

�� ��&� �������	 ���	"�� ��
���
�� 
�����"	����
�� �
����	��
�� �	��
��"� ����	��

[H,H][G,G] = [HG,HG] = [A1, A1] = A1,

[H,H][F , F ][G,G] = [HFG,HFG] = [A2, A2] = A2,

. . . . . . . . .

. . . . . . . . .

[H,H][F , F ]i−1[G,G] = [HF i−1G,HF
i−1

G] = [Ai, Ai] = Ai,

� ���� ,�����	����
�� �
����	��
	� ������	 ([F, F ], [G,G], [H,H]) �������� ��	���	"���
�������	����
���� 2(I4� ��� � ������	���� ���	�	��� �
 �
	�� ���
� �	��� ��	���	����� ��� 
	���

�� ��	
��
�� ��	���	"�� 
� ����������

���� �������� �������
�� 3� ;� � � $��� ����	�� ����	"�� 
� �������� ���
	���
���
%��� � ���� ��� ������*�� ������� �	����� �����	
��� ������
�� ��	
��
�� ��	���
�	"�� �	��� ���
� �������� ����� ����� ��	
��
�� ��	���	"�� ������������� �������
�� �������
�� 3� K���� ���	���	���� ������*�� ��������
��� �����*���� ����������
�������
�� 3�

Ǳ�������
�� �� (��� ��� ��	������ ��	���	
�� ����	����� �	�������� (F ,G,H)
� (F ,G,H) ��������� ��������	��������� ������	����� 	���
 �	������ �	��� 	��
��
� T1 � T2� ��� ����������� ���	������	

F̂ ≤ F̂ , Ĝ ≤ Ĝ, Ĥ ≤ Ĥ,

���
F̂ = T1FT−1

1 , Ĝ = T1G, Ĥ = HT−1
1 , 2(54

F̂ = T2FT−1
2 , Ĝ = T2G, Ĥ = HT−1

2 , 2(G4

F̂ , Ĝ, Ĥ, F̂ , Ĝ, Ĥ - ������
	�������� �� ������	���	� �����	 ([F̂ , F̂ ], [Ĝ, Ĝ], [Ĥ, Ĥ])
�������� ������	����� 	�����	������� ��	���	
��� &��� ��������	���������!
?	��� ���	���� �������
�� 5 �������� ������� �������
�� �
����	��
�� 	�����

�	������� ��	���	"�� � �	�	�� ��
��
�� �	����
�� 	������� , ��������	
��� ������
��
�� 3 � 5 ���
� ������� ��
��
����
�� ��	���	"�� �
����	��
�� ������
�� �����
���	����
����� �� �
���� �	��
�� ����	��� L������� �������� ����� ������*��� ,
	�
�	�	 �*���� ��	
��
�� ��	���	"�� ���
	����� �	����
����� H��� �
� �������������
�������� �������
�� 3� �� ������������*	� �
����	��
	� ��	���	"�� ����� �������
��	���	"��� �	�	

�� ������
�� �������	����
����� # �����
�� ����	� � ���*��
�����	���	
�� ������ 2(54� 2(G4 
��
� ���	���� 
	��� $����	��
�
�� 2� ���
�����
�� ����������	4 ��	
��
�� ��	���	"��� ��� ������� ������� �������
�� 3 ����
��
����� #� �
���� ����	�� �	���� ��	���	"���� �������� ������� � 
	����	���� ���
��	������� �	
�
������� ������
Ǳ � � � � �� J	�������� �
����	��
�� ������
�� �������	����
���� ��� �������

� ��
�� ������ � ��
�� �������<

A1 = [0, 0.1], A2 = [0.81, 1.22],A3 = [0.729, 1.574], A4 = [1.3122, 3.2308]. 2(04



� Ǳ������� ���������� � Ǳ����������� ��������� D5

M�	
��
�� ��	���	"��� �������

�� � ���*�� �����	� �����	���

��� � '(I)� �����
���

F =

(
0.9 1
0.81 0

)
, G =

(
0

0.81

)
, H =

(
1 0

)
,

F =

(
12.2 1

−133.1 −11

)
, G =

(
0.1
0

)
, H =

(
1 0

)
.

 �����
�� $�	 	�	 
� ������������� �������� �������
�� 3� Ǳ����
�� � $��� ��	���
�	"��� �����	���	
�� ������

T1 =

(
1 0
0.9 1

)
, T2 =

(
1 0

12.2 1

)
,

�� ����	�� ������� $����	��
�
�� �����
��� 	�� ��	���	"�� � 
	����	���� �	
�
��
������ �����<

F̂ =

(
0 1

0.81 0.9

)
, Ĝ =

(
0

0.81

)
, Ĥ =

(
1 0

)
,

F̂ =

(
0 1
1.1 1.2

)
, Ĝ =

(
0.1
1.22

)
, Ĥ =

(
1 0

)
.

K���� ����������� ��� �
����	��
	� ������	� ����	���

	� 
	 ��
��� $��� ��	
��
��
��	���	"��� ���� ������	 � �	���"	��

F̂ =

(
[0, 0] [1, 1]

[0.81, 1.1] [0.9, 1.2]

)
, Ĝ =

(
[0, 0.1]

[0.81, 1.22]

)
, Ĥ =

(
[1, 1] [0, 0]

)
,

�������� �
����	��
�� ��	���	"��� �
����	��
�� �������	����
���� 2(04�
,������ �	������� ��� ��	
��
�� ��	���	"�� �������	����
���� 2(04� �����

�� �

���*�� �������� �����	���

�� �	���	� '/� D)� ��	�� ������������� �������� ������
��
�� 3�
%	

�� ����� � �������
�� 	�����	������� ��	���	"�� ���
� ����
��� �	���

��� ������
�� �������	����
����� ��
����� 
����������
�� �	���"� %�����������

�� ����� ��	�	��� ��� ���� (F,G,H). �
����	��
	� 	�����	�����	� ��	���	"��� ����
��

	� 
	 ��
��� ��	
��
�� ��	���	"�� ��� �������	����
���� 2(I4� �� ��� �������	�
����
����

{[−A1,−A1], [−A2,−A2], . . .}
��	���	"���� ����� ������� (F,−G,H) � (F,G,−H)�
A��� ����� ��	
��
�� ��	���	"�� �������� ����
��	

�� ��� ��
����� 
�����"	�

����
�� � ��
����� 
����������
�� ������� �	���	 � �
��������

��� ������	��
��	�	�	� ��� �
 ��	���	���� ����
���� � ��� ������ ��	���� �������  �
	�� ��	 
�
��	���� �������� ����	���
� ���
�� ��	
�"� ����
������ $���� �����	�

&� '��
(���
���� ��������

Ǳ�������	����
�� ������
�� ������ � ������� ��	���	"�� �
����	��
�� ������ �����
���� �	������ ������� �
����	��
�� 	������� Ǳ���������� �������� � ����������
��
�	��� �����
�� �
���� ��
��
�� 	������� �	� 
��������

	� �	���"	� �	
� �	����
"� � ��� :�� ��&�
�� $��� ������� 
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