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The concept of weak solutions of the Cauchy problem for linear equation of Sobolev

type Lẋ(t) = Mx(t) + y(t) allows to extend the set of admissible initial values of the

problem and to relax the conditions on the smoothness of the function y(t). The existence

and uniqueness of the weak solution of the Cauchy problem and the solution of the problem

on quadratic regulator for this equation are established in the case of strongly (L, p)-radial

operator M . The obtained abstract results are applied to the problem of optimal control

for a certain class of partial differential equations.

Введение

Пусть X ,Y и U — гильбертовы пространства. Скалярные произведения в них будем обо-
значать через 〈·, ·〉. Рассмотрим уравнение

Lẋ(t) = Mx(t) + y(t) + Bu(t), (0.1)

где операторы L ∈ L(X ;Y), ker L 6= {0}, B ∈ L(U ;Y) (т. е. линейные и непрерывные),
оператор M ∈ Cl(X ;Y) (т. е. линеен и замкнут с областью определения domM , плотной
в X , действует в Y), y : (0, τ) → Y , u : (0, τ) → U — некоторые функции. Задача Коши
для такого уравнения является абстрактной формой многих неклассических уравнений
математической физики, таких как линеаризованная система Навье — Стокса, система и
уравнение Соболева, системы и уравнения внутренних и гравитационно-гироскопических
волн в приближении Буссинеска, уравнение Буссинеска, уравнение стратификации объем-
ного заряда в полупроводнике, уравнение ионно-звуковых волн [1], уравнение эволюции
свободной поверхности фильтрующейся жидкости, уравнение Баренблатта — Желтова —
Кочиной, уравнение и система Осколкова [2].

∗Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства образования России (грант № PD02-1.1.-
82) и Правительства Челябинской области для молодых ученых и аспирантов.
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Проблема линейного квадратического регулятора, т. е. задача минимизации квадрати-
ческого функционала на решениях задачи Коши

x(0) = x0 ∈ X (0.2)

для уравнения
ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) (0.3)

с оператором A ∈ Cl(X ), порождающим C0-непрерывную полугруппу операторов, рассмо-
трена в [3]. При этом разрешимость задачи понимается в слабом смысле, что позволяет
брать произвольный вектор x0 и функцию u(t) ∈ L2(0, τ ;X ). Именно слабым решением
называется такая функция x(t), для которой при всех v ∈ domA∗ функция 〈x(t), y〉 абсо-
лютно непрерывна, почти всюду на (0, τ) имеет место тождество

d

dt
〈x(t), v〉 = 〈x(t), A∗v〉 + 〈y(t), v〉

и lim
t→0+

〈x(t), v〉 = 〈x(t), v〉.

Заметим, что уравнение (0.3) является частным случаем уравнения (0.1). При условии
сильной (L, p)-радиальности оператора M [2, 4, 5] в данной работе введено такое понятие
слабого решения задачи Коши для вырожденного (ker L 6= {0}) уравнения (0.1), которое
согласуется с приведенным в предыдущем абзаце определением решения и позволяет ис-
следовать задачу минимизации квадратического функционала на этом классе решений.
Подчеркнем, что уравнения рассмотренного класса обладают сильно непрерывными раз-
решающими полугруппами.

Ранее задача оптимального управления сильными решениями для вырожденного урав-
нения (0.1) рассматривалась в работах Г.А. Свиридюка, А.А. Ефремова [6, 7]. При этом
исследовались более узкие по сравнению с рассмотренным в данной работе классы урав-
нений с (L, σ)-ограниченным и с сильно (L, p)-секториальным оператором M . Отметим
также работы, касающиеся вопросов, связанных с задачей оптимального управления для
вырожденного уравнения (0.1) в конечномерных или гильбертовых пространствах [8 – 10].

В настоящей работе сначала изучены вопросы существования и единственности сла-
бого решения задачи Коши для уравнения (0.1), затем исследована задача оптимального
управления слабыми решениями с квадратическим функционалом стоимости и, наконец,
приведен пример задачи оптимального управления для класса дифференциальных урав-
нений с многочленами от эллиптических дифференциальных по пространственным пе-
ременным операторов высокого порядка. Указаны задачи для одного уравнения теории
фильтрации, попадающие в рассмотренный класс задач.

1. Относительно p-радиальные операторы

Напомним, что X ,Y — гильбертовы пространства, оператор L ∈ L(X ;Y), а оператор
M ∈ Cl(X ;Y). Введем обозначения

ρL(M) = {µ ∈ C : (µL − M)−1 ∈ L(Y ;X )},

RL
(µ,p)(M) =

p
∏

k=0

(µkL − M)−1L, LL
(µ,p)(M) =

p
∏

k=0

L(µkL − M)−1,
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X 0 = ker RL
(µ,p)(M), Y0 = ker LL

(µ,p)(M),

X 1 = imRL
(µ,p)(M), Y1 = imLL

(µ,p)(M),

Lk = L

∣

∣

∣

∣

Xk

, Mk = M

∣

∣

∣

∣

domMk

, domMk = domM ∩ X k, k = 0, 1.

Оператор M называется (L, p)-радиальным, если
(i) ∃a ∈ R ∀µ > a, µ ∈ ρL(M);
(ii) ∃K > 0 ∀µk > a, k = 0, p, ∀n ∈ N,

max{‖(RL
(µ,p)(M))n‖L(X ), ‖(L

L
(µ,p)(M))n‖L(Y)} ≤

K
p
∏

k=0

(µk − a)n

.

Оператор M называется сильно (L, p)-радиальным, если он (L, p)-радиален и существу-

ет плотный в Y линеал
◦

Y такой, что

‖M(λL − M)−1LL
(µ,p)(M)y‖Y ≤

const(y)

(λ − a)
p
∏

k=0

(µk − a)

∀y ∈
◦

Y ,

‖RL
(µ,p)(M)(λL − M)−1‖L(Y;X ) ≤

K

(λ − a)
p
∏

k=0

(µk − a)

для всех λ, µ0, ..., µp > a.
Теорема 1.1 [5]. Пусть оператор M сильно (L, p)-радиален. Тогда:
(i) X = X 0 ⊕X 1, Y = Y0 ⊕ Y1;
(ii) Lk ∈ L(X k;Yk), Mk ∈ Cl(X k;Yk), k = 0, 1;
(iii) существуют операторы M−1

0 ∈ L(Y0;X 0) и L−1
1 ∈ L(Y1;X 1);

(iv) оператор H = M−1
0 L0 ∈ L(X 0) нильпотентен степени не больше p;

(v) cуществует полугруппа {X t ∈ L(X ) : t ≥ 0} ({Y t ∈ L(Y) : t ≥ 0}), разрешающая
уравнение Lẋ(t) = Mx(t) (L(αL − M)−1ẏ(t) = M(αL − M)−1y(t), α ∈ ρL(M));

(vi) инфинитезимальным генератором C0-непрерывной полугруппы {X t
1 : t ≥ 0} ({Y t

1 :
t ≥ 0}) является оператор L−1

1 M1 ∈ Cl(X 1) (M1L
−1
1 ∈ Cl(Y1)). Здесь X t

1 (Y t
1 ) — сужение

оператора X t (Y t) на X 1 (Y1).
Проектор вдоль X 0 на X 1 обозначим через P , а проектор вдоль Y0 на Y1 — через Q.

Обозначим через J = L0M
−1
0 нильпотентный в силу пункта (iv) теоремы 1.1 оператор.

Условимся также о следующих обозначениях пространств: Lq(0, τ ;Z) = Lq(Z) — прост-
ранства Лебега, W k

q (0, τ ;Z) = W k
q (Z), q > 1, W k

2 (0, τ ;Z) = Hk(Z), k ∈ N, — пространства
Соболева вектор-функций, заданных на интервале (0, τ), действующих в гильбертовом
пространстве Z.

2. Слабое решение задачи Коши

Рассмотрим задачу Коши для линейного уравнения соболевского типа

Lẋ(t) = Mx(t) + y(t), t ∈ (0, τ); (2.1)
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x(0) = x0. (2.2)

Функцию x(t) назовем слабым решением задачи (2.1), (2.2), если для всех v0 ∈ domM∗
0 ,

v1 ∈ domM∗
1 функции 〈(I −P )x(t), L∗

0v
0〉 и 〈Px(t), L∗

1v
1〉 абсолютно непрерывны и удовлет-

воряют уравнениям соответственно

d

dt
〈(I − P )x(t), L∗

0v
0〉 = 〈(I − P )x(t),M∗

0 v0〉 + 〈(I − Q)y(t), v0〉; (2.3)

d

dt
〈Px(t), L∗

1v
1〉 = 〈Px(t),M∗

1 v1〉 + 〈Qy(t), v1〉 (2.4)

почти всюду на (0, τ) и условиям

lim
t→0+

〈(I − P )x(t), v0〉 = 〈(I − P )x0, v
0〉, lim

t→0+
〈Px(t), v1〉 = 〈Px0, v

1〉.

Замечание 2.1. Таким образом, под слабой разрешимостью задачи (2.1), (2.2) мы
понимаем слабую разрешимость двух соответствующих задач на подпространствах

L0ẋ
0(t) = M0x

0(t) + (I − Q)y(t), x0(0) = (I − P )x0,

ẋ1(t) = L−1
1 M1x

1(t) + L−1
1 Qy(t), x1(0) = Px0.

С учетом расщепления пространств и действий операторов (теорема 1.1) такое определе-
ние слабого решения является естественным обобщением определения слабого решения,
введенного в теореме 4.8.3 [3] для невырожденного эволюционного уравнения. Еще надо
заметить, что для w1 = L∗

1v
1 ∈ L∗

1[domM∗
1 ] = dom(L−1

1 M1)
∗ (2.4) означает, что

d

dt
〈Px(t), w1〉 = 〈Px(t),M∗

1 (L∗
1)

−1w1〉 + 〈Qy(t), (L∗
1)

−1w1〉 =

= 〈Px(t), (L−1
1 M1)

∗w1〉 + 〈L−1
1 Qy(t), w1〉.

Обозначим через W p+1
q (Y0) ⊕ Lq(Y

1) множество таких функций y, что (I − Q)y ∈
W p+1

q (Y0) и Qy ∈ Lq(Y
1), q > 1. Определим операторы

A0 : y → −

p
∑

k=0

HkM−1
0 ((I − Q)y)(k)(t), A1 : y →

t
∫

0

X t−sL−1
1 Qy(s)ds.

Теорема 2.1. Пусть оператор M сильно (L, p)-радиален, y ∈ W p+1
q (Y0) ⊕ Lq(Y

1),

x0 ∈ My = {x ∈ X : (I − P )x = −

p
∑

k=0

HkM−1
0 ((I − Q)y)(k)(0)}. (2.5)

Тогда существует единственное слабое решение задачи (2.1), (2.2), имеющее вид

x(t) = X tx0 + (A0 + A1)y(t).

Доказательство. Покажем, что функция

Px(t) = x1(t) = X tx0 +

t
∫

0

X t−sL−1
1 Qy(s)ds
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удовлетворяет равенству (2.4). Действительно, для v ∈ domM∗
1

d

dt

〈

X tx0, L
∗
1v

〉

+
d

dt

〈 t
∫

0

X t−sL−1
1 Qy(s)ds, L∗

1v

〉

=

=
d

dt

〈

X t
1Px0, L

∗
1v

〉

+
d

dt

〈 t
∫

0

X t−s
1 L−1

1 Qy(s)ds, L∗
1v

〉

=

=
d

dt

〈

Px0, (X
t
1)

∗L∗
1v

〉

+
〈

L−1
1 Qy(t), L∗

1v
〉

+

t
∫

0

d

dt

〈

L−1
1 Qy(s), (X t−s

1 )∗L∗
1v

〉

ds =

=
〈

Px0, (X
t
1)

∗(L−1
1 M1)

∗L∗
1v

〉

+
〈

L1L
−1
1 Qy(t), v

〉

+

t
∫

0

〈

L−1
1 Qy(s), (X t−s

1 )∗(L−1
1 M1)

∗L∗
1v

〉

ds =

=
〈

X tx0,M
∗
1 v

〉

+ 〈Qy(t), v〉 +

t
∫

0

〈

X t−sL−1
1 Qy(s),M∗

1 v
〉

ds.

Здесь использованы теорема 1.1 и тот факт, что полугруппа {(X t
1)

∗ : t ≥ 0} дифферен-
цируема на множестве L∗

1[domM∗
1 ], которое является областью определения генератора

(L−1
1 M1)

∗ = M∗
1 (L−1

1 )∗.
С другой стороны, функция Px(t) в силу замечания 2.1 является слабым решением в

смысле [3] уравнения ẋ1(t) = L−1
1 M1x

1(t) + L−1
1 y1(t), при этом оператор L−1

1 M1 порождает
C0-непрерывную полугруппу, а L−1

1 Qy ∈ Lq(X
1). Единственность слабого решения такого

уравнения показана в теореме 4.8.3 [3].

Докажем, что функция (I − P )x(t) = −
p

∑

k=0

HkM−1
0 ((I − Q)y)(k)(t) удовлетворяет (2.3).

Действительно,

d

dt

〈

−

p
∑

k=0

HkM−1
0 ((I − Q)y)(k), L∗

0v

〉

=

〈

−

p
∑

k=1

Jk((I − Q)y)(k), v

〉

=

=

〈

−

p
∑

k=0

HkM−1
0 ((I − Q)y)(k),M∗

0 v

〉

+ 〈(I − Q)y, v〉, v ∈ domM∗
0 .

Если существуют две функции x0
1 и x0

2, удовлетворяющие (2.3), то их разность x0 = x0
1−x0

2

для любого v ∈ domM∗
0 удовлетворяет уравнению

d

dt
〈x0(t), L∗

0v〉 = 〈x0(t),M∗
0 v〉.

Обозначив M∗
0 v = w, получим уравнение

〈x0, w〉 =
d

dt
〈x0, L∗

0(M
∗
0 )−1w〉.
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Заметим, что L∗
0(M

∗
0 )−1 = H∗, и выберем v = (M∗

0 )−1(H∗)pvp ∈ domM∗
0 , тогда w = (H∗)pvp

при некотором vp ∈ X 0∗. Отсюда

〈x0, (H∗)pvp〉 =
d

dt
〈x0, (H∗)p+1vp〉 =

d

dt
〈x0, (Hp+1)∗vp〉 ≡ 0.

Продифференцируем последнее равенство:

0 ≡
d

dt
〈x0, (H∗)pvp〉 = 〈x0, (H∗)p−1vp〉.

Повторив эту процедуру p − 1 раз, получим

0 ≡
d

dt
〈x0, H∗vp〉 = 〈x0, vp〉.

В силу произвольности vp из подпространства X 0∗ получим, что x0 ≡ 0.
Необходимость условия (2.5) следует из того, что (I −Q)y ∈ W p+1

q (Y0), поэтому функ-
ция (I − P )x ∈ W 1

q (X 0) непрерывна вплоть до нуля в силу вложения

Wm+1
q (X ) ↪→ Cm([0, τ);X ). (2.6)

¤

Следствие 2.1. Слабое решение x(t) в условиях теоремы 2.1 при q = 2 является
элементом пространства L2(X ).

Доказательство. Функция A0y(t) ∈ H1(X 0) является элементом пространства L2(X )
в силу вложения H1(X ) ⊂ L2(X ). Далее,

〈

X tx0 +

t
∫

0

X t−sL−1
1 Qy(s)ds,X tx0 +

t
∫

0

X t−sL−1
1 Qy(s)ds

〉

L2(X )

=

=

τ
∫

0

‖X tx0‖
2
Xdt + 2Re

τ
∫

0

〈

X tx0,

t
∫

0

X t−sL−1
1 Qy(s)ds

〉

X

dt +

τ
∫

0

∥

∥

∥

∥

∥

∥

t
∫

0

X t−sL−1
1 Qy(s)ds

∥

∥

∥

∥

∥

∥

2

X

dt.

Рассмотрим каждое слагаемое последнего выражения отдельно. Во-первых,
τ

∫

0

‖X tx0‖
2
Xdt ≤ τK2e2|a|τ‖x0‖

2
X < ∞,

поскольку неравенство ‖X t‖ ≤ Keat следует из построения полугруппы {X t : t ≥ 0} (см.
[5]). Константы K ∈ R+, a ∈ R при этом взяты из определения сильной (L, p)-радиальности
оператора M . Затем

∣

∣

∣

∣

∣

∣

τ
∫

0

〈

X tx0,

t
∫

0

X t−sL−1
1 Qy(s)ds

〉

X

dt

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ τK2e2|a|τ‖x0‖X‖L
−1
1 Q‖L(Y;X )

τ
∫

0

‖y(s)‖Xds.

Сходимость последнего интеграла следует из вложения L2(Y
1) ⊂ L1(Y

1). Аналогичным
образом получим

τ
∫

0

∥

∥

∥

∥

∥

∥

t
∫

0

X t−sL−1
1 Qy(s)ds

∥

∥

∥

∥

∥

∥

2

X

dt ≤ τK2e2|a|τ‖L−1
1 Q‖2

L(Y;X )





τ
∫

0

‖y(s)‖Xds





2

< ∞.

¤
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3. Задача оптимального управления

Пусть пространства X , Y , U — гильбертовы и задан оператор B ∈ L(U ;Y). Будем рассма-
тривать задачу Коши (2.2) для уравнения

Lẋ(t) = Mx(t) + y(t) + Bu(t). (3.1)

Введем в рассмотрение пространство управлений

{u(t) ∈ Hp+1(U) : ((I − Q)Bu)(k)(0) = 0, k = 1, p} = Ĥp+1(U).

Выделим в Ĥp+1(U) выпуклое замкнутое подмножество Hp+1
∂ — множество допустимых

управлений. Обозначим Hp+1
∂ (0) = {v ∈ U : ∃u(t) ∈ Hp+1

∂ u(0) = v}. Будем предполагать,
что выполняется условие B[Hp+1

∂ (0)] ⊃ Y0. Тогда для x0 ∈ X , y(t) ∈ Hp+1(Y0) ⊕ L2(Y
1)

множество управлений u(t) ∈ Hp+1
∂ таких, что

(I − Q)Bu(0) = −M0(I − P )x0 −

p
∑

k=0

Jk((I − Q)y)(k)(0), (3.2)

будет не пусто. Обозначим это множество управлений через H∂(x0, y(t)). Тогда в силу
теоремы 2.1 для любых x0 ∈ X , y(t) ∈ Hp+1(Y0) ⊕ L2(Y

1), u(t) ∈ H∂(x0, y(t)) выполняется
условие (2.5) и поэтому существует единственное слабое решение

x(t) = (A0 + A1)(y(t) + Bu(t)) + X tx0 (3.3)

задачи Коши (2.2) для уравнения (3.1).
Пусть Z — некоторое гильбертово пространство наблюдений, оператор C ∈ L(X ;Z)

задает наблюдение z = Cx, а самосопряженные операторы Nq ∈ L(U), q = 0, p + 1, удо-
влетворяют условиям

∃cq > 0 ∀w ∈ L2(U)

τ
∫

0

〈Nqw(t), w(t)〉Udt ≥ cq‖w‖2
L2(U).

Построим функционал стоимости

J(u) =

τ
∫

0

‖z(t) − z0(t)‖
2
Zdt +

p+1
∑

q=0

τ
∫

0

〈Nqu
(q)(t), u(q)(t)〉Udt. (3.4)

Оптимальным управлением задачи назовем такое u0 ∈ H∂(x0, y(t)), что

J(u0) = inf
u∈H∂(x0,y(t))

J(u).

Лемма 3.1. Отображение u → x(u), задаваемое формулой (3.3), непрерывно действу-
ет из подпространства Ĥp+1(U) пространства Hp+1(U) в L2(X ).

Доказательство. Действительно, пусть ‖uk −u‖Hp+1(U) стремится к нулю при k → ∞.
Рассмотрим ‖x(uk) − x(u)‖L2(X ) = ‖(A0 + A1)B(uk − u)‖L2(X ). Непрерывность оператора
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A0B : Hp+1(U) → L2(X ) очевидна, докажем непрерывность оператора A1B : Hp+1(U) →
L2(X ). Как при доказательстве следствия 2.1, используя неравенство Гёльдера, получим

∥

∥

∥

∥

∥

∥

t
∫

0

X t−sL−1
1 QBu(s)ds

∥

∥

∥

∥

∥

∥

L2(X )

≤ τKe|a|τ‖L−1
1 QB‖L(U ;X )‖u‖L2(U) ≤ const · ‖u‖Hp+1(U).

¤

Теорема 3.1. Пусть оператор M сильно (L, p)-радиален, B[Hp+1
∂ (0)] ⊃ Y0. Тогда

при любых x0 ∈ X , y(t) ∈ Hp+1(Y0) ⊕ L2(Y
1) существует единственное оптимальное

управление u0 ∈ H∂(x0, y(t)) задачи (2.2), (3.1).
Доказательство. Докажем замкнутость и выпуклость множества H∂(x0, y(t)) при лю-

бых x0 ∈ X , y(t) ∈ Hp+1(Y0) ⊕ L2(Y
1). Пусть последовательность {uk(t)} ⊂ H∂(x0, y(t))

стремится к u(t) в Hp+1(U). Тогда u(t) принадлежит множеству управлений Hp+1
∂ в силу

его замкнутости. Понятно, что (I − Q)B ∈ L(Hp+1(U); Hp+1(Y)), поэтому в силу вло-
жения (2.6) ‖(I − Q)B(uk(0) − u(0))‖Y ≤ C1‖(I − Q)B(uk(t) − u(t))‖Hp+1(Y) → 0. Отсюда

(I−Q)Bu(0) = −M0(I−P )x0−
p

∑

k=0

Jk−1((I−Q)y)(k)(0). Выпуклость множества H∂(x0, y(t))

сразу следует из выпуклости Hp+1
∂ и линейности условия (3.2) по u(t).

Перепишем функционал качества J в виде J(u) = ‖z(u) − z0‖
2
L2(Z) + ξ(u, u), где били-

нейная форма ξ(u, v) имеет вид ξ(u, v) =
p+1
∑

q=0

〈Nqu
(q)(t), v(q)(t)〉L2(U). Поскольку операторы

C ∈ L(L2(X ), L2(Z)), Nq ∈ L(L2(U)), q = 0, p + 1, согласно лемме 3.1

π(u, v) = 〈C(x(t, u) − x(t, 0)), C(x(t, v) − x(t, 0))〉L2(Z) + ξ(u, v) =

= 〈C(A0 + A1)Bu,C(A0 + A1)Bv〉L2(Z) + ξ(u, v)

является билинейной непрерывной формой на Hp+1(U). Она симметрична, поскольку опе-
раторы Nq, q = 0, p + 1, самосопряженные. Кроме того, форма π(u, u) коэрцитивна. Дей-
ствительно,

π(u, u) = ‖C(x(t, u) − x(t, 0))‖L2(Z) + ξ(u, u) ≥ 0 + min
0≤q≤p+1

cq‖u‖
2
Hp+1(U) = c‖u‖2

Hp+1(U).

Пусть

l(u) = 〈z0(t) − Cx(t, 0), C(x(t, u) − x(t, 0))〉L2(Z) = 〈z0(t) − Cx(t, 0), C(A0 + A1)Bu〉L2(Z)

— линейная форма на Hp+1(U). Ее непрерывность следует из того, что C(A0 + A1)Bu ∈
L(Hp+1(U); L2(Z)), и из непрерывности скалярного произведения.

Отсюда получаем J(u) = π(u, u) − 2l(u) + ‖z0(t) − Cx(t, 0)‖2
L2(Z). Поскольку все требо-

вания теоремы 1.1 [11] выполнены, существование и единственность оптимального управ-
ления доказаны. ¤

4. Приложения

Пусть многочлены Pn(λ) =
n
∑

i=0

ciλ
i, Qm(λ) =

m
∑

j=0

djλ
j таковы, что ci, dj ∈ R, cn, dm 6= 0,

m ≥ n. Далее, Ω ⊂ R
s — ограниченная область с границей ∂Ω класса C∞, набор операто-
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ров A, B1, . . . Br — регулярно эллиптический [12], где оператор

(Aw)(x) =
∑

|α|≤2r

aα(x)Dαw(x), aα ∈ C∞(Ω),

удовлетворяет требованию

∃δ > 0 ∀x ∈ Ω ∀ξ ∈ R
s, Re(−1)r

∑

|α|=2r

aα(x)ξα ≥ δ|ξ|2r, (4.1)

операторы

(Blw)(x) =
∑

|α|≤rl

blα(x)Dαw(x), blα(x) ∈ C∞(∂Ω), l = 1, r.

Потребуем также самосопряженности оператора A1 ∈ Cl(L2(Ω)) c областью определения
domA1 = W 2r

2,{Bl}
(Ω) [12], A1w = Aw, w ∈ domA1. Через {ϕk : k ∈ N} обозначим ор-

тонормированные в смысле скалярного произведения 〈·, ·〉 в L2(Ω) собственные функции
оператора A1, занумерованные по невозрастанию собственных значений {λk : k ∈ N} с
учетом их кратности. Здесь мы учли, что спектр оператора A1 вещественный и ограничен
справа согласно условию (4.1).

Редуцируем начально-краевую задачу

Pn(A)wt(x, t) = iQm(A)w(x, t) + y(x, t) + u(x, t), (x, t) ∈ Ω × (0, τ); (4.2)

BlA
kw(x, t) = 0, k = 0,m − 1, l = 1, r, (x, t) ∈ ∂Ω × (0, τ); (4.3)

w(x, 0) = w0(x), x ∈ Ω, (4.4)

к задаче (2.2), (3.1). Для этого возьмем

X = {w ∈ W 2rn
2 (Ω) : BlA

kw(x) = 0, k = 0, n − 1, l = 1, r, x ∈ ∂Ω},
Y = U = L2(Ω),

где W γ
2 (Ω) — пространство Соболева, γ = 0, 1, . . . Операторы зададим следующим образом:

B = I, L = Pn(A), M = iQm(A),

domM = {w ∈ W 2rm
2 (Ω) :BlA

kw(x) = 0, k = 0,m − 1, l = 1, r, x ∈ ∂Ω}.

Теорема 4.1. Пусть m ≥ n, спектр σ(A1) не содержит общих корней многочленов
Pn(λ) и Qm(λ). Тогда оператор M сильно (L, 0)-радиален.

Доказательство. В условиях теоремы числа µk = iQm(λk)/Pn(λk) при тех k, при кото-
рых Pn(λk) 6= 0, лежат на мнимой оси и при этом составляют множество σL(M). Поэтому
можно взять a = 0 в определении (L, p)-радиальности оператора. Проверим оценки из
определения (L, 0)-радиальности. При µ, ν > 0, w ∈ X , y ∈ L2(Ω)

‖LL
µ(M)y‖2

L2(Ω) =
∑

Pn(λk) 6=0

|〈y, ϕk〉L2(Ω)|
2

∣

∣

∣

∣

µ − i
Qm(λk)

Pn(λk)

∣

∣

∣

∣

2 ≤
‖y‖2

L2(Ω)

µ2
,

‖RL
µ(M)w‖2

W 2rn
2

(Ω) =
∑

Pn(λk) 6=0

|〈w,ϕk〉W 2rn
2

(Ω)|
2

∣

∣

∣

∣

µ − i
Qm(λk)

Pn(λk)

∣

∣

∣

∣

2 ≤
‖w‖2

W 2rn
2

(Ω)

µ2
,
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‖RL
µ(M)(νL − M)−1y‖2

W 2rn
2

(Ω) ≤

≤ const ·
∑

Pn(λk) 6=0

(1 + |λk|
2n)|〈y, ϕk〉L2(Ω)|

2

|Pn(λk)|2
∣

∣

∣

∣

µ − i
Qm(λk)

Pn(λk)

∣

∣

∣

∣

2 ∣

∣

∣

∣

ν − i
Qm(λk)

Pn(λk)

∣

∣

∣

∣

2 ≤
const‖y‖2

L2(Ω)

µ2ν2
.

При этом принято во внимание, что последовательность |Pn(λk)|
−2(1 + |λk|

2n) сходится к

|cn|
−2 при k → ∞ и поэтому ограничена. Взяв y ∈ domM =

◦

Y , получим

‖M(νL − M)−1LL
µ(M)y‖2

L2(Ω) ≤

≤
∑

Pn(λk) 6=0

|Qm(λk)|
2|〈y, ϕk〉L2(Ω)|

2

|Pn(λk)|2
∣

∣

∣

∣

µ − i
Qm(λk)

Pn(λk)

∣

∣

∣

∣

2 ∣

∣

∣

∣

ν − i
Qm(λk)

Pn(λk)

∣

∣

∣

∣

2 ≤
c−2‖My‖2

L2(Ω)

µ2ν2
.

Здесь мы использовали тот факт, что ∃c > 0 ∀k ∈ N (Pn(λk) 6= 0) ⇒ (|Pn(λk)| ≥ c). ¤

Имеем

P = Q =
∑

Pn(λk) 6=0

〈·, ϕk〉ϕk, Y0 = span{ϕk : Pn(λk) = 0}, Y1 = span{ϕk : Pn(λk) 6= 0}.

Далее, возьмем H1
∂ = Ĥ1(U) = H1(L2(Ω)), Z = X , C = I, N0 = N1 = I. Поэтому условие,

определяющее множество H∂(w0, y), имеет вид

〈u(x, 0), ϕk(x)〉 = −iQm(λk)〈w0(x), ϕk(x)〉 − 〈y(x, 0), ϕk(x)〉 при Pn(λk) = 0.

Функционал стоимости при этом выглядит следующим образом:

J(u) =

τ
∫

0

‖w(x, t) − z0(x, t)‖2
W 2rn

2
(Ω)dt +

τ
∫

0

‖u(x, t)‖2
L2(Ω)dt +

τ
∫

0

∥

∥

∥

∥

∂u(x, t)

∂t

∥

∥

∥

∥

2

L2(Ω)

dt.

Оптимальным управлением, как и прежде, будем называть минимизирующую этот функ-
ционал функцию управления.

Следствие 4.1. Пусть m ≥ n, спектр σ(A1) не содержит общих корней многочленов
Pn(λ) и Qm(λ). Тогда при любых w0 ∈ X , y(t) ∈ H1(Y0)⊕L2(Y

1) существует единственное
оптимальное управление u0 ∈ H∂(w0, y) задачи (4.2)–(4.4).

Задачи
u(x, t) = ∆u(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω × (0, τ),

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω,

и
d

dn
u(x, t) =

d

dn
∆u(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω × (0, τ),

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω,

для уравнения

(λ − ∆)ut(x, t) = α∆u(x, t) − β∆2u(x, t), (x, t) ∈ Ω × (0, τ),

теории фильтрации, первая из которых рассмотрена в [6], являются частными случаями
рассмотренного в этом параграфе примера.
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