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An algorithm based on the vector finite element method for numerical solution of
quasi-steady Maxwell’s equations is considered. This algorithm allows taking into account
the continuous condition of the tangential components of electric field on the boundary of
media with different properties. The results of test calculations are presented.

Введение

Интенсивное развитие конечно-разностных алгоритмов для численного решения урав-
нений Максвелла началось после выхода в свет работы [1], в которой был предложен метод
второго порядка точности по временной и пространственным переменным, основанный на
введении сдвинутых сеток.

К настоящему времени эти методы получили значительное развитие. Обзор конечно-
разностных алгоритмов и примеров их применения для многочисленных практических
приложений можно найти, например, в книгах [2 – 5]. Однако эти алгоритмы применимы
для численного моделирования в областях относительно простой формы, в которых мож-
но ввести ортогональную эйлерову сетку: декартову, цилиндрическую или сферическую.
Вместе с тем потребности фундаментальной науки и прикладных исследований привели к
необходимости использовать уравнения Максвелла для моделирования электромагнитных
полей в областях со сложной геометрией границ.

Наиболее универсальные алгоритмы решения подобных задач основаны на введении в
моделируемой области неструктурированной сетки и использовании метода конечных объ-
емов или метода конечных элементов для численной дискретизации исходных уравнений
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Максвелла. Отметим, что к настоящему времени в литературе описан ряд алгоритмов, по-
священных решению данной системы уравнений на основе как метода конечных элементов
[6 – 11], так и метода конечных объемов [12, 13].

В работе развит вычислительный алгоритм решения квазистационарных уравнений
Максвелла на основе векторного метода конечных элементов, использующего так называ-
емые пространства Неделека (Nedelec) [8, 9]. Применение данного алгоритма для расчета
электрических полей в материалах с разрывными свойствами позволяет естественным об-
разом учесть условие непрерывности тангенциальных компонент электрического поля на
границе раздела двух сред.

1. Математическая модель

Поведение гармонического электромагнитного поля описывается системой уравнений
Максвелла

rot Ẽ + iωB̃ = 0; (1)

rot H̃ − iωD̃ − J̃ = J̃0; (2)

div D̃ = ρ; (3)

div B̃ = 0; (4)

div J̃ + iωρ = 0, (5)

где Ẽ — напряженность электрического поля; D̃ — электрическая индукция; H̃ — напря-
женность магнитного поля; B̃ — магнитная индукция; J̃ — плотность тока; J̃0 — плот-
ность тока источника; ρ — плотность электрических зарядов; ω — циклическая частота;
ε — диэлектрическая проницаемость; µ — магнитная проницаемость; σ — электрическая
проводимость; i — мнимая единица.

В линейном случае
D̃ = εẼ; (6)

B̃ = µH̃; (7)

J̃ = σẼ. (8)

Пусть выполняется условие разрешимости системы уравнений Максвелла

div J̃0 = 0. (9)

Учитывая (3), (6) и (8), закон сохранения (5) можно преобразовать к следующему
виду:

div ((σ + iωε)Ẽ) = 0. (10)

Используя (6)–(8), систему (1), (2) можно записать в виде уравнения второго порядка
относительно поля Ẽ

rot
1

µ
rot Ẽ + k2Ẽ = −iωJ̃0, (11)

где k2 = iωσ − ω2ε.
На границе двух подобластей Γ с различными материалами должны выполняться сле-

дующие условия непрерывности:
[~n × Ẽ]|Γ = 0; (12)
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[~n · (σ + iωε)Ẽ]|Γ = 0. (13)

Расчет электрического поля проводился в области с разрывными значениями проводи-
мости σ и диэлектрической проницаемости ε и постоянным значением магнитной прони-
цаемости µ. Область окружена абсолютно проводящим материалом

~n × ~E|∂Ω = 0. (14)

2. Векторная вариационная постановка

Для расчетной области Ω введем пространства Неделека [8, 9]

H(rot ; Ω) = {ṽ ∈ [L2(Ω)]3 : rot ṽ ∈ [L2(Ω)]3},

H0(rot ; Ω) = {ṽ ∈ H(rot ; Ω) : ṽ × ñ|Γ = 0}

с нормой

‖ũ‖2
rot,Ω =

∫

Ω

ũ · ṽ∗dΩ +

∫

Ω

rot ũ · rot ṽ∗dΩ.

Определим скалярное произведение

(ũ, ṽ) =

∫

Ω

ũ · ṽ∗dΩ.

Для задачи (11), (14) сформулируем следующую вариационную постановку [10]:
Найти Ẽ ∈ H0(rot ; Ω) такое, что для ∀ṽ ∈ H0(rot ; Ω)

(

rot
1

µ
rot Ẽ, ṽ

)

+ (k2Ẽ, ṽ) = −i(ωJ̃0, ṽ). (15)

В соответствии с векторной формулой Грина

∫

Ω

[p (rot ũ · rot ṽ) − ũ · rot (p rot ṽ)]dΩ =

∫

∂Ω

p [(ũ × rot ṽ) · ñ]dS.

Уравнение (15) можно представить в следующем виде:

∫

Ω

rot
1

µ
rot Ẽ · ṽdΩ =

∫

Ω

1

µ
rot Ẽ · rot ṽdΩ −

∫

∂Ω

1

µ
[(ṽ × rot Ẽ) · ñ]dS. (16)

Из свойств введенных пространств следует, что второе слагаемое в правой части (16) равно
нулю.

В результате получаем векторную вариационную постановку
Найти Ẽ ∈ H0(rot ; Ω) такое, что для ∀ṽ ∈ H0(rot ; Ω)

(

1

µ
rot Ẽ, rot ṽ

)

+ (k2Ẽ, ṽ) = −i(ωJ̃0, ṽ). (17)
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Пусть имеет место следующее свойство вложения

grad φ ∈ H(rot ; Ω), ∀φ ∈ L2(Ω). (18)

Вариационная постановка (17) выполняется для всех ṽ ∈ H(rot ; Ω), согласно (18) возь-
мем ṽ = grad φ, φ ∈ L2(Ω), и тогда (17) имеет вид

(

1

µ
rot Ẽ, rot grad φ

)

+ (k2Ẽ, grad φ) = −i(ωJ̃0, grad φ) ∀φ ∈ L2(Ω).

Учитывая (9) и свойство rot grad φ = 0, получим

( (ω2ε + iωσ)Ẽ, grad φ) = 0 ∀φ ∈ L2(Ω). (19)

Уравнение (19) является вариационным аналогом закона сохранения (10), т. е. решение
вариационной задачи (17) удовлетворяет закону сохранения заряда (5) в слабом смысле.

3. Дискретная вариационная постановка

Построим в расчетной области гексаэдральную сетку, на ячейках которой определим
базисные edge-функции, ассоциированные с ребрами сетки конечномерного подпростран-
ства Hh(rot ; Ω) ⊂ H(rot ; Ω).

На единичном кубе локальные базисные функции имеют вид

Ñe
1 = (1 − y)(1 − z)̃i, Ñe

2 = y(1 − z)̃i,

Ñe
3 = (1 − y)z̃i, Ñe

4 = yz̃i,

Ñe
5 = (1 − z)(1 − x)̃j, Ñe

6 = z(1 − x)̃j,

Ñe
7 = (1 − z)x̃j, Ñe

8 = zx̃j,

Ñe
9 = (1 − x)(1 − y)k̃, Ñe

10 = x(1 − y)k̃,

Ñe
11 = (1 − x)yk̃, Ñe

12 = xyk̃.

Данный базис обеспечивает выполнение условия непрерывности тангенциальных компо-
нент поля на межэлементных границах. Использование этого базиса позволяет естествен-
ным образом учесть условие непрерывности тангенциальных компонент поля Ẽ на границе
двух подобластей с различными свойствами материалов.

Также построим конечномерное подпространство L2(Ω)h пространства L2(Ω), в каче-
стве базисных функций возьмем трилинейные узловые функции

φe
1 = (1 − x)(1 − y)(1 − z), φe

2 = x(1 − y)(1 − z),
φe

3 = (1 − x)y(1 − z), φe
4 = xy(1 − z),

φe
5 = (1 − x)(1 − y)z, φe

6 = x(1 − y)z,
φe

7 = (1 − x)yz, φe
8 = xyz.

Покажем выполнение свойства вложения (18) для конечномерных подпространств
H(rot ; Ω)h и L2(Ω)h, т. е. покажем, что градиент от базисной функции конечномерного
подпространства L2(Ω)h (трилинейной узловой функции) есть линейная комбинация ба-
зисных функций подпространства H(rot ; Ω)h

grad φe
1 = −( (1 − y)(1 − z), (1 − x)(1 − z), (1 − x)(1 − y) )T = −Ñe

1 − Ñe
5 − Ñe

9.
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Аналогичные выражения можно построить и для других базисных функций

grad φe
2 = Ñe

1 − Ñe
7 − Ñe

10,

grad φe
3 = −Ñe

2 + Ñe
5 − Ñe

11, grad φe
4 = Ñe

2 + Ñe
7 − Ñe

12,

grad φe
5 = −Ñe

3 − Ñe
6 + Ñe

9, grad φe
6 = Ñe

3 − Ñe
8 + Ñe

10,

grad φe
7 = −Ñe

4 + Ñe
6 + Ñe

11, grad φe
8 = Ñe

4 + Ñe
8 + Ñe

12.

Сформулируем дискретную вариационную постановку: найти Ẽh ∈ Hh
0 (rot ; Ω) такое,

что для ∀ ṽh ∈ Hh
0 (rot ; Ω)

(

1

µ
rot Ẽh, rot ṽh

)

+ (k2Ẽh, ṽh) = −i(ωJ̃0, ṽ
h). (20)

В результате получаем следующую систему линейных алгебраических уравнений (СЛАУ):

[

A + B −C

C A + B

] [

Er

Ei

]

=

[

fr

fi

]

, (21)

где Er и Ei — веса в разложении по базису действительной и мнимой компонент поля ~E

соответственно, а элементы матриц B и C определяются соотношениями

[A]i,j =

(

1

µ
rot Ñh

i , rot Ñh
j

)

, (22)

[B]i,j = −(εω2Ñh
i , Ñ

h
j ), (23)

[C]i,j = (σωÑh
i , Ñ

h
j ).

Система линейных алгебраических уравнений (21) является несимметричной и плохо
обусловленной. Применение стандартных решателей и предобусловливателей, основанных
на неполном LU-разложении матрицы, не дает желаемого эффекта. Например, GMRES
очень медленно сходится, а BiCGSTAB начинает стагнировать. Поэтому для решения
системы уравнений была разработана специальная итерационная процедура, в основе ко-
торой лежит метод BiCGSTAB [14].

4. Результаты численного моделирования

Скорость сходимости предложенной векторной конечно-элементной аппроксимации бы-
ла исследована на тестовой задаче, имеющей аналитическое решение

rot rot Ẽ − k2Ẽ = f̃ , k = const, в Ω,

div Ẽ = 0,
E|∂Ω = Eg.

(24)

Область Ω = [−0.5, 0.5]3

Ẽ =





−2 ∗ cos(x) ∗ sin(y) ∗ sin(z)
sin(x) ∗ cos(y) ∗ sin(z)
sin(x) ∗ sin(y) ∗ cos(y)



 .
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Т а б л и ц а 1
Зависимость относительной погрешности приближенного решения

в точке (0.1, 0.1, 0.4) от шага сетки при k2 = 1

h(N) 0.1(3630) 0.05(26460) 0.025(201720)
|Ex−E

h
x|

Ex
5.1 · 10−5 1.4 · 10−5 3.7 · 10−6

|Ey−E
h
y |

Ey
5.1 · 10−5 1.5 · 10−5 3.5 · 10−6

|Ez−E
h
z |

Ez
6.1 · 10−5 1.7 · 10−5 4.8 · 10−6

В области Ω построена последовательность вложенных параллепипидальных равномерных
сеток. Полученная после дискретизации задачи (24) СЛАУ решалась с фиксированной
точностью 10−10.

Введем следующие обозначения: h — шаг сетки, N — размерность СЛАУ, Ẽ — точное
решение, Ẽh — приближенное решение.

Из табл. 1 следует, что векторная конечно-элементная дискретизация, использующая
предложенные базисные функции, имеет порядок сходимости выше теоретического O(h)
(практически O(h2)).

В области Ω определим следующую задачу:

rot
1

µ
rot Ẽ − k2Ẽ = 0 в Ω,

div ε̇ε0Ẽ = 0,

Ẽ|Γ = Ẽg,

(25)

где k2 = ω2ε̇ε0, ε̇ — относительная диэлектрическая проницаемость;

Ẽg =





ε̇−1 ∗ (−2) ∗ cos(x) ∗ sin(y) ∗ sin(z)
sin(x) ∗ cos(y) ∗ sin(z)
sin(x) ∗ sin(y) ∗ cos(z)



 , (x, y, z) ∈ Γ; (26)

ε̇(x, y, z) =

{

1, x < 0,
3, x > 0.

(27)

На решении задачи (25) было исследовано выполнение условия непрерывности (13),
которое в данном случае примет вид

[~n · ε̇ε0Ẽ]|x=0 = 0 или [ε̇Ex]|x=0 = 0.

 

2 1 

Z 

X 

Y 

Рис. 1. Тестовая область.
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Т а б л и ц а 2
Зависимость β от шага сетки h и циклической частоты ω в точке

(0, −0.11, 0.11), относительная точность решения СЛАУ 10−14

h(N) 0.1(3630) 0.05(26460) 0.025(201720)

ω = 103 1.5738·10−2 9.7811·10−1 1.9512

ω = 105 1.0712·10−2 5.3176·10−3 2.7713·10−3

ω = 107 8.7611·10−3 4.3480·10−3 2.2171·10−3

Т а б л и ц а 3
Зависимость β от шага сетки h и циклической частоты ω в точке

(0, −0.11, 0.11), относительная точность решения СЛАУ 10−19

h(N) 0.1(3630) 0.05(26460) 0.025(201720)

ω = 103 1.0699·10−2 5.3854·10−3 2.7273·10−3

ω = 105 1.0698·10−2 5.3912·10−3 2.7642·10−3

ω = 107 8.7610·10−3 4.3480·10−3 2.2171·10−3

В табл. 2 и 3 приведены значения относительной погрешности вычисления нормальной
компоненты электрической индукции ε̇ε0Ẽ

h на границе разрыва относительной диэлектри-
ческой проницаемости ε̇:

β =
|ε̇Eh+

x − ε̇Eh−
x |x=0

Eh+
x

,

где Eh+
x , Eh−

x — значения электричекого поля (25) слева и справа от границы разрыва
соответственно.

Из табл. 2 и 3 следует, что при фиксированной частоте погрешность вычисления нор-
мальной компоненты электрической индукции уменьшается со скоростью порядка O(h).
Точность учета разрывных свойств материала сильно зависит от точности решения СЛАУ.
При этом чем меньше шаг сетки и частота, тем точнее необходимо решать СЛАУ.
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Рис. 2. E
im
x ,Eim

y в плоскости z = 0.4, частота
ω = 1 кГц.

Рис. 3. (Eim
x ,Eim

y ) в плоскости z = 0.4, частота
ω = 1 МГц.
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Рис. 4. E
im на прямой z = 0.4, y = −0.5,

частота ω = 1 кГц: сплошная линия — E
im
x ,

штриховая — E
im
y .

Рис. 5. E
im на прямой z = 0.4, y = −0.5, ча-

стота ω = 1 МГц: сплошная линия — E
im
x ,

штриховая — E
im
y .

На рис. 2–5 приведены результаты моделирования гармонического электрического поля
в области [−1.0, 1.0]3, состоящей из двух подобластей (см. рис. 1), со значениями удельной
проводимости σ1 = 1(Ом·м)−1, σ2 = 10(Ом·м)−1 и относительной диэлектрической прони-
цаемости ε1 = ε2 = 1. В подобласти 1 расположена генераторная катушка, ток в которой
равен 1. Границей между подобластями является плоскость x = 0.

Как следует из рис. 4 и 5, нормальная к поверхности разрыва σ компонента электри-
ческого поля является разрывной, а тангенциальная — непрерывной.

Заключение

В настоящей работе развит векторный метод конечных элементов для численного реше-
ния квазистационарных уравнений Максвелла, позволяющий учесть непрерывность тан-
генциальных компонент электрического поля на границе раздела двух сред с различными
показателями относительной диэлектрической проницаемости и проводимости. Выполнен
ряд тестовых расчетов.

На основании вычислительных экспериментов можно сделать следующий вывод. Пред-
ложенная вариационная постановка позволяет правильно учесть разрывные свойства ма-
териалов. Для задач в непроводящих областях с частотами менее 100 кГц использование
стандартных решателей не позволяет достаточно точно учесть скачок нормальной ком-
поненты электрического поля Ẽ или требует для этого трудно достижимой на практике
точности решения СЛАУ. Для решения таких задач необходима разработка специальных
предобусловливателей, позволяющих учитывать разрывные свойства материалов при низ-
ких частотах. Альтернативой является использование вариационной постановки с множи-
телями Лагранжа [11].
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