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The main features of multidimensional non-separable multirate systems with perfect
reconstruction and linear phase properties are investigated. For different types of
symmetry all possible combinations of filter sizes were found, including those with
even support.

Generalized multidimensional non-separable transform was developed that allows
building of multidimensional filter banks with even support. Examples of these filter
banks are given.ÂâåäåíèåÌíîãîìåðíûå áàíêè �èëüòðîâÀíàëèç è ñèíòåç ìíîãîìåðíûõ (ÌÌ) ñèñòåì íóæäàþòñÿ â ðåøåíèè òåîðåòè÷åñêèõ èïðèêëàäíûõ ïðîáëåì, âîçíèêàþùèõ â íåïðåðûâíî ðàñòóùèõ òðåáîâàíèÿõ ìíîãèõ ïðè-ëîæåíèé. Îäíà èç íàèáîëåå ïåðñïåêòèâíûõ îáëàñòåé ïðèìåíåíèÿ ÌÌ-ìåòîäîâ � ìíî-ãîñêîðîñòíûå ñèñòåìû äëÿ ñæàòèÿ, âîññòàíîâëåíèÿ ñèãíàëîâ, èõ î÷èñòêè îò øóìîâ èäð. �åçóëüòàòèâíîñòü ìåòîäîâ ñæàòèÿ äàëåêà îò îêîí÷àòåëüíûõ ïðåäåëîâ, íàëîæåííûõãëóáèííîé ñòðóêòóðîé èñòî÷íèêîâ äàííûõ, òàêèõ êàê âèäåîñèãíàëû, èçîáðàæåíèÿ èëèàêóñòè÷åñêèå ÿâëåíèÿ, è óñèëèÿ, ïðèëîæåííûå äëÿ åãî óëó÷øåíèÿ, îñîáåííî â îïðåäå-ëåííûõ ïðèëîæåíèÿõ, äîëæíû îêóïèòüñÿ ñ ëèõâîé. Ïîíèìàíèå ïðîáëåìû ñæàòèÿ äëÿýòîãî òèïà äàííûõ ïîäðàçóìåâàåò çíàíèå îñíîâ èõ ìîäåëèðîâàíèÿ è àïïðîêñèìàöèè. Âñâîþ î÷åðåäü ýòî ìîæåò áûòü ïîëåçíûì äëÿ ìíîãèõ äðóãèõ çàäà÷, âêëþ÷àÿ êëàññè�è-êàöèþ, ïîäàâëåíèå øóìîâ, èíòåðïîëÿöèþ è ñåãìåíòàöèþ.Îäíèì èç îñíîâíûõ ñðåäñòâ îáðàáîòêè ñèãíàëîâ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâà-íèå. Ñóáïîëîñíîå êîäèðîâàíèå êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ èìååòìíîãî÷èñëåííûå ïîëåçíûå ñâîéñòâà. Â ìíîãîñêîðîñòíûõ ñèñòåìàõ îíî ðåàëèçóåòñÿ ïó-òåì ñâåðòêè ñèãíàëà ñ íåñêîëüêèìè ïîëîñîâûìè �èëüòðàìè è äåöèìàöèåé ðåçóëüòàòà[1 � 3℄. Ñîâîêóïíîñòü íàáîðà �èëüòðîâ ñ äåöèìàòîðàìè íàçûâàåòñÿ áàíêîì �èëüòðîâ(ÁÔ). Â áàíêå àíàëèçà êàæäûé ïîëó÷èâøèéñÿ â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèãíàëíåñåò â ñåáå èí�îðìàöèþ î ñïåêòðàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé èñõîäíîãî ñèãíàëà ïðè íåêî-òîðîì ïðîñòðàíñòâåííîì (âðåìåíí�îì) ìàñøòàáå. Äëÿ îáðàòíîãî ñèíòåçà ñèãíàëà (åãî

∗�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ñîäåéñòâèè ñîâìåñòíîãî ãðàíòà �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èñ-ñëåäîâàíèé è ÿïîíñêîãî îáùåñòâà JSPS � 06-07-91751-ßÔ_à.
© Èíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíûõ òåõíîëîãèé Ñèáèðñêîãî îòäåëåíèÿ �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê, 2008.95



96 Ì.Ê. ×îáàíó
Êàíàë

↑ M

↑ M

Fm−1(z)

F0(z)- -

?

?- - -

--

-

-

-

-

?

? --

x(z)

x̂(z)

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

Hm−1(z)

H0(z)

↓ M

↓ M

Áàíê àíàëèçà Áàíê ñèíòåçà�èñ. 1. Ìíîãîìåðíàÿ m-êàíàëüíàÿ ìíîãîñêîðîñòíàÿ ñèñòåìàðåêîíñòðóêöèè) âûïîëíÿþòñÿ îïåðàöèÿ èíòåðïîëÿöèè ñóáïîëîñíûõ ñèãíàëîâ, �èëüòðà-öèÿ è èõ ñëîæåíèå.Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíà ìíîãîñêîðîñòíàÿ ñèñòåìà [3℄. Áàíê àíàëèçà (ÁÀ) ñîñòîèò èç �èëü-òðîâ Hi(z1, . . . , zD) è äåöèìàòîðîâ ↓M, áàíê ñèíòåçà (ÁÑ) � èç �èëüòðîâ Fi(z1, . . . , zD)è èíòåðïîëÿòîðîâ ↑ M, i = 0, 1, . . . , m − 1, ãäå M � ìàòðèöà äåöèìàöèè, D � ÷èñëîèçìåðåíèé ñèãíàëà. ×èñëî êàíàëîâ ìíîãîñêîðîñòíîé ñèñòåìû ðàâíî m = | detM|.Âõîäíîé ñèãíàë x(z1, . . . , zD) ïîñòóïàåò íà âõîä ÁÀ è íà âõîä �èëüòðîâ Hi(z1, . . . ,
zD), à ïîòîì ïðîðåæèâàåòñÿ (äåöèìèðóåòñÿ) â ñîîòâåòñòâèè ñ ìàòðèöåé äåöèìàöèè M.Íà âûõîäå ÁÀ ïîëó÷àåòñÿ m ïîäïîëîñîâûõ ñèãíàëîâ, êîòîðûå äàëåå ïîïàäàþò â êàíàëïåðåäà÷è ñèãíàëà, ãäå îíè ìîãóò êîäèðîâàòüñÿ, êâàíòîâàòüñÿ, ñæèìàòüñÿ è ò. ä. Ïîñëåêàíàëà ïåðåäà÷è äàííûõ îáðàáîòàííûå ïîäïîëîñîâûå ñèãíàëû ïîñòóïàþò â ÁÑ, ãäåñíà÷àëà ïðîèñõîäèò èíòåðïîëÿöèÿ ñèãíàëîâ, à çàòåì èõ �èëüòðàöèÿ. Âîññòàíîâëåííûéñèãíàë x̂ � ýòî ñóììà ïîäïîëîñîâûõ ñèãíàëîâ íà âûõîäå áàíêà ñèíòåçà.Âàæíûì áëîêîì ìíîãîñêîðîñòíîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ áëîê äåöèìàöèè. Â òî âðåìÿ êàêîñóùåñòâëåíèå îäíîìåðíîé äåöèìàöèè ìîæåò áûòü âûïîëíåíî åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì,â ñëó÷àå äâóõ èëè áîëåå èçìåðåíèé ýòî íå òàê. Ìíîãîìåðíàÿ äåöèìàöèÿ ïðåäñòàâëåíàðåøåòêîé, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ðàçäåëèìîé èëè íåðàçäåëèìîé.Äðóãîé âàæíûé áëîê � öè�ðîâûå �èëüòðû. Ñèíòåç ÌÌ öè�ðîâûõ �èëüòðîâ äëÿìíîãîñêîðîñòíûõ ñèñòåì âêëþ÷àåò ó÷åò ïðîåêòíûõ îãðàíè÷åíèé, òàêèõ êàê, íàïðèìåð,îðòîãîíàëüíîñòü, ëèíåéíàÿ �àçà, ðåãóëÿðíîñòü è äð. Ôèëüòðû ñàìè ïî ñåáå ìîãóò áûòüêàê ðàçäåëèìûìè, òàê è íåðàçäåëèìûìè, íåçàâèñèìî îò âèäà ðåøåòêè. Âîçìîæíî èìåòüâñå êîìáèíàöèè ðàçäåëèìûõ/íåðàçäåëèìûõ îïåðàöèé ïðè îñóùåñòâëåíèè äåöèìàöè-è/�èëüòðàöèè ïîëè�àçíûõ êîìïîíåíòîâ (ñì. î ïîëè�àçíîì ïðåäñòàâëåíèè â [3, 4℄).Íåðàçäåëèìûå ñèñòåìû áîëåå ñëîæíû. È ðàçäåëèìûå, è íåðàçäåëèìûå �èëüòðû ìîãóòèìåòü íåðàçäåëèìûå ïîëè�àçíûå êîìïîíåíòû. Èçíà÷àëüíî äëÿ ëþáûõ ðàçäåëèìûõ èëèíåðàçäåëèìûõ ïîëè�àçíûõ êîìïîíåíòîâ ìîæíî ïîëó÷èòü íåðàçäåëèìûé �èëüòð. Èñòî-ðè÷åñêè ïåðâûìè âîçíèêëè ðàçäåëèìûå ÌÌ-ñèñòåìû. Òîëüêî â ïîñëåäíèå 15 ëåò ñòàëèïîÿâëÿòüñÿ íåðàçäåëèìûå ñèñòåìû.Â áîëüøèíñòâå ïðåäûäóùèõ ðàáîò ïî äâóõ- è òðåõìåðíîé ìíîãîñêîðîñòíîé îáðà-áîòêå ñèãíàëîâ èñïîëüçîâàëàñü ðàçäåëèìàÿ äåöèìàöèÿ è âñå îïåðàöèè âûïîëíÿëèñü ïîêàæäîìó èçìåðåíèþ â îòäåëüíîñòè. Îñíîâíàÿ ïðè÷èíà ïðèìåíåíèÿ ðàçäåëèìûõ îïåðà-öèé � ïðîñòîòà ðåàëèçàöèè è îòñóòñòâèå íàðàáîòîê â îáëàñòè ñèíòåçà íåðàçäåëèìûõñèñòåì. Íåðàçäåëèìûå îïåðàöèè ñ èñïîëüçîâàíèåì íåäèàãîíàëüíûõ ìàòðèö äåöèìàöèè,òàêèå êàê óìåíüøåíèå/óâåëè÷åíèå ðàçìåðà èçîáðàæåíèÿ, ñæàòèå èçîáðàæåíèé, î÷èñòêà



Ñèíòåç ìíîãîìåðíûõ áàíêîâ �èëüòðîâ ñ ÷åòíûì íîñèòåëåì 97îò øóìîâ, î÷åíü âàæíû è ñ òåîðåòè÷åñêîé, è ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷åê çðåíèÿ. Íåðàçäåëè-ìûå îïåðàöèè, êîòîðûå âêëþ÷àþò ðàçäåëèìûå îïåðàöèè êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé, ïðåäïî-ëàãàþò áîëüøóþ ãèáêîñòü è ëó÷øèå õàðàêòåðèñòèêè, ÷òî òðåáóåòñÿ â íåêîòîðûõ ïðè-ëîæåíèÿõ [5 � 7℄. Íàïðèìåð, ñèñòåìû, êîòîðûå ñîñòîÿò èç 1-D äâóõêàíàëüíûõ ÁÔ, íåâñåãäà ìîãóò èìåòü ðåøåíèÿ, ãäå áû ñîâìåùàëèñü òàêèå êðàéíå íåîáõîäèìûå ñâîéñòâà,êàê ëèíåéíàÿ �àçà è îðòîãîíàëüíîñòü. ×òîáû ïðåîäîëåòü âñå ýòè íåäîñòàòêè, òðåáóåòñÿíåðàçäåëèìûé ÁÔ.Ìåòîäû ñèíòåçà ÌÌ-áàíêîâ �èëüòðîâÂñåãî ìîæíî âûäåëèòü ïÿòü ãðóïï ìåòîäîâ ñèíòåçà ìíîãîìåðíûõ öè�ðîâûõ �èëüòðîâäëÿ ìíîãîñêîðîñòíûõ ñèñòåì:1) ïîëèíîìèàëüíûå ìåòîäû;2) ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåìåííûõ;3) ñòðóêòóðíûå ìåòîäû;4) ïðåäñòàâëåíèå â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé;5) îïòèìèçàöèîííûå ìåòîäû.Ïðèâåäåííàÿ êëàññè�èêàöèÿ äîâîëüíà óñëîâíà. Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëîæåí ìåòîäïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîçâîëÿþùèé ñèíòåçèðîâàòü ÌÌ öè�ðîâûå �èëüòðû ñ ÷åòíûì íîñè-òåëåì. Ïðè ýòîì èíòåíñèâíî èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå ïîëèíîìèàëüíûå ìåòîäû.Ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåìåííûõÏðåîáðàçîâàíèå ÌàêÊëåëëàíà � ý��åêòèâíàÿ è âåñüìà ãèáêàÿ ìåòîäèêà äëÿ ïðîåêòè-ðîâàíèÿ ÌÌ ÁÔ [6, 8�10℄. Ïðåîáðàçîâàíèå ïîçâîëÿåò ïðîåêòèðîâàòü ðåãóëÿðíûå íåðàç-äåëèìûå ÌÌ-�èëüòðû è âåéâëåò-áàçèñû, ïîñêîëüêó äîñòàòî÷íî ïðîñòî çàäàâàòü íóëèçàäàííîãî ïîðÿäêà (â ïîëîñå çàäåðæèâàíèÿ) äëÿ �èëüòðîâ, ïîñòðîåííûõ ïî äàííîé ìå-òîäèêå. Èçâåñòíû ðàçëè÷íûå ìåòîäû, êîòîðûå ñâÿçàíû ñ ïðèìåíåíèåì ïðåîáðàçîâàíèÿÌàêÊëåëëàíà [11℄.Âèäîèçìåíåííàÿ ìåòîäèêà ïðîåêòèðîâàíèÿ ÌÌ ÁÔ áûëà ïðåäëîæåíà â ðàáîòàõ [12,13℄. Ìåòîä ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà êàíàëîâ. Îäíàêî ïðèìåíåíèåäàííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ îäíîìåðíîãî ê ìíîãîìåðíîìó, âêëþ÷àþùåå ìåòîä ðàçäåëèìûõïîëè�àçíûõ êîìïîíåíòîâ, íå îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèÿ ñâîéñòâà òî÷íîãî âîññòàíîâëå-íèÿ ñèãíàëà (ÒÂÑ) äëÿ �èëüòðîâ ñ êîíå÷íûì íîñèòåëåì òàê, êàê ýòî èìååò ìåñòî äëÿïðåîáðàçîâàíèÿ ÌàêÊëåëëàíà. Ïîñëåäíèé ñîõðàíÿåò ÒÂÑ, êàê è íóëè, íà ãðàíè÷íûõ÷àñòîòàõ íàëîæåíèÿ è ðàáîòàåò òîëüêî äëÿ �èëüòðîâ ñ íóëåâîé �àçîé [6, 9, 10, 12℄.Ñëåäóÿ ëîãèêå âûáðàííîãî ïóòè, ïðåîáðàçîâàíèÿ ÌàêÊëåëëàíà õîðîøî ðàáîòàþòñ 1-D ñèììåòðè÷íûìè �èëüòðàìè ñ íå÷åòíîé äëèíîé. Ïðåîáðàçîâàíèå 1-D ÁÔ ñ ÒÂÑñ íå÷åòíîé äëèíîé äàåò ÌÌ ÁÔ ñî ñâîéñòâîì ÒÂÑ. Íî ýòî ïðåîáðàçîâàíèå, îäíàêî,íå ðàáîòàåò ñ 1-D ñèììåòðè÷íûìè �èëüòðàìè ñ ÷åòíîé äëèíîé. Â [14℄ ïîêàçàíî, ÷òîðàñøèðåííîå ïðåîáðàçîâàíèå äàåò ÌÌ ÁÔ, êîòîðûå íå óäîâëåòâîðÿþò ñâîéñòâó ÒÂÑ.Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëîæåí íîâûé ïîäõîä, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ïðåîáðàçîâûâàòü 1-Dñèììåòðè÷íûé ÁÔ ñ ÷åòíîé äëèíîé â ÌÌ ÁÔ. Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ñîõðàíÿåò ñâîéñòâîÒÂÑ. Ïðåîáðàçîâàííûå ÌÌ-�èëüòðû èìåþò ËÔ, åñëè èñõîäíûå �èëüòðû òàêæå èìåþòñâîéñòâî ËÔ. Â ðàçä. 1.2.3 äîêàçàíî, ÷òî ýòîò ìåòîä ðàáîòàåò íå äëÿ âñåõ ìàòðèö äåöè-ìàöèè. Íàïðèìåð, äëÿ øàõìàòíîé ìàòðèöû äåöèìàöèè íå ñóùåñòâóåò ïàðû �èëüòðîâ,èìåþùèõ ÷åòíûé íîñèòåëü.



98 Ì.Ê. ×îáàíóÂîïðîñû ñèíòåçà áàíêîâ �èëüòðîâ, êîòîðûå ñîñòîÿò èç �èëüòðîâ ñ ÷åòíûì íîñèòå-ëåì, âåñüìà âàæíû. Êàê áûëî çàìå÷åíî â [15℄, �èëüòðû ñ ÷åòíûì íîñèòåëåì èìåþò ïðèîáðàáîòêå èçîáðàæåíèé â öåëîì ëó÷øèå õàðàêòåðèñòèêè, ÷åì �èëüòðû ñ íå÷åòíûì íî-ñèòåëåì, òàê êàê ïðè ýòîì óäàåòñÿ èçáåæàòü íåêîòîðûõ ïðîáëåì, ñâÿçàííûõ ñ òåì, ÷òîìíîãîñêîðîñòíûå ñèñòåìû íå ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòíûìè ê ñäâèãó ñèñòåìàìè. Ôèëüòðûñ ËÔ ñ ÷åòíûì íîñèòåëåì âåäóò ê ñèíòåçó ñèììåòðè÷íûõ âåéâëåòîâ. Òàêæå íåîáõîäèìîçàìåòèòü, ÷òî �èëüòðû ñ ÷åòíûì íîñèòåëåì ìîãóò ðåàëèçîâàòü çàäåðæêó íà ïîëîâè-íó ïåðèîäà äèñêðåòèçàöèè, ÷òî î÷åíü âàæíî, íàïðèìåð, ïðè ñèíòåçå ïðåîáðàçîâàòåëåé�èëüáåðòà è êîìïëåêñíûõ âåéâëåòîâ [16℄.Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóþòñÿ îñîáåííîñòè ìíîãîìåðíûõ íåðàçäåëèìûõ ìíîãîñêî-ðîñòíûõ ñèñòåì, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì òî÷íîãî âîññòàíîâëåíèÿ ñèãíàëà è èìåþùèõëèíåéíóþ �àçó, ïðèâîäÿòñÿ èçâåñòíûå è ñ�îðìóëèðîâàíû íîâûå ñâîéñòâà òàêèõ ñè-ñòåì. Äëÿ ðàçíûõ òèïîâ ñèììåòðèè ìíîãîìåðíûõ íåðàçäåëèìûõ èìïóëüñíûõ õàðàêòå-ðèñòèê �èëüòðîâ ñ ëèíåéíîé �àçîé âïåðâûå íàéäåíû âñå âîçìîæíûå ñî÷åòàíèÿ ðàçìå-ðîâ �èëüòðîâ, âêëþ÷àÿ ñëó÷àé ÷åòíîãî íîñèòåëÿ. Âïåðâûå àíàëèòè÷åñêè ðàçðàáîòàíîîáîáùåííîå ìíîãîìåðíîå íåðàçäåëèìîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïîçâîëÿþùåå ñòðîèòü ìíîãî-ìåðíûå áàíêè �èëüòðîâ ñ ÷åòíûì íîñèòåëåì íà îñíîâå çàäàííûõ �èëüòðîâ-ïðîòîòèïîâ,â îòëè÷èå îò èçâåñòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ÌàêÊëåëëàíà, â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ êî-òîðîãî áàíêè �èëüòðîâ ìîãóò èìåòü òîëüêî íå÷åòíûé íîñèòåëü, ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðûñèíòåçà òàêèõ áàíêîâ �èëüòðîâ.1. Ñâîéñòâà ìíîãîìåðíûõ áàíêîâ �èëüòðîâÂ [17℄ áûëè ââåäåíû ïîíÿòèÿ êëàññîâ ñìåæíîñòè äëÿ çàäàííîé ÌÌ-ðåøåòêè. Îïðå-äåëèì m ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ñìåæíîñòè, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûì öåëî÷èñ-ëåííûì âåêòîðàì åäèíè÷íîé ÿ÷åéêè ki ∈ UC(M), i = 0, . . . , m − 1, äëÿ UC(M) =
{

m−1
∑

i=0

λiui; λi ∈ [0, 1)

}, ãäå ui � ýòî ñòîëáöû ìàòðèöû äåöèìàöèè M, m = |detM|.Àíàëîãè÷íî ìîæíî îïðåäåëèòü m ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ñìåæíîñòè, êîòîðûå ñîîò-âåòñòâóþò ðàçëè÷íûì öåëî÷èñëåííûì âåêòîðàì li ∈ UC(MT ), i = 0, . . . , m − 1, äëÿ
UC(MT ) =

{

m−1
∑

i=0

λivi; λi ∈ [0, 1)

}, ãäå vi � ñòîëáöû MT .Ïóñòü óðàâíåíèå [H(z)]ij = Hi,j(z) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëè�àçíóþ ìàòðèöó áàíêààíàëèçà [3℄, ó êîòîðîé (k, i)-ýëåìåíò Hk,i îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîëè�àçíîãî ðàçëî-æåíèÿ 1-ãî òèïà:
Hk(z) =

m−1
∑

i=0

z−kiHk,i(z
M), (1)ãäå k = 0, . . . , m − 1 � íîìåð ïîäïîëîñû è ñîîòâåòñòâóþùåãî �èëüòðà, âåêòîð ki ñîîò-âåòñòâóåò i-ìó êëàññó ñìåæíîñòè. Ïîëè�àçíàÿ ìàòðèöà áàíêà ñèíòåçà ðàâíà [F(z)]ij =

Fj,m−1−i(z), à (k, i)-ýëåìåíò Fk,i îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîëè�àçíîãî ðàçëîæåíèÿ 2-ãîòèïà:
Fk(z) =

m−1
∑

i=0

zkiFk,i(z
M).



Ñèíòåç ìíîãîìåðíûõ áàíêîâ �èëüòðîâ ñ ÷åòíûì íîñèòåëåì 99Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì äâå ÌÌ ïîëèíîìèàëüíûå ïîëè�àçíûå ìàòðèöû:
H(z) =











H00(z) H01(z) · · · H0(m−1)(z)
H10(z) H11(z) · · · H1(m−1)(z)... ... . . . ...
H(m−1)0(z) H(m−1)1(z) · · · H(m−1),(m−1)(z)











,

F(z) =











F0(m−1)(z) F1(m−1)(z) · · · F(m−1),(m−1)(z)
F0(m−2)(z) F1(m−2)(z) · · · F(m−1),(m−2)(z)... ... . . . ...
F00(z) F10(z) · · · F(m−1)0(z)











.Îïðåäåëèì ìîäóëÿöèîííûå ìàòðèöû áàíêîâ àíàëèçà è ñèíòåçà êàê [18℄:
[H(z)]pq = Hp(z ◦ ej2πlTq M−1

), [F(z)]pq = Fq(z ◦ ej2πlTp M−1

), (2)ãäå p, q = 0, . . . , m − 1. Îáîçíà÷åíèå a ◦ b èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîêîîðäèíàòíîãî ïðîèç-âåäåíèÿ âåêòîðîâ a è b: a ◦ b = (a1b1, . . . , anbn), à îáîçíà÷åíèå ej2πfT ðàâíî âåêòîðó
(

ej2πf1, . . . , ej2πfn
), åñëè fT = (f1, . . . , fn).Ñâÿçü ìåæäó ìîäóëÿöèîííûìè è ïîëè�àçíûìè ìàòðèöàìè óñòàíàâëèâàåòñÿ ñ ïîìî-ùüþ ðàâåíñòâ:
H(z) = H(zM) · Γ1(z), ãäå [Γ1(z)]pq = zkpej2πlTq M−1kp,

F(z) = Γ2(z) · F(zM), ãäå [Γ2(z)]pq = zkm−1−qej2πlTp M−1km−1−q .1.1. Óñëîâèå òî÷íîãî âîññòàíîâëåíèÿ ñèãíàëàÂ òåðìèíàõ ïîëè�àçíûõ ìàòðèö áàíêà àíàëèçà H(z) è áàíêà ñèíòåçà F(z) óñëîâèå ÒÂÑçàïèñûâàåòñÿ â âèäå F(z)·H(z) = I·zN, ãäå N �ÌÌ-ñäâèã. ÄëÿÊÈÕ áàíêîâ �èëüòðîâ,ïîëè�àçíàÿ ìàòðèöà ÁÑ F(z) è ïîëè�àçíàÿ ìàòðèöà ÁÀ H(z) ÿâëÿþòñÿ ïîëè�àçíûìèìàòðèöàìè ÁÔ ñî ñâîéñòâîì ÒÂÑ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà detH(z) = zpT � ìîíîì.Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ äâóõêàíàëüíûõ ñèñòåì
H00(z)H11(z) − H01(z)H10(z) = zpT

. (3)Ñâîéñòâî 1. Ïîëè�àçíûå êîìïîíåíòû H0(z) íå èìåþò îáùèõ êîðíåé çà èñêëþ-÷åíèåì (z1, z2) = (0, γ) èëè (γ, 0) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íå ñóùåñòâóþò α 6= 0è/èëè β 6= 0 òàêèå, ÷òî H0(α, β) = H0(−α,−β) = 0.Íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì äëÿ ÒÂÑ áóäåò ðàâåíñòâî F(z) · H(z) = m ·
Λ(z), ãäå

Λ(z) = Diag [zrej2πlT
0
M−1r, zrej2πlT

1
M−1r, · · · , zrej2πlTm−1

M−1r
]

.Çäåñü r � ýòî ñäâèã ìåæäó âûõîäíûì è âõîäíûì ñèãíàëàìè: Y(n) = X(n − r). Âîäíîìåðíîì ñëó÷àå ýòî óñëîâèå ïðèâåäåíî â [19℄.Äëÿ ÊÈÕ �èëüòðîâ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû ñóùåñòâîâàíèþ ìîäóëÿöèîí-íîé è ïîëè�àçíîé ìàòðèö áàíêîâ àíàëèçà è ñèíòåçà, òàêèõ, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèåÒÂÑ (â ðàáîòå [19℄ ïðèâîäèòñÿ îäíîìåðíûé àíàëîã):



100 Ì.Ê. ×îáàíó1) F(z) · H(z) = m · Λ(z);2) F(z) ·H(z) = zm · I;3) det(H(z)) = zpT .Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ìàòðèöû Γi(z) ñâÿçàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:� Γ̃1(z)·Γ1(z) = mI, ãäå �ïàðàñîïðÿæåíèå� ïîëèíîìèàëüíîé ìàòðèöû Γ1(z) îçíà÷àåò,÷òî Γ̃i(z) = Γ∗T
i (z−1), à çíàê ∗ ãîâîðèò î êîìïëåêñíîì ñîïðÿæåíèè âñåõ êîý��èöèåíòîâìàòðèöû;� Γ̃2(z) · Γ2(z) = mI;� äëÿ îäíîìåðíûõ �èëüòðîâ, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå r = Mm + M − 1,òàêæå âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî Γ̃2(z) · Λ(z) · Γ1(z) = zmMmI. Äëÿ ÌÌ-ñëó÷àÿ ðàâåíñòâîâûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:
[

Γ̃2(z) · Λ(z) · Γ1(z)
]

pq
= zr−km−1−p−kq

m−1
∑

i=0

ej2πlTi M−1(r−km−1−p−kq).Êàê èçâåñòíî èç [20℄, ìîæíî âû÷èñëèòü ñóììó
m−1
∑

i=0

ej2πlTi M−1n =

{

m, åñëè n ≡ 0 (modM),
0, åñëè n 6= 0 (modM).Ïîýòîìó åñëè r − km−1−p − kq = Mq èëè r − km−1−p − kq ≡ 0(modM), òî ñóììà ðàâíà

mzMq, à ïðè r − km−1−p − kq = Mq + kl, l 6= 0, ñóììà ðàâíà 0.Â ñèëó òîãî, ÷òî âåêòîð r−km−1−p−kq ïðè �èêñèðîâàííîì çíà÷åíèè p (â p-é ñòðîêå)ïðîáåãàåò äëÿ q = 0, 1, . . . , m − 1 âñå m âîçìîæíûõ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ñìåæíîñòè,âêëþ÷àÿ íóëåâîå çíà÷åíèå, äîëæíî ñóùåñòâîâàòü åäèíñòâåííîå çíà÷åíèå q, äëÿ êîòîðîãî
r− km−1−p − kq ≡ 0(modM). Çà�èêñèðóåì äàííîå çíà÷åíèå q è áóäåì ìåíÿòü çíà÷åíèåïàðàìåòðà p = 0, 1, . . . , m − 1 (â q-ì ñòîëáöå). �àññóæäàÿ àíàëîãè÷íî, ìîæíî ïîêàçàòü,÷òî ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííîå çíà÷åíèå p, äëÿ êîòîðîãî r − km−1−p − kq ≡ 0(modM).Òàêèì îáðàçîì, â êàæäîé ñòðîêå è â êàæäîì ñòîëáöå ìàòðèöû Γ̃2(z)·Λ(z)·Γ1(z) èìååòñÿåäèíñòâåííûé íåíóëåâîé ýëåìåíò.1.2. Ôèëüòðû ñ ëèíåéíîé �àçîé1.2.1. Ëèíåéíàÿ �àçà è ãðóïïîâàÿ çàäåðæêàÏóñòü g(x) � ÌÌ-�èëüòð, à åãî ÷àñòîòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàâíà G(f) = |G(f)|ejÔ(f), ãäå
G(f) � ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå g(x) [21, 22℄. Ôèëüòð èìååò ëèíåéíóþ �àçó (ËÔ), åñëèãðóïïîâàÿ çàäåðæêà

τG(f) = −
d

2πdfΦ(f)ïîñòîÿííà â êàæäîé òî÷êå íåïðåðûâíîñòè �àçû Ô(f). Ôàçà îïðåäåëåíà ïî ìîäóëþ 2π èìîæåò èìåòü ðàçðûâû â íóëÿõ G(f).Êàæäûé �èëüòð, îïðåäåëåííûé íà ðåøåòêå � òàê, ÷òî
g(−x+ 
) = Sg(x), ∀x ∈ Γ, S ∈ {±1} è ñ ∈ Γ, (4)èìååò ëèíåéíóþ �àçó. Â ýòîì ñëó÷àå ãðóïïîâàÿ çàäåðæêà áóäåò ðàâíà τG(f) =

1

2

 èïðåäñòàâëÿåò ñîáîé öåíòð ñèììåòðèè èìïóëüñíîé õàðàêòåðèñòèêè (ÈÕ) �èëüòðà g(x).



Ñèíòåç ìíîãîìåðíûõ áàíêîâ �èëüòðîâ ñ ÷åòíûì íîñèòåëåì 1011.2.2. ×åòûðå òèïà �èëüòðîâ ñ ëèíåéíîé �àçîéÈçâåñòíû ÷åòûðå òèïà �èëüòðîâ (ïî (1-D)-îáðàáîòêå ñèãíàëîâ) ñ ËÔ [23℄. Öåíòð ñèì-ìåòðèè ÊÈÕ �èëüòðà ñ ËÔ 1

2
ñ ∈ 1

2
Γ ìîæåò áûòü, à ìîæåò è íå áûòü ýëåìåíòîì ðåøåò-êè �.1. Òèïû I è III.Öåíòð ñèììåòðèè ïðèíàäëåæèò �. Òàêèì îáðàçîì, 1

2
ñ ∈ Γ, ÷òî ýêâèâàëåíòíî ñ ∈ 2Γ.2. Òèïû II è IV.Öåíòð ñèììåòðèè íå ïðèíàäëåæèò �, íî ïðèíàäëåæèò 1

2
Γ. Òàêèì îáðàçîì, ñ ∈ Γ\2Γ.Ôèëüòð áóäåò ñèììåòðè÷íûì, åñëè S = 1, è àíòèñèììåòðè÷íûì, åñëè S6=1. Ïîýòîìóèìååòñÿ ÷åòûðå ðàçëè÷íûõ òèïà ÌÌ ÊÈÕ �èëüòðîâ ñ ËÔ.Ëþáîé 1-D ÊÈÕ �èëüòð ñ ËÔ ìîæåò èìåòü íåêîòîðûå íóëè â ÷àñòîòíîé îáëàñòè. Òàæå ñèòóàöèÿ íàáëþäàåòñÿ è â ÌÌ-ñëó÷àå. Ýòè íóëè çàâèñÿò îò âûáîðà íóæíîãî òèïàñîãëàñíî ïðèëîæåíèþ. �àñïîëîæåíèå íóëåé áóäåò ñëåäóþùèì.Òèïû I è II: íóëè äëÿ f∈ 1/2�∗ òàêèå, ÷òî 2fTñ ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíûì.Òèïû III è IV: íóëè äëÿ f∈ 1/2�∗ òàêèå, ÷òî fTñ ÿâëÿåòñÿ öåëî÷èñëåííûì (÷òî âêëþ-÷àåò f = 0, òàê ÷òî ýòî � ïëîõèå Í×-�èëüòðû).1.2.3. Öåíòðû ñèììåòðèè è òèïû �èëüòðîâÔèëüòð Hk(z) îáëàäàåò ËÔ, åñëè

Hk(z) = ±znkHk(z
−1), (5)èëè â ÷àñòîòíîé îáëàñòè � Hk(w) = ±ejwnT

k Hk(−w) äëÿ öåëî÷èñëåííîãî âåêòîðà nk.�îâîðÿò, ÷òî �èëüòð Hk(z) èìååò èíäåêñ nk (èëè Ind(Hk(z))).Îïðåäåëåíèå 1.1. Ïîëèíîì A(z) ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì-(àíòè)ñèììåòðè÷íûì ñ èíäåêñîì n,åñëè óäîâëåòâîðÿåòñÿ ðàâåíñòâî A(z) = ±znA(z−1); ïîëèíîìû P(z) è Q(z) ÿâëÿþòñÿêðîññ(àíòè)ñèììåòðè÷íûìè ñ èíäåêñîì m, åñëè óäîâëåòâîðÿåòñÿ ðàâåíñòâî P (z) =
±zmQ(z−1).2. Ïîëèíîìû h(z) = (h1(z), . . . , hn(z)) è h′(z) = (h′

1(z), . . . , h′

n(z)) íàçûâàþòñÿ ñòðóê-òóðíî-ïîäîáíûìè, åñëè ðàâåíñòâî hi(z) = ±znhj(z
−1) âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà h′

i(z) = ±znh′

j(z
−1) èëè h′

i(z) = ∓znh′

j(z
−1).3. Ïîëèíîìû íàçûâàþòñÿ èíäåêñíî ïîäîáíûìè, åñëè â äîïîëíåíèå ê òîìó, ÷òî îíèñòðóêòóðíî-ïîäîáíûå, äëÿ âñåõ i è j âûïîëíÿþòñÿ òàêæå ðàâåíñòâà Ind(hi(z)) −

Ind(hj(z)) = Ind(h′

i(z)) − Ind(h′

j(z)).Âåñü áàíê �èëüòðîâ óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó ËÔ, åñëè âñå åãî ïîäïîëîñîâûå �èëü-òðû Hk(z), k = 0, 1, . . . , m − 1 èìåþò ëèíåéíóþ �àçó. Åñëè äëÿ âñåõ ýòèõ �èëüòðîâìîæíî íàéòè òàêèå öåëî÷èñëåííûå âåêòîðû mk, ÷òî ðàâåíñòâî
nT

k = mT
k M + kT

l (6)âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ k = 0, 1, . . . , m − 1, òî áàíê �èëüòðîâ èìååò òèï kl.Â òåðìèíàõ ìîäóëÿöèîííûõ ìàòðèö óñëîâèå ËÔ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå
H(z) = D · Ωnk

(z) · H̃T (z) · W,



102 Ì.Ê. ×îáàíóãäå äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà D ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ, ðàâíûõ ±1, Ωnk
= Diag [ejwnT

0 ,

ejwnT
1 , · · · , ejwnT

m−1

], W(w) = Diag [1, ejwkT
1 , · · · , ejwkT

m−1

].Â òåðìèíàõ ïîëè�àçíûõ ìàòðèö óñëîâèå ËÔ çàïèñûâàåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå [18℄:
H(wM) = D · Ωnk

· H(−wM) · W(−w) · ∆l · W(−w), (7)ãäå ∆l =
1

m
W∗

d · L ·W∗

d , Wd � ýòî ìàòðèöà ÌÌ äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå äëÿìàòðèöû äåöèìàöèè M: [Wd]ij = e−j2πlTj M−1ki,
W(w) = Diag [1, ejwkT

1 , · · · , ejwkT
m−1

]

,

L = Diag [1, e−j2πlT
1
M−1kl, . . . , e−j2πlTm−1

M−1kl

]

,

Ωnk
= Diag [ejwnT

0 , ejwnT
1 , · · · , ejwnT

m−1

]

.Ìàòðèöà ∆l â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ëåâîñòîðîííåé öèðêóëÿíòíîé ìàòðèöåé,ó êîòîðîé ïåðâàÿ ñòðîêà ðàâíà {δl, δl−1, · · · , δl−(m−1)

}. Îïðåäåëèòåëü ∆l ðàâåí 1 ëèáî
−1 â çàâèñèìîñòè îò kl.Äëÿ âûïîëíåíèÿ ñâîéñòâà ËÔ íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå öåëîãî ðÿäà óñëîâèé. Ñðåäèíèõ ñàìûìè âàæíûìè ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå [18℄.Ñâîéñòâî 2.1. Åñëè âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî ÒÂÑ (ñì. 1.1), òî det H(z) = zpT, ãäå p � ýòîíåîòðèöàòåëüíûé öåëî÷èñëåííûé âåêòîð. Åñëè �èëüòðû îáëàäàþò ñâîéñòâîì ËÔ,òî (íåîáõîäèìîå óñëîâèå)

m−1
∑

i=0

nT
i = 2

(

pTM +
m−1
∑

i=0

kT
i

)

. (8)2. Åñëè m íå÷åòíîå ÷èñëî, òî ÷èñëî ñèììåòðè÷íûõ �èëüòðîâ ïðåâîñõîäèò ÷èñëîàíòèñèììåòðè÷íûõ �èëüòðîâ íà åäèíèöó äëÿ âñåõ kl.3. Åñëè m ÷åòíîå ÷èñëî, òî â äâóìåðíîì ñëó÷àå ÷èñëî ñèììåòðè÷íûõ �èëüòðîâïðåâîñõîäèò ÷èñëî àíòèñèììåòðè÷íûõ �èëüòðîâ íà 0, èëè íà 2, èëè íà 4. Äëÿ áîëü-øåé ðàçìåðíîñòè ïîêà íåò îäíîçíà÷íûõ âûâîäîâ.Äëÿ øàõìàòíîé ìàòðèöû äåöèìàöèè M = VQ =

[

1 1
1 −1

] âñåãî èìåþòñÿ äâà êà-íàëà, òàê êàê m = 2. Äâà êëàññà ñìåæíîñòè îïèñûâàþòñÿ âåêòîðàìè k0 = (0, 0) è k1 =
(1, 0). Ïóñòü èíäåêñû �èëüòðîâ áàíêà àíàëèçà áóäóò ðàâíû Ind(H0) = n0 = (n00, n01) è
Ind(H1) = n1 = (n10, n11). Òîãäà

Hk(z) = zkT
0 Hk,0(z

M) + zkT
1 Hk,1(z

M), (9)ãäå zM = (z1z2, z1z
−1
2 ).



Ñèíòåç ìíîãîìåðíûõ áàíêîâ �èëüòðîâ ñ ÷åòíûì íîñèòåëåì 103Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü áàíê �èëüòðîâ èìååò òèï k0 = (0, 0), à èíäåêñ k-ãî �èëüòðà âûðàæà-åòñÿ êàê nk = Mmk + k0, ãäå mk � öåëî÷èñëåííûé âåêòîð. Òîãäà ïîëè�àçíûå êîìïî-íåíòû êàæäîãî �èëüòðà ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðè÷íî-(àíòè)ñèììåòðè÷íûìè, à èìåííî:
Hk,0(z) = ±zmT

k Hk,0(z
−1); Hk,1(z) = ±z(mk−(1,1))T

Hk,1(z
−1).2. Ïóñòü áàíê �èëüòðîâ èìååò òèï k1 = (1, 0), à èíäåêñ k-ãî �èëüòðà âûðàæàåò-ñÿ êàê nk = Mmk + k1, ãäå mk � öåëî÷èñëåííûé âåêòîð. Òîãäà ïîëè�àçíûå êîìïîíåí-òû êàæäîãî �èëüòðà ÿâëÿþòñÿ êðîññ-(àíòè)ñèììåòðè÷íûìè, à èìåííî: Hk,0(z) =

±zmT
k Hk,1(z

−1).Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, èç (5) è èç ïîëè�àçíîãî ðàçëîæåíèÿ (9) âûòå-êàåò, ÷òî Hk,o(z) = ±(znT
k · Hk,0(z

−M) + znk−k1
T
1 Hk,1(z

−M)), îòêóäà ïîñëå ïîäñòàíîâêè
−k1 = −M(1, 1)T +k1 è âû÷èòàíèÿ èç (9) ïîëó÷èì, ÷òî {Hk,0(z

M)∓ zM·mT

k Hk,0(z
−M)}+

zk
1{Hk,1(z

M)∓ zM·mk−(1,1)T

Hk,1(z
−M)} = 0. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ âòîðàÿ ÷àñòü ñâîé-ñòâà 1. Ýòè äâà ñâîéñòâà ïî ñóòè ÿâëÿþòñÿ âûðàæåíèåì ñîîòíîøåíèÿ (7). �Èç (9) âûòåêàåò, ÷òî äëÿ øàõìàòíîé ìàòðèöû äåöèìàöèè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ,îïðåäåëåííûå äâóìÿ òåîðåìàìè.Òåîðåìà 2.1. Åñëè áàíê �èëüòðîâ èìååò òèï k0 = (0, 0), òî îáà �èëüòðà ñèììåòðè÷íû.2. Åñëè áàíê �èëüòðîâ èìååò òèï k1 = (1, 0), òî îäèí �èëüòð ñèììåòðè÷íûé, àäðóãîé àíòèñèììåòðè÷íûé.Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà îïðåäåëÿåò óñëîâèÿ ñèíòåçà �èëüòðîâ ñ ÷åòíûì íîñèòåëåì.Òåîðåìà 3.1. Åñëè áàíê �èëüòðîâ èìååò òèï k0 = (0, 0), òî èíäåêñû êàæäîãî �èëüòðà, àèìåííî nk,0 è nk,1 äëÿ k = 0, 1, âñåãäà áóäóò ÷åòíûìè.2. Åñëè áàíê �èëüòðîâ èìååò òèï k1 = (1, 0), òî ñóììà ÷àñòè÷íûõ èíäåêñîâ îáîèõ�èëüòðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ êàæäîé ïåðåìåííîé, à èìåííî n0,k + n1,k äëÿ k = 0, 1,âñåãäà áóäåò ÷åòíîé.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü nk = (nk,0, nk,1) äëÿ k = 0, 1. Òîãäà äëÿ VQ èç (6) ïîëó÷èì

nk,0 + nk,1 =















mk

[

2
0

]

, åñëè kl = k0,

mk

[

2
0

]

+ 1, åñëè kl = k1.Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè kl = k0, òî îáà nk,0 è nk,1 áóäóò ëèáî ÷åòíûìè, ëèáîíå÷åòíûìè. Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî îíè ìîãóò áûòü òîëüêî ÷åòíûìè. Äåéñòâèòåëüíî, äî-ïóñòèì îáðàòíîå. Òîãäà â ñèëó ïðåäïîëàãàåìîé íå÷åòíîñòè nk è â ñèëó ñèììåòðèè
Hk(z) = zn1

1 zn2

2 Hk(1/z1, 1/z2), k = 0, 1, ïðè ïîäñòàíîâêå â ýòî óðàâíåíèå (z1, z2) = (1,−1)ïîëó÷èì, ÷òî Hk(1,−1) = 1n1(−1)n2Hk(1,−1) = −Hk(1,−1) èëè Hk(1,−1) = 0, k = 0, 1.Îäíàêî, ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó òîãî, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñâîéñòâî ÒÂÑ (ñì. 1.1) èñâîéñòâî 1, òî äðóãèõ ñîâìåñòíûõ íóëåé, êðîìå (γ, 0) èëè (0, γ), ó Hk áûòü íå ìîæåò.Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ÁÔ òèïà k0 îáà nk,0 è nk,1 áóäóò ÷åòíûìè.



104 Ì.Ê. ×îáàíóÒ à á ë è ö à 1. Äîïóñòèìûå êîìáèíàöèè èíäåêñîâ äëÿ Ind(Hk) = (nk,0, nk,1)Òèï ÁÔ Êîìáèíàöèè èíäåêñîâ ñî ñâîéñòâîì ÒÂÑ
n00 n01 n10 n11

k0 ×åòíîå ×åòíîå ×åòíîå ×åòíîå
k1 ×åòíîå Íå÷åòíîå ×åòíîå Íå÷åòíîåÍå÷åòíîå ×åòíîå Íå÷åòíîå ×åòíîåÅñëè æå kl = k1, òî â ýòîì ñëó÷àå ñóììà ÷àñòè÷íûõ èíäåêñîâ îáîèõ �èëüòðîâ, ñîîò-âåòñòâóþùèõ êàæäîé ïåðåìåííîé, à èìåííî n0,k +n1,k äëÿ k = 0, 1, âñåãäà áóäåò ÷åòíîé.Äîïóñòèì îáðàòíîå. Ñëåäóÿ ñâîéñòâó 2, �èëüòðû èìåþò ðàçíûé òèï ñèììåòðèè: îäèíñèììåòðè÷åí, äðóãîé àíòèñèììåòðè÷åí. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè äîïóñòèì, ÷òî H0(z)ñèììåòðè÷åí, à H0(z) àíòèñèììåòðè÷åí. Òîãäà èç ñâîéñòâà 1 ñëåäóåò, ÷òî H0,0(z

M) =
z1

n00−1z2
n01H0,1(z

−M); H1,0(z
M) = −z1

n10−1z2
n11H1,1(z

−M). Ïîñëå ïîäñòàíîâêè â (3) çíà-÷åíèÿ (z1, z2) = (1,−1) ïîëó÷èì, ÷òî îïðåäåëèòåëü ïîëè�àçíîé ìàòðèöû äëÿ zM =
(−1,−1) áóäåò ðàâåí detH(−1,−1) = H0,0(−1,−1) × H1,1(−1,−1) × [1 − (−1)n01+n11+1].Åñëè ñóììà n0,k + n1,k íå÷åòíàÿ, òîãäà ó îïðåäåëèòåëÿ ïîëè�àçíîé ìàòðèöû ïîÿâëÿ-åòñÿ åùå îäèí êîðåíü, êðîìå äîïóñêàåìîãî íóëåâîãî, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ ÒÂÑ.Ïîýòîìó óêàçàííàÿ ñóììà èíäåêñîâ âñåãäà ÷åòíàÿ. �Â òàáë. 1 ïðèâåäåíû äîïóñòèìûå êîìáèíàöèè èíäåêñîâ äëÿ ìàòðèöû VQ.1.3. Äâóõêàíàëüíûå áàíêè �èëüòðîâÑâîéñòâî ÒÂÑ�àññìîòðèì äâóõêàíàëüíóþ ìíîãîñêîðîñòíóþ ñèñòåìó. Ñëåäóÿ (2), ïîëó÷èì, ÷òî âû-õîäíûì ñèãíàëîì äëÿ òàêèõ ìíîãîñêîðîñòíûõ ñèñòåì áóäåò [24, 25℄:

X̂(z) =
1

2
(X(z) · T0(z) + X(−z) · T1(z)) , (10)ãäå

T0(z) = H0(z) · F0(z) + H1(z) · F1(z), T1(z) = H0(−z) · F0(z) + H1(−z) · F1(z), (11)èëè [ H0(z) H1(z)
H0(−z) H1(−z)

]

·

[

F0(z)
F1(z)

]

=

[

T0(z)
T1(z)

]

. Çäåñü H0(z) è H1(z) � ñîîòâåòñòâåí-íî Í× è Â× ïåðåäàòî÷íûå õàðàêòåðèñòèêè ÌÌ-�èëüòðîâ ÁÀ; F0(z) è F1(z) � Í× èÂ× ïåðåäàòî÷íûå õàðàêòåðèñòèêè ÌÌ-�èëüòðîâ ÁÑ ñîîòâåòñòâåííî; X(z) è X(z) �âõîäíîé è âûõîäíîé ñèãíàëû ÁÀ è ÁÑ; z = [z1, z2, . . . , zD]T . Ñëàãàåìîå T0(z) ó÷èòûâàåòíàëè÷èå àìïëèòóäíûõ èñêàæåíèé ñèãíàëà X(z), à T1(z) � íàëîæåíèå ñïåêòðîâ.Íàëîæåíèå ñïåêòðîâ ñèãíàëîâ ìîæíî èñêëþ÷èòü ââåäåíèåì îïðåäåëåííûõ çàâèñè-ìîñòåé ìåæäó ïåðåäàòî÷íûìè õàðàêòåðèñòèêàìè �èëüòðîâ ÁÑ [24, 26℄. ×àùå âñåãîâñòðå÷àþòñÿ ñëåäóþùèå äâà òèïà çàâèñèìîñòåé:1) F0(z) = p(−1)rH1(−z), F1(z) = p(−1)r+1H0(−z). Åñëè p = 1, r = 0, òî H1(z) =
F0(−z), F1(z) = −H0(−z), è òîãäà (11) ïðèìåò âèä

T0(z) = H0(z) · F0(z) − H0(−z) · F0(−z); (12)2) F0(z) = −zqH1(−z), F1(z) = zqH0(−z), ãäå q1 + q2 + . . . + qD � íå÷åòíîå. Âûáðàâ
q1 = 1, q2 = . . . = qD = 0, ïîëó÷èì H1(z) = z−1

1 F0(−z), F1(z) = z1H0(−z), è (11) ïðèìåò
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T0(z) = H0(z) · F0(z) + H0(−z) · F0(−z). (13)Àìïëèòóäíûå èñêàæåíèÿ èñêëþ÷àþòñÿ, åñëè T0(z) = z−L. Ïîýòîìó ñâîéñòâî ÒÂÑäîñòèãàåòñÿ ïðè âûïîëíåíèè ñëåäóþùèõ ðàâåíñòâ [24, 27℄:� äëÿ (12) äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ

H0(z)H1(−z) − H1(z)H0(−z) = H0(z) · F0(z) − H0(−z) · F0(−z) = 2 · z−L, (14)ãäå L = [l1, l2, . . . , lD]T , ïðè÷åì l1 + l2 + . . . + lD � íå÷åòíî;� äëÿ (13) äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ
H0(z)H1(−z) − z2qH1(z)H0(−z) = H0(z) · F0(z) + H0(−z) · F0(−z) = 2 · z−L, (15)ïðè÷åì l1 + l2 + . . . + lD � ÷åòíîå. Â (14) ÷ëåíû ñ ÷åòíûìè ñòåïåíÿìè ñîêðàòÿòñÿ èîñòàíóòñÿ ÷ëåíû ñ íå÷åòíûìè ñòåïåíÿìè. Ïîýòîìó ñóììà l1 + l2 + . . . + lD ìîæåò áûòüòîëüêî íå÷åòíîé. Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî â (15) ñóììà l1 + l2 + . . .+ lD � ÷åòíàÿ.2. Ñèíòåç ìíîãîìåðíûõ áàíêîâ �èëüòðîâñ ïîìîùüþ ìåòîäà ïðåîáðàçîâàíèÿÌåòîäû ñèíòåçà ÌÌ-�èëüòðîâ ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ ÌàêÊëåëëàíà èñïîëüçóþòñÿäîñòàòî÷íî äàâíî è óñïåøíî. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ áàíêà �èëüòðîâ íåîáõîäèìî ðàñïîëàãàòüäâóìÿ îáúåêòàìè (äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèìåð äâóõêàíàëüíûõ ñèñòåì ñ øàõìàòíîéìàòðèöåé äåöèìàöèè):1) îäíîìåðíûìè �èëüòðàìè-ïðîòîòèïàìè

HP (Z) =
∑

n

hp(n)Z−n, FP (Z) =
∑

n

fp(n)Z−n. (16)Äëÿ âûïîëíåíèÿ ñâîéñòâà ÒÂÑ äàííûå �èëüòðû-ïðîòîòèïû äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü(ñì. (13)) QP (Z) + QP (−Z) = 2, ãäå QP (Z) = HP (Z)FP (Z);2) ÿäðîì ïðåîáðàçîâàíèÿ Z = W (z1, z2), êîòîðîå ìîæåò áûòü â îáùåì ñëó÷àå êàêÊÈÕ, òàê è ÁÈÕ, è óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó àíòèñèììåòðèè
W (z1, z2) = −W (−z1,−z2), (17)èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, åñëè W (z1, z2) =

∑

l1

∑

l2
w(l1, l2)z

−l1
1 z−l2

2 , òî
w(l1, l2) =

{

0 äëÿ l1 + l2 = ÷åòíîå,ïðîèçâîëüíîå äëÿ l1 + l2 = íå÷åòíîå.Â×-�èëüòðû áàíêîâ àíàëèçà è ñèíòåçà âû÷èñëÿþòñÿ êàê H1(z1, z2) = z−q1

1 z−q2

2 ×
F0(−z1,−z2), F1(z1, z2) = zq1

1 zq2

2 H0(−z1,−z2), ãäå q1 + q2 � íå÷åòíî.Èçâåñòíî íåñêîëüêî òèïîâ ïîëó÷àåìûõ áàíêîâ �èëüòðîâ.� Ïðåîáðàçîâàíèå W èìååò íóëåâóþ �àçó [6℄. ×àùå âñåãî ïðåäëàãàåòñÿ ëèáî
W (z1, z2) =

1

4

(

z1 +
1

z1

+ z2 +
1

z2

), ëèáî ïàðàìåòðèçîâàííîå ÷åðåç a, b ïðåîáðàçîâàíèå [28℄
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W (z1, z2) =

1

4
z1 +

1

4
z1

−1 +
1

2
z2 +

1

2
z2

−1 +
1

2
az1 +

1

2

a

z1

−
1

32
bz1

2z2 +
1

32

bz1
2

z2

+
1

32

bz2

z1
2
−

1

32

b

z1
2z2

−
1

32
bz2

2z1 +
1

32

bz2
2

z1

+
1

32

bz1

z2
2
−

1

32

b

z2
2z1

.� Ïàðû ïîëóïîëîñîâûõ �èëüòðîâ [9℄ H0 =
1

2
(1 + W ) è F0 = −

1

2
(W + 1)(W − 2).� Ñóììà è ðàçíîñòü âñåïðîïóñêàþùèõ �èëüòðîâ H0 =

1

2
(1+W ) è H1 =

1

2
(1−W ), ãäå

W ÿâëÿåòñÿ âñåïðîïóñêàþùèì �èëüòðîì [12℄. Ñîîòâåòñòâåííî, åñëè F0 =
1

2
(1 + W ) è

F1 = −
1

2
(1−W ), òî T0(z) (
ì. (13)) � âñåïðîïóñêàþùèé �èëüòð, à åñëè F0 =

1

2
(1+W−1)è F1 =

1

2
(1 − W−1), òî ñèñòåìà îáëàäàåò ñâîéñòâîì ÒÂÑ.� Îáîáùåííîå ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåìåííûõ [9 � 11℄, êîãäà �èëüòðû-ïðîòîòèïû (16)èìåþò òîëüêî ïîëîæèòåëüíûå ñòåïåíè W . Ñàìî ïðåîáðàçîâàíèå W ìîæåò áûòü êàêÊÈÕ, òàê è ÁÈÕ.2.1. ×åòíûé íîñèòåëü �èëüòðà ïðîòîòèïà è ñâîéñòâî ÒÂÑÑâîéñòâî ÒÂÑÏóñòü ñèììåòðè÷íûé �èëüòð-ïðîòîòèï èìååò íå÷åòíóþ äëèíó, òîãäà åãî ìîæíî âû-ðàçèòü â âèäå HP (Z) è FP (Z), ãäå Z =

1

2
(z + 1/z). Òîãäà ïðèìåíåíèå (17) ïîçâîëèòïîëó÷èòü ÌÌ-�èëüòð ñî ñâîéñòâîì ÒÂÑ [9℄.Äàííîå ïðåîáðàçîâàíèå ðàáîòàåò äîñòàòî÷íî õîðîøî, êîãäà äëèíû èìïóëüñíûõ õà-ðàêòåðèñòèê íå÷åòíûå, à ñàìè õàðàêòåðèñòèêè � ñèììåòðè÷íûå. Ïîëó÷àåìûå â ðåçóëü-òàòå ÌÌ èìïóëüñíûå õàðàêòåðèñòèêè òàêæå èìåþò íóëåâóþ �àçó è íå÷åòíûé íîñèòåëü.Ïðè÷åì â ýòîì ñëó÷àå ñâîéñòâî ÒÂÑ, ïðèñóùåå 1-D ïðîòîòèïó, ñîõðàíÿåòñÿ. Îäíàêî ýòîæå ïðåîáðàçîâàíèå íå ðàáîòàåò äëÿ ÷åòíûõ íîñèòåëåé îäíîìåðíûõ ïðîòîòèïîâ. Êàê ïî-êàçàíî â [14℄, åñëè èñïîëüçîâàòü �ïðîñòîå� ðàñøèðåíèå �èëüòðà-ïðîòîòèïà ñ íå÷åòíûìíîñèòåëåì äî ÷åòíîãî óìíîæåíèåì íà 1 + zi ïî âñåì êîîðäèíàòàì èëè ïîäîáíîå åìóïðåîáðàçîâàíèå, òî â ýòîì ñëó÷àå ñâîéñòâî ÒÂÑ òåðÿåòñÿ.Äëÿ ïîñòðîåíèÿ áàíêîâ �èëüòðîâ ñ ÷åòíûì íîñèòåëåì ïðåäëàãàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ïðî-öåäóðà. Åñëè ìîæíî âûðàçèòü �èëüòðû-ïðîòîòèïû â âèäå HP (Z) =

1

2
(1 + z−1)UH(Z)è FP (Z) =

1

2
(1 + z)UF (Z), ãäå UH(Z), UF (Z) çàâèñÿò îò Z =

1

2
(z + 1/z), òîãäà èõ èì-ïóëüñíûå õàðàêòåðèñòèêè áóäóò èìåòü öåíòðû ñèììåòðèè ñîîòâåòñòâåííî â cH = 1/2 è

cF = −1/2. Èñïîëüçóÿ âàðèàíò (13), ïîçâîëÿþùèé çàïèñàòü âûïîëíåíèå ñâîéñòâà ÒÂÑ,ïîëó÷èì, ÷òî â ñèëó HP (Z)FP (Z) + HP (−Z)FP (−Z) = 1

(1 + Z)

2
UH(Z)UF (Z) +

(1 − Z)

2
UH(−Z)UF (−Z) = 1. (18)Èñõîäÿ èç âèäà ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ, ïðåäëàãàåòñÿ ââåñòè äâå �óíêöèè A(z1, z2) è

B(z1, z2), êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ A(z1, z2)B(z1, z2) =
1

2
(1+W (z1, z2)). Îä-íîâðåìåííî ñòðîÿòñÿ Í×-�èëüòðû ÁÀ è ÁÑ â âèäå H0(z1, z2) = A(z1, z2)UH(W (z1, z2)) è

F0(z1, z2) = B(z1, z2) UF (W (z1, z2)). Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.



Ñèíòåç ìíîãîìåðíûõ áàíêîâ �èëüòðîâ ñ ÷åòíûì íîñèòåëåì 107Òåîðåìà 4. Åñëè äëÿ �èëüòðà ïðîòîòèïà âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî ÒÂÑ, òîãäà èäëÿ ïàðû H0, F0 âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî ÒÂÑ.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäñòàâèâ H0, F0 â (13), ïîëó÷èì, ÷òî
T0(z) = A(z1, z2)B(z1, z2)UH(W (z1, z2))UF (W (z1, z2)) + A(−z1,−z2)B(−z1,−z2)×

×UH(−W (z1, z2))UF (−W (z1, z2)) =
1

2
(1 + W (z1, z2))UH(W (z1, z2))UF (W (z1, z2))+

+
1

2
(1 − W (z1, z2))UH(−W (z1, z2))UF (−W (z1, z2)).Ñðàâíèâ ñ (18), ñäåëàâ çàìåíó Z = W (z1, z2) è ó÷èòûâàÿ åå àíòèñèììåòðèþ, ìîæíîïðèéòè ê âûâîäó, ÷òî äëÿ íîâîé ïàðû ÌÌ-�èëüòðîâ âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî ÒÂÑ. �Ñâîéñòâî ËÔÅñëè äîïîëíèòåëüíî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû W (z1, z2) èìåëî íóëåâóþ �àçó, à UH(z1, z2)è UF (z1, z2) èìåëè ËÔ (è ñèììåòðè÷íûå îòíîñèòåëüíî íóëÿ öåíòðû ñèììåòðèè), òîòîãäà ïîñòðîåííàÿ ÌÌ-ïàðà �èëüòðîâ H0, F0 òàêæå èìååò ËÔ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè

A(z−1
1 , z−1

2 ) = ±zr1

1 zr2

2 A(z1, z2), B(z−1
1 , z−1

2 ) = ±z−r1

1 z−r2

2 B(z1, z2), è òîãäà W (z−1
1 , z−1

2 ) =
W (z1, z2), òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî H0(z

−1
1 , z−1

2 ) = A(z−1
1 , z−1

2 )UH(W (z−1
1 , z−1

2 )) =
±zr1

1 zr2

2 A(z1, z2)UH(W (z1, z2)) = ±zr1

1 zr2

2 H0(z1, z2). Åñëè ñðàâíèòü ñ (5), òî ïîëó÷èì, ÷òî�èëüòð H0 èìååò ëèíåéíóþ �àçó.Äëÿ óñïåøíîãî ñèíòåçà ÌÌ ÁÔ ñ ÷åòíûì íîñèòåëåì íåîáõîäèìî ñíà÷àëà ñèíòå-çèðîâàòü ïàðó �èëüòðîâ (ðå÷ü èäåò î äâóõêàíàëüíûõ ñèñòåìàõ), êàæäûé èç êîòîðûõÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì, óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó ÒÂÑ è èìååò ÷åòíûé íîñèòåëü, ò. å.
2k×2l. Êàê ñëåäóåò èç ñâîéñòâà 3, äëÿ øàõìàòíîé ìàòðèöû äåöèìàöèè íå ñóùåñòâóåòïàðû �èëüòðîâ ñî ñâîéñòâîì ÒÂÑ, åñëè îíè îáà èìåþò ÷åòíûé íîñèèòåëü.Ïóñòü �èëüòðû A(z1, z2), B(z1, z2) îáëàäàþò ñâîéñòâîì ÒÂÑ. Óñëîâèå ñèììåòðèè îò-íîñèòåëüíî cH = (1/2, 1/2) è cF = −cH = (−1/2,−1/2) (êàê òîãî òðåáóåò óñëîâèå íóëå-âîé �àçû äëÿ W (z1, z2)) ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ââåäåì ìíîãî÷ëåíû

E0(z1, z2) =

NH
∑

i=−NH

MH
∑

j=0

ai,jz
−i
1 z−j

2 , D0(z1, z2) =

NF
∑

i=−NF

0
∑

j=−MF

bi,jz
−i
1 z−j

2 .Òîãäà �èëüòðû UH(z1, z2), UF (z1, z2), îáëàäàþùèå òðåáóåìûìè öåíòðàìè ñèììåòðèè,ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
A(z1, z2) = z−1

1 z−1
2 E0(z1, z2) + E0(1/z1, 1/z2),

B(z1, z2) = z1z2D0(z1, z2) + D0(1/z1, 1/z2).
(19)Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî A(1/z1, 1/z2) = z−1

1 z−1
2 A(z1, z2), B(1/z1, 1/z2) = z1z2B(z1, z2). Ïîñïîñîáó ïîñòðîåíèÿ äàííûå �èëüòðû óæå ñèììåòðè÷íû, îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü ñâîéñòâîÒÂÑ. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè â (13) ñîîòâåòñòâóþùèõ êîìïîíåíòîâ ìîäóëÿöèîííûõ ìàòðèöèç (2), çàâèñÿùèõ îò ìàòðèöû äåöèìàöèè M, ïîëó÷èì, ÷òî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåí-ñòâî

T0(z1, z2) = A(z1, z2)B(z1, z2) + A(z1α1, z2α2)B(z1α1, z2α2) = 2, (20)ãäå α = (α1, α2) = ej2πlTq M−1

, à âåêòîð l ÿâëÿåòñÿ íåíóëåâûì êëàññîì ñìåæíîñòè ìàò-ðèöû MT. Äëÿ øàõìàòíîé ìàòðèöû l = (1, 0), α = (−1,−1). Äëÿ ìàòðèöû äåöèìàöèè
M′ =

[

0 2
1 0

] èìååì l = (1, 0), α = (1,−1). Ïîñëå ïîäñòàíîâêè (19) â âûðàæåíèå äëÿ
T0 òîëüêî îäíî ñëàãàåìîå äîëæíî áûòü îòëè÷íî îò íóëÿ � ñîîòâåòñòâóþùåå íóëåâûìñòåïåíÿì ïî z1 è z2.



108 Ì.Ê. ×îáàíó3. Ïðèìåíåíèå ìåòîäà ïðåîáðàçîâàíèÿØàõìàòíàÿ ìàòðèöà äåöèìàöèè M =

[

1 1

1 −1

]Åñëè çàäàòüñÿ ñèììåòðè÷íûìè ìíîæèòåëÿìè
A(z1, z2) = a

(

1 + z1
−1
)

+ b

(

z2
−1 +

z2

z1

)

+ c

(

z2 +
1

z1 z2

)

+ d

(

z1

z2
+

z2

z1
2

)

+

+e
(

z1
−2 + z1

)

+ f

(

1

z1
2z2

+ z1 z2

)è
B(z1, z2) = m (1 + z1) + n

(

z2 +
z1

z2

)

+ o
(

z2
−1 + z1 z2

)

+ p

(

z2

z1

+
z1

2

z2

)

+

+q
(

z1
2 + z1

−1
)

+ r

(

z1
2z2 +

1

z1 z2

)ñ öåíòðàìè ñèììåòðèè cA = 1/2, cB = −1/2, òî èç óñëîâèÿ íóëåâîé �àçû äëÿ W (z1, z2),çàïèñàííîãî ÷åðåç ïàðàìåòðû ìíîæèòåëåé A(z1, z2), B(z1, z2), ìîæíî ïîëó÷èòü 16 ðàç-ëè÷íûõ ðåøåíèé. Íèæå ïðèâåäåíû òîëüêî äâà èç íèõ.Âàðèàíò 1. W (n1, n2) =

=





































0 0 m2n2

2(−o2+m2)(n2
−o2)

0 0

0 mo2n
(−o2+m2)(n2

−o2)
0 0 0

o4

2(−o2+m2)(n2
−o2)

0 −m2o2

2(−o2+m2)(n2
−o2)

0 −n2o2

2(−o2+m2)(n2
−o2)

0 −mo2n
(−o2+m2)(n2

−o2)
0 −mo2n

(−o2+m2)(n2
−o2)

0

−n2o2

2(−o2+m2)(n2
−o2)

0 −m2o2

2(−o2+m2)(n2
−o2)

0 o4

2(−o2+m2)(n2
−o2)

0 0 0 mo2n
(−o2+m2)(n2

−o2)
0

0 0 m2n2

2(−o2+m2)(n2
−o2)

0 0





































,

A(n1, n2) =













0 cnm
o2 0

c − cm
o

− cn
o

− cn
o

− cm
o

c

0 cnm
o2 0













, B(n1, n2) =













0 nm
o

0

o m n

n m o

0 nm
o

0













.Ïóñòü c = o = 1, m = 3.5, n = 1/3, à �èëüòðû-ïðîòîòèïû � ýòî HP (Z) =

(1 + z−1)

(

5

4
+

1

2
Z −

3

4
Z2

), FP (Z) = (1 + z)

(

5

4
+

13

20
Z −

3

4
Z2 −

3

20
Z3 +

9

20
Z4

)

. Ïî-ëó÷åííûå ÷àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè ïðèâåäåíû íà ðèñ. 2.
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à á�èñ. 2. Âàðèàíò 1: à � À×Õ H0(ω1, ω2); á � À×Õ F0(ω1, ω2)

à á�èñ. 3. Âàðèàíò 2: à � À×Õ H0(ω1, ω2); á � À×Õ F0(ω1, ω2)

à á�èñ. 4. Âàðèàíò 3 (
 ÷åòíûì íîñèòåëåì äëÿ M
′): à � À×Õ H0(ω1, ω2); á � À×Õ F0(ω1, ω2)



110 Ì.Ê. ×îáàíóÂàðèàíò 2. W (n1, n2) =



















−o
2m

0 p

2m

0 1
2

0

−p+o

2m
0 −p+o

2m

0 1
2

0

p

2m
0 −o

2m



















, B(n1, n2) =













−o 0 p

o m −p

−p m o

p 0 −o













, A(n1, n2) =

[

a

a

]

.

Ïóñòü a = m = 1, o = 1/8, p = −1/8, à �èëüòðû-ïðîòîòèïû òå æå, ÷òî è â ïðåäû-äóùåì âàðèàíòå. Ïîëó÷åííûå ÷àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè ïðèâåäåíû íà ðèñ. 3.Äàííûå âàðèàíòû ÿâëÿþòñÿ ïðèìåðàìè íîñèòåëåé ÈÕ A(z1, z2) è B(z1, z2) òèïà ÷åò-íûé × íå÷åòíûé. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïîëíîñòüþ ÷åòíîãî íîñèòåëÿ íåîáõîäèìî èñïîëüçî-âàòü èíóþ, ÷åì øàõìàòíàÿ, ìàòðèöó äåöèìàöèè. Ì.À. Ñêîïèíà ïðåäîñòàâèëà ïðèìåð�èëüòðà A(z1, z2) äëÿ ìàòðèöû M′ =

[

0 2
1 0

]

.Ìàòðèöà äåöèìàöèè M′ =

[

0 2

1 0

]Âàðèàíò 3. Ïðè ýòîì A(z1, z2) =
1

2
z1 z2 +

1

2
−

1

16
z1

2z2 +
1

16
z2 −

1

8
z1 z2

3 +
1

8

z1

z2
+

1

16
z1 −

1

16
z1

−1 +
1

8
z2

2 −
1

8
z2

−2, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ÈÕ ðàçìåðà 4 × 6:
A(n1, n2) =













0 0 −1/16 0 0 0

−1/8 0 1/2 1/16 1/8 0

0 1/8 1/16 1/2 0 −1/8

0 0 0 −1/16 0 0













.Ïîëó÷åííûé ñ ïîìîùüþ ìåòîäà äîñòðîéêè ìàòðèöû �èëüòð èìååò òàêæå ÷åòíûåðàçìåðû 2 × 2: B(z1, z2) = 1 +
1

z1z2

, à ìàòðèöà ÈÕ ðàâíà B(n1, n2) =

[

1 0

0 1

]. Òàê êàêìàòðèöà äåöèìàöèè íå øàõìàòíàÿ, âûðàæåíèå (13) áóäåò çàïèñàíî èíà÷å (ñì. (20)), àèìåííî
T0(z1, z2) = H0(z1, z2) · F0(z1, z2) + H0(z1,−z2) · F0(z1,−z2) = 2. (21)Ïîëó÷åííûå ÷àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè ïðèâåäåíû íà ðèñ. 4.Âàðèàíò 4. Ïîëó÷åíî îáîáùåíèå �èëüòðà A(z1, z2) äëÿ çàäàííîé ìàòðèöû äåöè-ìàöèè:

A(n1, n2) =

























0 0 u 0 0 0

0 0 w −u −w3 0

w4 0 c −w −w4 w3

w3 −w4 −w c 0 w4

0 −w3 −u w 0 0

0 0 0 u 0 0

























, B(n1, n2) =

[

m 0

0 m

]

.
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